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1 Introdu�c~ao

Faremos uma breve apresenta�c~ao da teoria de desigualdades variacionais e

uma aplica�c~ao ao estudo de um problema de fronteira livre associado a uma

classe de problemas denominada Problemas de In�ltra�c~ao. Al�em disso,

apresentaremos resultados num�ericos referentes �a resolu�c~ao de um Problema

de Complementaridade Linear por um m�etodo de Penaliza�c~ao.

Na apresenta�c~ao das chamadas desigualdades variacionais, partimos, seguin-

do a referência [7], de um exemplo bem simples de minimiza�c~ao de uma

fun�c~ao quadr�atica num intervalo fechado e limitado. Passamos por casos es-

peciais de desigualdades que envolvem formas lineares e bilineares (v. [5])

e, terminamos com um lema de existência de solu�c~ao para uma desigual-

dade variacional mais geral que engloba os casos apresentados inicialmente.

Para satisfazer as hip�oteses deste lema, diferentes condi�c~oes s~ao impostas ao

operador envolvido na desigualdade, conforme as referências [5], [7] e [8].
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Os aspectos f��sicos e matem�aticos dos Problemas de In�ltra�c~ao ser~ao ap-

resentados detalhadamente conforme as referências [1], [2] e [3].

O trabalho divide-se nas seguintes partes conceituais: (i) alguns aspectos

te�oricos de desigualdades variacionais, (ii) coloca�c~ao do problema f��sico mais

geral, (iii) estabelecimento do problema diferencial, (iv) estabelecimento de

um problema auxiliar, (v) o caso particular, (vi) aspectos variacionais, (vii)

redu�c~ao do problema a um problema de Complementaridade Linear (proble-

ma discreto) e (viii) resolu�c~ao num�erica.

2 Desigualdades Variacionais

A teoria moderna de desigualdades variacionais tem suas origens no problema

cl�assico de minimizar uma fun�c~ao convexa e diferenci�avel sobre um conjunto

convexo. Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Seja f uma fun�c~ao quadr�atica de�nida em IR. Estamos

interessados em determinar o ponto x

0

2 IR tal que

f(x) =

1

2

bx

2

� ax + c ; b > 0;

atinja seu valor m��nimo para x 2 IR. Necessariamente, x

0

satisfaz:

f

0

(x

0

) = bx

0

� a = 0: (1)

E, como b > 0; f atinge seu m��nimo em x

0

= a=b. No entanto, se adicionar-

mos ao problema de minimiza�c~ao uma restri�c~ao, como por exemplo

x

0

2 K = fx 2 IR j x

1

� x � x

2

g;

a condi�c~ao dada em (1) j�a n~ao caracterizar�a a solu�c~ao. Um ponto de m��nimo

x

0

de f em K satisfaz, por de�ni�c~ao, a seguinte desigualdade

f(x

0

) � f(x); 8 x 2 K:

Como K �e convexo, x

0

+ �(x� x

0

) pertence a K para todo � pertencente a

[0; 1] e para todo x 2 K. Logo,

f(x

0

+ �(x� x

0

)) � f(x

0

)
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e

lim

�!0

+

1

�

[f(x

0

+ �(x� x

0

))� f(x

0

)] = f

0

(x

0

)(x� x

0

) � 0:

Em outras palavras, o minimizador x

0

de f �e agora caracterizado pela de-

sigualdade:

f

0

(x

0

)(x� x

0

) � 0; 8 x 2 K: (2)

A Figura 1 ilustra os três casos que podem ocorrer:

1. Se x

0

= x

1

, ent~ao f

0

(x

0

) � 0;

2. se x

0

= x

2

, ent~ao f

0

(x

0

) � 0; e

3. se x

1

< x

0

< x

2

, ent~ao f

0

(x

0

) = 0.

�������������������������� ����������������������������

����

x
K

x x1 2

Caso 2

�������������
�������������
�������������
�������������

�
�
�
�

x
K

x x1 2

Caso 3

����

x
K

x x21

Caso 1

Figura 1: Minimiza�c~ao em um convexo.

Observemos que os dois primeiros casos satisfazem a condi�c~ao (2); apenas

no caso 3, em que o minimizador x

0

pertence ao interior do conjunto K temos
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f

0

(x

0

) = 0. No entanto, tal caso tamb�em est�a descrito pela condi�c~ao (2), pois

como x

0

2 (x

1

; x

2

), sempre podemos encontrar � > 0 tal que para qualquer

y 2 K, x = x

0

� �y perten�ca a K e, portanto, temos

� �f

0

(x

0

)y � 0; 8 y 2 K:

Logo, f

0

(x

0

) = 0. Portanto, a condi�c~ao (2) inclui a caracteriza�c~ao dada pela

condi�c~ao (1).

Nem sempre as desigualdades variacionais estar~ao associadas a problemas

de minimiza�c~ao. Trataremos na pr�oxima se�c~ao de desigualdades variacionais

que envolvem uma forma bilinear (sim�etrica ou n~ao) e uma forma linear

cont��nua. Sempre podemos associar a tais desigualdades um problema prob-

lema de minimiza�c~ao caso a forma bilinear seja sim�etrica. Quando isto n~ao

ocorre n~ao temos necessariamente tal associa�c~ao.

2.1 Formas Bilineares

Seja V um espa�co de Hilbert cujo produto interno e norma s~ao denotados

por h�; �i e k � k, respectivamente. Seja V

�

o conjunto dos funcionais lineares

cont��nuos de�nidos em V (dual topol�ogico de V ).

Seja a(�; �) uma forma bilinear cont��nua (n~ao necessariamente sim�etrica)

em V , isto �e, existe uma constante C > 0 tal que

ja(u; v)j � Ckukkvk; para todo u; v 2 V: (3)

Sejam, �nalmente, K um conjunto convexo de V e b(�) uma forma linear

cont��nua, isto �e, existe uma constante M > 0 tal que

jb(v)j �Mkvk; para todo v 2 V:

Estamos interessados em problemas com a seguinte formula�c~ao:

Problema 1 : Encontrar u 2 K tal que

a(u; v � u) � b(v � u); para todo v 2 K: (4)

Tais problemas s~ao denominados de desigualdades variacionais.

O Teorema de Lax-Milgram garantir�a a resolu�c~ao do Problema 1 quando

tivermos K = V .
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Teorema 1 (Lax-Milgram) Sejam (V; h�; �i), um espa�co de Hilbert, a(�; �),

uma forma bilinear cont��nua e coerciva e F 2 V

�

, um funcional linear

cont��nuo. Ent~ao, existe um �unico u 2 V tal que

a(u; v) = F (v); para todo v 2 V:

Quando K = V , se tomarmos em (4), v = u + w e v = u� w, podemos

reescrever o Problema 1 como:

Problema 2 : Encontrar u 2 V tal que

a(u; w) = b(w); para todo w 2 V:

Portanto, como b(�) 2 V

�

, pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma �unica

solu�c~ao do Problema 2. Apresentaremos os seguintes resultados:

1. Se K �e um conjunto fechado e convexo de V e a(�; �) �e coerciva, ou seja,

9 � > 0, tal que

a(v; v) � �kvk

2

; para todo v 2 V; (5)

ent~ao o Problema 1 tem solu�c~ao �unica.

2. Se K n~ao for limitado, daremos condi�c~oes su�cientes para existência

de solu�c~ao atrav�es da redu�c~ao do problema em K n~ao limitado a um

problema num conjunto convexo e limitado.

2.2 Formas Coercivas

Assumiremos nesta se�c~ao que a(�; �) �e coerciva e provaremos:

Teorema 2 (Lions-Stampacchia) Sejam a(�; �) uma forma bilinear satis-

fazendo (3) e (5), K um subconjunto convexo e fechado de V e b(�) uma

forma linear cont��nua. Ent~ao, existe uma �unica solu�c~ao u 2 K do Proble-

ma 1. Al�em disso, a aplica�c~ao (em geral n~ao linear) de V

�

em V que associa

a cada forma linear b(�) a solu�c~ao u do Problema 1 �e cont��nua.

A demonstra�c~ao do Teorema 2 ser�a dividida em três partes. Mostraremos

inicialmente a unicidade e a continuidade da solu�c~ao com rela�c~ao a b(�). A

existência ser�a provada para o caso particular em que a(�; �) corresponde ao

produto interno h�; �i e ser�a estendida para o caso geral atrav�es do seguinte

lema:
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Lema 1 Seja � um n�umero tal que 0 < � < 2�=M

2

. Ent~ao, existe um � com

0 < � < 1 tal que

jhu; vi � �a(u; v)j � �kukkvk; para todo u; v 2 V: (6)

Prova: Fixado u 2 V , a forma bilinear a(�; �) pode ser vista como um

elemento de V

�

.

Denotemos por A : V ! V

�

o operador linear de�nido por

a(u; v) = A(u)(v); para todo v 2 V: (7)

De modo an�alogo, como V �e um espa�co de Hilbert, existe um operador linear

� : V

�

! V tal que para todo f 2 V

�

, temos

f(v) = h�(f); vi; para todo v 2 V e

k�k = k�

�1

k = 1:

Portanto, como A(u) 2 V

�

,

jhu; vi � �a(u; v)j = jhu� �(� � A)(u); vij � ku� �(� � A)(u)kkvk

e, por outro lado,

ku� �(� � A)(u)k

2

= kuk

2

+ �

2

k(� � A)(u)k

2

� 2�h(� � A)(u); ui

= kuk

2

+ �

2

k(� � A)(u)k

2

� 2�a(u; u)

� (1 +M

2

�

2

� 2��)kuk

2

com M = kAk.

Seja �

2

= 1 +M

2

�

2

� 2��. Para obtermos (6), resta apenas mostrarmos

que � < 1. De fato, para � escolhido conforme o enunciado,

�

2

= 1 +M

2

�

2

� 2��

< 1 +M

2

2�

M

2

�� 2�� = 1: �

6



Unicidade e Continuidade. Sejam u

i

; i = 1; 2 solu�c~oes em K de

a(u

i

; v � u

i

) � b

i

(v � u

i

); para todo v 2 K; i = 1; 2;

com b

i

(�), uma forma linear cont��nua. Fazendo v = u

2

na desigualdade obtida

para i = 1, v = u

1

na desigualdade obtida para i = 2 e somando, obtemos

a(u

1

; u

2

� u

1

) + a(u

2

; u

1

� u

2

) � b

1

(u

2

� u

1

) + b

2

(u

1

� u

2

)

�a(u

1

; u

1

� u

2

)� a(�u

2

; u

1

� u

2

) � �b

1

(u

1

� u

2

)� (�b

2

)(u

1

� u

2

)

�a(u

1

� u

2

; u

1

� u

2

) � �(b

1

� b

2

)(u

1

� u

2

):

Usando (5), segue

�ku

1

� u

2

k

2

� kb

1

� b

2

k

V

�

ku

1

� u

2

k;

e, portanto,

ku

1

� u

2

k �

1

�

kb

1

� b

2

k

V

�

:

Tal desigualdade implica na unicidade de solu�c~ao e na sua continuidade com

rela�c~ao �a forma linear b(�). �

Para provarmos o Teorema 2 para o caso particular em que a(�; �) �e da-

da pelo produto interno, h�; �i, precisaremos da de�ni�c~ao de proje�c~ao num

convexo e de sua caracteriza�c~ao.

Lema 2 Seja K um subconjunto fechado e convexo de um espa�co de Hilbert

V . Ent~ao, para cada v 2 V existe um �unico elemento w 2 K tal que

kv � wk = inffkv � uk; u 2 Kg:

Tal w �e denominado proje�c~ao de v em K e �e denotado por w = P

K

(v) com

P

K

: V ! K, o operador de proje�c~ao em K. Al�em disso, a proje�c~ao pode

ser caracterizada pelo seguinte lema:
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Lema 3 Seja K um subconjunto fechado e convexo de um espa�co de Hilbert

V . Ent~ao, w 2 K �e a proje�c~ao de v 2 V em K, se e somente se,

hw; u� wi � hv; u� wi; para todo u 2 K:

(a) Provemos, agora, o Teorema 2 para o caso particular em que a(�; �) �e dada

pelo produto interno, h�; �i. Queremos encontrar u 2 K tal que

hu; v � ui � b(v � u) = h�(b); v � ui; para todo v 2 K;

ou seja,

hu� �(b); v � ui � 0; para todo v 2 K: (8)

Como K �e fechado e convexo e V �e um espa�co de Hilbert, pelo Lema 3, a

condi�c~ao (8) nada mais �e do que a caracteriza�c~ao de u como a proje�c~ao de

�(b) em K. Portanto, a condi�c~ao (8) �e equivalente a

ku� �(b)k � kv � �(b)k; para todo v 2 K;

Pelo Lema 2, existe um �unico elemento em K que minimiza

kv � �(b)k:

A solu�c~ao do Problema 1 �e desse modo, dada por

u = (P

K

� �)(b):

�

Podemos, neste momento, observar que a demonstra�c~ao acima �e v�alida

para qualquer produto interno de�nido em V . Portanto, como toda for-

ma bilinear sim�etrica, coerciva e cont��nua de�ne um produto interno em V ,

acabamos de demonstrar a existência e unicidade do seguinte problema:

Problema 3 : Encontrar u 2 K tal que

a(u; v � u) � b(v � u); para todo v 2 K;

com a(�; �), uma forma bilinear sim�etrica, coerciva e cont��nua.
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Na demonstra�c~ao do caso geral, utilizaremos um teorema de ponto �xo.

De�ni�c~ao 1 Sejam um espa�co de Banach D e uma aplica�c~ao F : D ! D.

Dizemos que v 2 D �e um ponto �xo de F se

F (v) = v:

De�ni�c~ao 2 Seja U um espa�co m�etrico com m�etrica d(�; �). Uma aplica�c~ao

F : U ! U �e uma contra�c~ao, se existe 0 � � < 1, tal que

d(F (u); F (v)) � �d(u; v); para todo u; v 2 U:

Teorema 3 Sejam U um espa�co m�etrico completo e F : U ! U uma con-

tra�c~ao. Ent~ao, F admite um �unico ponto �xo.

(b) Consideremos, agora, o caso geral. Fixemos � como no Lema 1. Para

u 2 V , �xo, de�namos � : V ! V

�

por

�(u)(v) = hu; vi � �a(u; v) + �b(v); para todo v 2 V:

Ent~ao, para u

1

; u

2

2 V temos pelo Lema 1,

j(�(u

1

)� �(u

2

))(v)j = jhu

1

� u

2

; vi � �a(u

1

� u

2

; v)j

� �ku

1

� u

2

kkvk: (9)

Pela parte (a) da demonstra�c~ao do Teorema 2, existe um �unico w 2 K tal

que

hw; v � wi � �(u)(v � w); para todo v 2 K;

e w �e dado por

w = (P

K

� � � �)(u):

Podemos desse modo, de�nir uma aplica�c~ao L : V ! K dada por

L(u) = (P

K

� � ��)(u) = w:
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Tal aplica�c~ao satisfaz

kL(u

1

)� L(u

2

)k = k(P

K

� � � �)(u

1

)� (P

K

� � � �)(u

2

)k

� k(� � �)(u

1

)� (� � �)(u

2

)k

= k�(u

1

)� �(u

2

)k

V

�

� �ku

1

� u

2

k por (9):

Pelo fato de � < 1, L(�) �e uma contra�c~ao e, portanto, existe um e apenas um

u 2 V tal que

L(u) = u:

Logo, como L(V ) � K, u pertence a K e satisfaz

hu; v � ui � �(u)(v � u)

= hu; v � ui � �[a(u; v � u)� b(v � u)]; para todo v 2 K:

Segue, pois � > 0, que u �e a solu�c~ao do Problema 1. �

Com o operador linear A de�nido em (7), podemos reescrever o Proble-

ma 1 da seguinte forma:

Problema 4 : Dado f 2 V

�

, encontrar u 2 K tal que

A(u)(v � u) � f(v � u); para todo v 2 K;

o que �e o mesmo que

(A(u)� f)(v � u) � 0; para todo v 2 K:

Esta �ultima formula�c~ao nos induz a analisar a possibilidade de solucionar

um problema mais geral como:

Problema 5 : Encontrar u 2 K tal que

T (u)(v � u) � 0; para todo v 2 K (10)
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sendo T : K �! V

�

, com diferentes hip�oteses sobre T; V e K.

Para K subconjunto convexo, limitado, fechado e n~ao-vazio de um espa�co

de Banach reexivo V , em [7], as hip�oteses (v. de�ni�c~oes no Apêndice)

sobre T ser~ao pseudomonotonia e limita�c~ao enquanto em [8], monotonia e

demicontinuidade (ou hemicontinuidade). Al�em destas hip�oteses, diferentes

no�c~oes de coercividade ser~ao impostas a T quando K n~ao �e limitado. Parte

da apresenta�c~ao de [5] �e um caso particular da abordagem de [8]. No entanto,

em [5] encontramos generaliza�c~oes do teorema apresentado acima, extens~ao

para o caso em que � = 0 (forma n~ao-negativa) e resultados que permitem

considerar problemas de evolu�c~ao (v. [5], p. 511).

2.3 K n~ao limitado

Nesta se�c~ao, apresentaremos uma condi�c~ao necess�aria e su�ciente para que o

Problema 5 tenha solu�c~ao.

Lema 4 Sejam U um espa�co de Banach, reexivo e separ�avel, K � U , n~ao

vazio, convexo e fechado e T : K ! U

�

. Ent~ao, uma condi�c~ao necess�aria e

su�ciente para que exista uma solu�c~ao da desigualdade variacional:

encontrar u 2 K tal que T (u)(v � u) � 0; 8 v 2 K (11)

�e que exista um n�umero real r > 0 tal que ao menos uma solu�c~ao da de-

sigualdade

encontrar u

r

2 K

r

tal que T (u

r

)(v � u

r

) � 0; 8 v 2 K

r

(12)

perten�ca ao interior da bola B

r

(0), ou seja,

ku

r

k

U

< r; (13)

com K

r

= K \ B

r

(0); e B

r

(0) = fv 2 U j kvk

U

� rg.

Prova:(v. [7], p. 1190) Para provar que a condi�c~ao �e necess�aria, basta

tomarmos r > kuk.

Mostremos agora que ela �e tamb�em su�ciente. Seja u

r

uma solu�c~ao da

desigualdade (12) que satisfa�ca (13) e ~v 2 K. Pelo fato de u

r

pertencer ao

interior de B

r

(0) existe � 2 (0; 1) tal que

w = u

r

+ �(~v � u

r

) 2 B

r

(0):
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Por outro lado, como K �e convexo, temos que w = u

r

+ �(~v � u

r

) 2 K.

Logo, fazendo em (12) v = w, temos

T (u

r

)(�(~v � u

r

)) � 0:

Dividindo por �,

T (u

r

)(~v � u

r

) � 0:

Portanto, u

r

�e solu�c~ao de (11), isto �e, u

r

�e solu�c~ao da desigualdade varia-

cional sobre todo o convexo K. �

Em outras palavras, haver�a solu�c~ao no caso K n~ao limitado se, e somente

se, existir uma solu�c~ao de (12) que seja ponto interior da bola de raio r cen-

trada na origem.

Um exame cuidadoso do lema anterior revela a importância de resultados

de existência de solu�c~ao do Problema 5 (do qual o Problema 1 �e um caso

particular) para casos em que K �e limitado. Se tivermos tais resultados

(com hip�otese adequadas sobre T e V ), teremos garantida a existência de

solu�c~oes de (12), pois K

r

�e convexo, limitado, fechado e n~ao-vazio (para r

su�cientemente grande). Portanto, para garantir a existência de solu�c~ao do

Problema 5, basta exigirmos de T uma condi�c~ao adicional que garanta que a

condi�c~ao (13) seja satisfeita. Uma no�c~ao fraca de coercividade cumprir�a este

papel como veremos no teorema a seguir.

De�ni�c~ao 3 Sejam U um espa�co de Banach, U

�

seu dual topol�ogico, K � U

um conjunto fechado, convexo e n~ao-vazio e um operador T : K ! U

�

.

Dizemos que o operador T �e coercivo em K se existir v

0

2 K tal que

lim

kvk!1

T (v)(v � v

0

)

kvk

= +1; com v 2 K:

Suponhamos que T seja um operador coercivo. Neste caso, existe r tal

que para todo v 2 K

T (v)(v � v

0

) > 0; para todo kvk � r; (14)

K

r

6= ; e

kv

0

k < r:
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Suponhamos que exista u

r

, solu�c~ao de (12). Se ku

r

k � r, ter��amos por (14),

T (u

r

)(v

0

� u

r

) < 0;

o que contradiria (12). Logo ku

r

k < r, ou seja, temos (13).

Cabe observar que a no�c~ao de coercividade apresentada em (5) implica

que o operador T (u) = A(u) � f com a(u; �) = (A(u); �) �e tamb�em coercivo

conforme a De�ni�c~ao 3.

3 Problemas de In�ltra�c~ao

3.1 O problema mais geral

Ao contr�ario da pr�atica habitual nas Ciências, iniciaremos com um problema

mais geral para depois tratarmos do caso particular.

Considere uma base horizontal e imperme�avel (terreno rochoso, por ex-

emplo), sobre a qual est~ao situados dois reservat�orios de �agua separados por

uma represa natural de material poroso { por exemplo, terra. Assumiremos

tamb�em que as represas têm �agua em diferentes n��veis em rela�c~ao a base. A

�agua in�ltra do reservat�orio mais alto para o mais baixo por gravidade. A

Figura 2 ilustra a situa�c~ao.

�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������
�����������������������������������������

A B

F

x

y2

1y

Terra

Agua

AguaUmido

Seco

Fronteira Livre

Linha de abertura

y

C

Impermeavel

Figura 2: Ilustra�c~ao do problema.

H�a basicamente dois tipos de informa�c~ao que podemos extrair deste prob-

lema: informa�c~oes f��sicas (como velocidade e press~ao, entre outras) e infor-

ma�c~oes geom�etricas (linhas de uxo ou a por�c~ao seca da barreira de terra).
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No esp��rito do nosso trabalho estamos mais interessados no �ultimo tipo de

dado, o geom�etrico, embora usemos os primeiros extensivamente.

3.1.1 Descri�c~ao do Problema

Faremos algumas hip�oteses simpli�cadoras acerca dos elementos do proble-

ma.

Represa

�

E feita de material incompress��vel, homogêneo e isotr�opico. N~ao

h�a evapora�c~ao nem capilaridade.

�

Agua (ou l��quido) Tamb�em incompress��vel, irrotacional, estacion�ario e bi-

dimensional

1

.

Uma caracteriza�c~ao mais precisa da geometria do problema �e dada a

seguir. Acompanhe a nota�c~ao na Figura 3.

� Sejam a; b; c; y

1

e y

2

, reais, tais que a < 0 < c < b e 0 < y

2

< y

1

;

� Seja Y 2 C

3

([a; b]) uma fun�c~ao côncava tal que Y (a) = Y (b) = 0,

Y (0) = y

1

, Y (c) = y

2

e Y

0

(0) � 0;

� Denominaremos o conjunto D = f(x; y) 2 R

2

: a < x < b e 0 < y <

Y (x)g de represa;

� De�niremos ainda parti�c~oes de D: D

1

= f(x; y) 2 D : a < x < 0g,

D

2

= f(x; y) 2 D : c < x < bg, D

3

= f(x; y) 2 D : 0 < x < cg;

� E fronteiras �

0

= f(x; 0) : a < x < bg, � = f(x; Y (x)) : a < x < bg,

�

1

= f(x; Y (x)) : a < x < 0g, �

2

= f(x; Y (x)) : c < x < bg e

�nalmente �

3

= f(x; Y (x)) : 0 < x < cg.

A fronteira livre (que ser�a uma das inc�ognitas de nosso problema) �e rep-

resentada pela linha mais escura onde y = �(x). Denominaremos a por�c~ao

acima da fronteira livre (y > �(x)) de por�c~ao seca e a parte abaixo da fron-

teira livre (y < �(x)) de por�c~ao �umida. Como de h�abito, assumiremos que o

referencial de press~ao est�a na atmosfera e vale zero. Portanto, a press~ao na

parte seca �e nula e positiva na parte �umida.

1

De fato o fenômeno �e tridimensional, mas assumamos que sua se�c~ao transversal n~ao

muda ao longo do eixo perpendicular �a p�agina e que este n~ao tem efeito sobre a modelagem.
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y=φ(x)

D2
D1

Γ3

�����������������������������
�����������������������������
�����������������������������
�����������������������������A B

F

x

y2

1y

y
y=Y(x)

Ω
C D

Γ

Γ

Γ
Γ

1

2

0

0

Γ

D3

Γ

Γσ

λ

Ω

A(a,0) (0,0) (s,0) (c,0) B(b,0)

F(0,y )
C (s,Y(s))

C(c,y )

1

2

φ

Figura 3: Geometria da represa.

Outra fronteira a ser levada em considera�c~ao �e a denominada linha de

emers~ao, ou linha de abertura. Note que esta linha n~ao pode ser ignorada

pois nada na geometria ou no fenômeno nos garante que a extremidade da

fronteira livre coincida exatamente com o ponto C. Atrav�es da linha de

abertura a �agua pode apenas sair.

Estamos agora no ponto em que podemos utilizar as hip�oteses do prob-

lema e come�car sua formula�c~ao matem�atica.

3.1.2 A lei de Darcy

A lei de Darcy governa o uxo de l��quido pela represa. Ela pode ser escrita

como

v = �kr

�

y +

p



�

(15)

onde:

� v �e a velocidade do uido;

� p = p(x; y) �e a press~ao do l��quido;

�  �e seu peso espec���co e
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� k �e o coe�ciente de permeabilidade.

O coe�ciente de permeabilidade k ser�a assumido constante e igual a 1.

Note que esta restri�c~ao est�a de acordo com a presumida homogeneidade do

meio. Em um pr�oximo passo poder-se-ia considerar k = k(x; y) de forma a

levar em conta a estrati�ca�c~ao do meio poroso, por exemplo.

O peso espec���co  tamb�em ser�a tomado igual a 1 sem maiores danos, j�a

que representa basicamente uma propriedade do l��quido e pode ser normal-

izada.

Fazendo

u = y + p (16)

a lei de Darcy torna-se

v = �ru em 
: (17)

Assim colocada, a equa�c~ao (17) nos diz que u �e uma fun�c~ao potencial da

velocidade, e portanto as curvas de n��vel u(x; y) = cte s~ao linhas equipoten-

ciais.

Finalmente, juntando-se a incompressibilidade do uido (assumida acima)

e a equa�c~ao geral da continuidade

@�

@t

+ � div v = 0;

obtemos

div v = 0 (18)

que juntamente com (17) permite-nos escrever

�u = 0 em 
; (19)

ou seja, u �e harmônica em 
.

A fun�c~ao u �e tamb�em chamada altura piezom�etrica.

Das equa�c~oes de Cauchy-Riemman sabemos que existe uma fun�c~ao v =

v(x; y) harmônica conjugada de u e que deve obedecer

@u

@x

�

@v

@y

=

@u

@y

+

@v

@x

= 0: (20)
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A fun�c~ao v �e conhecida como fun�c~ao de uxo e suas curvas de n��vel s~ao

chamadas de linhas de uxo (que neste caso, por ser irrotacional o uxo,

coincidem com a trajet�oria das part��culas do uido).

Perceba que ru �rv = 0, o que signi�ca que as linhas de uxo e as linhas

equipotenciais formam uma rede.

�

E f�acil comprovar este fato:

ru � rv =

@u

@x

@v

@x

+

@u

@y

@v

@y

= �

@u

@x

@u

@y

+

@u

@y

@u

@x

= 0;

de acordo com (20).

A partir das linhas de uxo podemos de�nir outra entidade que denom-

inaremos tubo de uxo, que nada mais �e do que a superf��cie entre duas linhas

de uxo como mostra a Figura 4.

.

} Tubo de fluxo

v(x,y)=cte

u(x,y)=cte

Figura 4: Linhas de uxo e equipotenciais.

Os tubos de uxo s~ao independentes e considerados isoladamente dividem

o uxo total em v�arios uxos paralelos. Cada um destes tubos de uxo possui

uma capacidade de carga. Desse modo, a capacidade total de carga da represa

ser�a calculada por

q

d

=

Z

L

V � n

L

dl (21)

onde L representa qualquer linha ligando a fronteira inferior (�

0

) e a fronteira

livre (�(x)) e n

L

�e o versor normal a L.
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No caso em que L �e vertical n

L

= (1; 0)

T

e dl = dy, o que implica que

q

d

= q(x) =

Z

L

V � n

L

dl =

Z

�(x)

0

�

@u

@x

dy

=

Z

�(x)

0

�

@v

@y

dy ) q(x) = vj

�

0

� vj

�

�

(22)

para 0 < x < s (a menos de uma constante que pode ser escolhida de maneira

que v = 0 em �

�

).

Faremos agora uma mudan�ca de vari�aveis de interesse. At�e o presente

momento desenvolvemos nosso modelo baseados em u e v, mas escolher p

como inc�ognita pode trazer alguns benef��cios. Como u = y + p, podemos

escrever

q(x) =

Z

�(x)

0

�

@u

@x

dy = �

Z

�(x)

0

@p

@x

dy (23)

para 0 < x < s.

Se assumirmos alguma regularidade de p (para que haja uma transi�c~ao

suave entre as por�c~oes seca e �umida), podemos escrever

q(x) = �

Z

�(x)

0

@p

@x

dy = �

Z

Y (x)

0

@p

@x

dy (24)

para 0 < x < s. Ou seja, estendemos a fun�c~ao de capacidade de carga at�e a

fronteira (agora conhecida) de�nida por Y (x).

Finalmente, de (16) segue que

�p = 0 em 
; (25)

e temos que p tamb�em �e harmônica.

3.1.3 Condi�c~oes de fronteira

Nas pr�oximas se�c~oes introduziremos condi�c~oes de contorno para a abundância

de fronteiras do nosso problema.

Condi�c~oes na base �

0

Como j�a dissemos anteriormente, a base da represa �e constitu��da de material

imperme�avel, e portanto a componente normal da velocidade em �

0

�e nula,

18



o que nos leva a concluir que �

0

�e uma das linhas de uxo.

Neste caso podemos tomar v = cte em �

0

ou

@u

@y

= 0 em �

0

; (26)

j�a que v � n = �

@u

@n

=

@u

@y

.

Podemos expressar (26) em termos de p como

@p

@y

= �1 em �

0

; (27)

Condi�c~oes nos reservat�orios �

1

e �

2

Assumindo que a velocidade da �agua �e desprez��vel em rela�c~ao a v, podemos

dizer que a altura piezom�etrica u �e constante ao longo de �

1

e �

2

.

No caso de �

1

, perceba que o ponto F est�a em contato com a atmosfera,

e portanto p = 0. Juntando-se este fato com (16) conclu��mos que u(F ) = y

1

.

De modo an�alogo, em �

2

vale que u(F ) = y

2

. Reescrevendo tudo em fun�c~ao

de p, chegamos �as duas condi�c~oes de fronteira:

p = y

1

� y em �

1

(28)

p = y

2

� y em �

2

: (29)

A linha de emers~ao �

�

A linha de emers~ao est�a em contato com o ar, e portanto p = 0 neste caso.

Usando a rela�c~ao (16) conclu��mos que u = y em �

�

. Infelizmente n~ao con-

seguimos reduzir �

�

a nenhuma das entidades geom�etricas conhecidas (linhas

de uxo ou equipotenciais). Portanto, lembrando que uma das hip�oteses so-

bre a linha de emers~ao era o fato da �agua apenas sair, temos

@u

@n

� 0 em �

�

; (30)

ou, atrav�es de (16)

@

@n

(p+ y) � 0 em �

�

: (31)
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A fronteira livre �

�

Aqui diversas condi�c~oes podem ser escolhidas (vide [1]). Como a fron-

teira livre est�a tamb�em em contato com o ar, escolheremos condi�c~oes muito

pr�oximas �as da linha de emers~ao. Assim, em �

�

@

@n

(p+ y) = 0 (32)

p = 0 (33)

3.2 O primeiro problema

Todas as condi�c~oes colocadas at�e agora nos levam ao seguinte problema:

Problema 6 : Encontrar p e 
 � D aberto tais que

�p = 0 em 
 (34)

p = y

1

� y em �

1

(35)

p = y

2

� y em �

2

(36)

p = 0 em �

�

(37)

p = 0 em �

�

(38)

@

@n

(p+ y) = 0 em �

�

(39)

@p

@y

= �1 em �

0

(40)

Podemos tamb�em expressar o Problema 6 na vari�avel u:
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Problema 7 : Encontrar u e 
 � D aberto tais que

�u = 0 em 
 (41)

u = y

1

em �

1

(42)

u = y

2

em �

2

(43)

u = y em �

�

(44)

u = y em �

�

(45)

@u

@n

= 0 em �

�

(46)

@u

@y

= 0 em �

0

(47)

3.3 O Caso particular

At�e aqui modelamos o problema de in�ltra�c~ao no caso mais gen�erico, onde

consideramos que o meio poroso poderia ser representado por uma curva

y = Y (x). Vamos nos ater agora ao caso em que temos um reservat�orio

de paredes verticais. A essência do problema n~ao muda, apenas podemos

elaborar de maneira mais simples a parte matem�atica. A Figura 5 resume a

geometria do problema.

Do ponto de vista das equa�c~oes nada mudou. A geometria mais simples

implica apenas em uma maior facilidade no trato das condi�c~oes de fronteira

(desej�avel, por exemplo, quando se trabalha com Diferen�cas Finitas).

Lema 5 p > 0 em 
.

Suponha que exista u solu�c~ao do problema. J�a mostramos que �p = 0 (p

�e harmônica). Como p = 0 em �

�

[ �

�

e p > 0 em �

1

[ �

2

e

@p

@y

= �1 em

�

0

, temos que p �e estritamente decrescente, o que por sua vez implica que p

n~ao pode assumir valores negativos em 
. �
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F

x
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y

Impermeavel
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Seco

C

Linha de abertura

BA

Figura 5: A geometria do problema particular.

Vamos agora transformar o problema atrav�es da cria�c~ao de uma fun�c~ao

associada (o motivo desta transforma�c~ao ser�a explicado adiante). Assuma

ent~ao que � 2 C

1

([0; b]), u 2 C(
 [ �

�

) \ C(D).

Faremos a seguinte mudan�ca de vari�aveis:

U(x; y) =

8

>

>

<

>

>

:

Z

�(x)

y

(u(x; t)� t) dt se 0 � y � �(x)

0 se �(x) < y < H:

(48)

Podemos ent~ao calcular:

@U

@y

(x; y) = �u(x; y) + y (49)

@U

@x

(x; y) =

Z

�(x)

y

@u

@x

(x; t) dt

@

2

U

@x

2

(x; y) =

Z

�(x)

y

@

2

u

@x

2

(x; t) dt+ �

0

(x)

@u

@x

(x; �(x))
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Como ru ? (��

0

(x); 1)

T

vale ��

0

(x)

@u

@x

+

@u

@y

= 0 em y = �(x) e

Z

�(x)

y

@

2

u

@x

2

(x; y) dt = �

Z

�(x)

y

@

2

u

@y

2

(x; t) dt = �

@u

@y

(x; �(y)) +

@u

@y

(x; y);

encontramos que

@

2

U

@x

2

=

@u

@y

= �

@

2

U

@y

2

+ 1:

Dessa maneira conclu��mos que U satisfaz

��U = �1 em 
: (50)

E mais, como p > 0 em 
, isso implica que U > 0 em 
.

J�a no dom��nio todo, exceto em 
, U � 0 e portanto ��U = 0 > �1.

Finalmente, vamos acertar as condi�c~oes de fronteira para a nova vari�avel.

�

1

! U(0; y) =

R

y

1

y

y

1

� t dt =

1

2

(y

1

� y)

2

�

2

! U(b; y) =

R

y

2

y

y

2

� t dt =

1

2

(y

2

� y)

2

:

Em �

0

temos a rela�c~ao

@

2

U

@x

2

(x; 0) =

@u

@y

(x; 0) =

@p

@y

(x; 0) + 1 = �1 + 1 = 0 =)

=)

@

2

U

@x

2

(x; y) = 0) U(x; 0) =

y

2

1

2

�

1�

x

b

�

+

y

2

2

2

x

b

e como p � 0 no resto de D, ent~ao idem para U .

Chegamos ent~ao ao seguinte problema na vari�avel U :
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Problema 8 : Encontrar U e 
 � D aberto tais que

��U � �1 em D (51)

U =

1

2

(y

1

� y)

2

em �

1

(52)

U =

1

2

(y

2

� y)

2

em �

2

(53)

U =

y

2

1

2

�

1�

x

b

�

+

y

2

2

2

x

b

em �

0

(54)

U = 0 em @Dn(�

0

[ �

1

[ �

2

) (55)

O pr�oximo lema explica o porquê da escolha de uma vari�avel auxiliar U

para resolu�c~ao do problema de in�ltra�c~ao.

Lema 6 A solu�c~ao u do Problema 7 satisfaz

Z

D

rur� dw = 0; 8� 2 C

1

(D)

com � = 0 numa vizinhan�ca de @
 \ fx = 0g e @
 \ fx = bg.

Usando integra�c~ao por partes temos

�

Z




�u� dw =

Z




rur� dw �

Z

@


@u

@n

� ds:

Sendo u solu�c~ao do Problema 7, ent~ao �u = 0 e portanto

0 = �

Z




�u� dw =

Z




rur� dw:

�

Veri�quemos agora quais desigualdades variacionais u e p satisfazem.
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Seja agora  2 C

1

0

(D). Ent~ao, pelo lema anterior,

0 =

Z




rur dw =

Z

D

rur dw �

Z

Dn


rur dw

=

Z

D

rur dw �

Z

Dn


@ 

@y

dw

=

Z

D

�

rur � �

Dn


@ 

@y

�

dw;

onde �

A

x = 1 se x 2 A e 0 caso contr�ario.

Em termos da press~ao, podemos escrever:

0 =

Z




r(p+ y)r dw =

Z

D

r(p+ y)r dw �

Z

Dn


r(p+ y)r dw

=

Z

D

r(p + y)r dw �

Z

Dn


ryr dw

=

Z

D

[rp+ry � (1� �




)ry]r dw

=

Z

D

[rp� �




ry]r dw;

ou, analogamente

��u = �

@�

Dn


@y

em D

0

(D):

Equivalentemente

��p = �

@�




@y

em D

0

(D):

Neste momento, �ca claro que n~ao conseguiremos obter para os proble-

mas acima formula�c~oes variacionais que envolvam espa�cos de Sobolev, pois

os lados direitos das express~oes acima correspondem a funcionais que n~ao

possuem representa�c~ao em nenhum espa�co L

p

. A id�eia da cria�c~ao de U �e

justamente aumentar a regularidade da solu�c~ao de forma a permitir uma

solu�c~ao em algum espa�co de Sobolev.

De�namos o conjunto

K = f v 2 H

2

(D) = v satisfaz mesmas condi�c~oes de fronteira que U e v � 0 em Dg:
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temos que U �e solu�c~ao da seguinte desigualdade variacional: Encontrar

U 2 K tal que

Z

D

rU � r(v � U) dw � �

Z

D

(v � U) dw ; 8v 2 K: (56)

Para demonstrar tal fato, usaremos o seguinte resultado

Lema 7 Sejam U como de�nida anteriormente e � 2 C

1

(D) que se anula

em uma vizinhan�ca de �

0

[ �

1

[ �

2

. Ent~ao

Z

D

rUr� dw +

Z

D

�




� dw = 0:

Prova: Seja �(x; y) =

R

y

0

�(x; t)dt:

Z

D

rUr� dw =

Z




rUr� dw

=

Z




�

@U

@x

@

2

�

@x@y

+

@U

@y

@

2

�

@y

2

�

dw

=

Z




�

�

@

2

U

@x@y

@�

@x

+

@U

@y

@

2

�

@y

2

�

dw +

Z

@


@U

@x

@�

@x

n

y

ds

=

Z




@U

@y

�� dw �

Z

@


@U

@y

@�

@x

n

x

ds

=

Z




@U

@y

�� dw:

Usando o Lema 6 e (49), temos

Z

D

rUr� dw =

Z




(y � u)�� dw

= �

Z




ryr� dw +

Z

@


@�

@n

yds

+

Z




rur� dw �

Z

@


@�

@n

uds

= �

Z




@�

@y

dw = �

Z




� dw �
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Para toda fun�c~ao v 2 K temos, pelo fato de U tamb�em pertencer a K,

que v � U pertence a H

1

0

(
). Portanto v � U sempre pode ser aproximada

por fun�c~oes que satisfazem as hip�oteses do Lema 6. Desse modo,

Z

D

rUr(v � U) dw = �

Z




(v � U) dw

= �

Z

D

(v � U) dw +

Z

D 


(v � U) dw

= �

Z

D

(v � U) dw +

Z

D 


v dw

como v 2 K,

Z

D

rUr(v � U) dw �

Z

D

(v � U)dxdy:

Finalmente, temos que o Teorema 2 de Lions-Stampacchia garante a

existência e a unicidade da solu�c~ao da desigualdade acima, o que implica

tamb�em na existência e unicidade da solu�c~ao do Problema 6 pelo menos

num sentido generalizado. Com alguns resultados de regularidade da solu�c~ao

w da desigualdade variacional acima, �e poss��vel obtermos uma solu�c~ao num

sentido cl�assico.

Para veri�car a coercividade da forma bilinear envolvida, utilizaremos a

desigualdade de Poincar�e.

De�ni�c~ao 4 Seja 
 um subconjunto conexo e aberto do IR

n

. Dizemos que

a fronteira de 
 �e Lipschitziana se para x

0

2 @
, existe um sistema de

coordenadas (�

1

; : : : ; �

n

); � > 0 e uma fun�c~ao f tal que a intersec�c~ao

@
 \B(x

0

; �); com B(x

0

; �) = fx 2 IR

n

j jx� x

0

j < �g possa ser expressa

como

�

1

= f(�

2

; : : : ; �

n

)

e f seja Lipschitz, ou seja, existe uma constante k tal que

jf(

~

�)� f(~�)j < kj

~

� � ~�j

com

~

� = (�

2

; : : : ; �

n

) e ~� = (�

2

; : : : ; �

n

).
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Teorema 4 (Desigualdade de Poincar�e) Seja 
 um subconjunto conexo

e aberto do IR

n

com fronteira Lipschitziana. Ent~ao, existe uma constante

C > 0 tal que para todo u 2 H

1

0

(
),

kuk

2

H

1

� Ckruk

2

L

2

:

Para veri�car que de fato o problema de�nido para U em (56) tem uma

�unica solu�c~ao, consideremos o seguinte problema:

Encontrar ~u 2

~

K = fv 2 H

1

0

(D); v � 0g tal que

a(~u; ~v � ~u) � b(~v � ~u); 8 ~v 2

~

K (57)

com a(~u; ~v) =

R

D

r~ur~vdxdy; b(~u) =

R

D

�




~udxdy�a(g; ~u) e ~u = u�g; 8 u 2

H

1

(D), com g 2 H

1

(D); tal que gj

@


= g.

Pela desigualdade de Poincar�e, a(�; �) �e coerciva em

~

K. Como as demais

hip�oteses do teorema de Lions-Stampacchia est~ao claramente satisfeitas, (57)

tem solu�c~ao �unica.

Observemos agora, que se U soluciona o problema de�nido em (56), temos

para 8 v 2 K

a(U; v � U) �

Z

D

�




(v � U)dxdy

a(U � g; v � g � (U � g)) + a(g; v � g � (U � g)) �

Z

D

�




(v � g � (U � g))dxdy

como v; U 2 K ) ~v;

~

U 2

~

K, temos

a(

~

U; ~v �

~

U) � b(~v �

~

U); 8 ~v 2

~

K:

Ou seja, U � g �e solu�c~ao de (57).

Analogamente, se ~u = u� g soluciona (57), U = u �e solu�c~ao do problema

formulado para U em (56).

Portanto, da existência e unicidade de solu�c~ao do problema (57), segue a

existência e unicidade de solu�c~ao do problema formulado para U em (56).
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4 Resolu�c~ao Num�erica

O primeiro passo para a resolu�c~ao num�erica do problema (57) �e represent�a-lo

como um problema de dimens~ao �nita. Para tanto, utilizamos o M�etodo de

Elementos Finitos, de onde obtemos uma desigualdade variacional, por�em

desta vez, discretizada. O problema assim discretizado ter�a sua solu�c~ao

aproximada por um m�etodo de penaliza�c~ao a ser posteriormente descrito.

4.1 Formula�c~ao Discreta

Seja T

h

uma triangula�c~ao sobre o dom��nio D e L(T

h

) o espa�co de elementos

�nitos de Lagrange (de ordem 1, 2 ou 3). Denotaremos a base de L(T

h

) por

f'

1

; '

2

; : : : ; '

n

g.

De�nimos o seguinte conjunto convexo K

h

em L(T

h

) por

K

h

= f u

h

=

X

j

u

j

'

j

2 L(T

h

) : u

h

� 0 em D e satisfazendo (52)-(55) em @Dg:

(58)

Note que aqui, diferentemente do caso de equa�c~oes variacionais, n~ao

tomamos as fun�c~oes testes iguais �as fun�c~oes de base. Este fato se justi�-

ca pois K

h

n~ao �e um subespa�co de L(T

h

). Para as fun�c~oes de testes mais

comuns de elementos �nitos n~ao temos automaticamente esta garantia.

Estamos preparados agora para formular o problema de inequa�c~ao varia-

cional discreto:

Problema 9 (V IP

h

): Encontrar u

?

h

2 K

h

, solu�c~ao da desigualdade varia-

cional

a(u

h

; v

h

� u

h

) � b(v

h

� u

h

); 8v

h

2 K

h

:

Substituindo-se u

h

=

P

j

u

j

'

j

e v

h

=

P

j

v

j

'

j

, com u

h

e v

h

2 K

h

,

em V IP

h

temos

a(

X

j

u

j

'

j

;

X

i

(v

i

� u

i

)'

i

) � b(

X

i

(v

i

� u

i

)'

i

) i = 1; 2; : : : ; n

X

j

X

i

u

j

(v

i

� u

i

)a('

i

; '

j

) �

X

i

(v

i

� u

i

)b('

i

) i = 1; 2; : : : ; n:

29



De�nindo-se x; y; c; d 2 IR

n

e A 2 IR

n�n

como

x = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) y = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n

)

d = (b('

1

); b('

2

); : : : ; b('

n

))

e A = [a

ij

] com a

ij

= a('

i

; '

j

), escrevemos o problema (57) como

Problema 10 (V IP

h

): Encontrar x

?

2 S, solu�c~ao de

(y � x)

T

Ax � d

T

(y � x); 8y 2 S;

onde S = fy 2 IR

n

; y � 0g.

Podemos reescrever o problema 10 como

x

T

A

T

(y � x) � d

T

(y � x)

x

T

A

T

y � d

T

y � x

T

A

T

x� d

T

x

(Ax� d)

T

y � (Ax� d)

T

x y � 0:

Uma condi�c~ao su�ciente para a existência e unicidade da solu�c~ao do prob-

lema acima nos leva exatamente a considerar a solu�c~ao de um tipo de proble-

ma denominado problema de complementaridade linear. Resolvendo o proble-

ma de complementaridade abaixo resolvemos automaticamente o problema

10.

Problema 11 (LCP ): Encontrar x

?

2 S, solu�c~ao de

8

<

:

Ax � d

x � 0

(Ax� d)

T

x = 0:

Note que a existência e unicidade da solu�c~ao do problema V IP

h

e con-

seq�uentemente de LCP vêm da existência e unicidade do problema (57),

dada pelo teorema de Lions-Stampacchia (teorema 2).
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4.2 M�etodo de Penaliza�c~ao

O problema 11 ter�a sua solu�c~ao aproximada atrav�es de um m�etodo de

Penaliza�c~ao.

Os m�etodos de Penaliza�c~ao têm sua aplica�c~ao b�asica na minimiza�c~ao de

funcionais com restri�c~oes. Se a forma bilinear envolvida em problemas de

equa�c~oes e inequa�c~oes variacionais for sim�etrica, sabemos da teoria que estes

problemas s~ao equivalentes respectivamente �a minimiza�c~ao de funcionais ir-

restritos e com restri�c~oes.

Portanto, dadas as condi�c~oes de nosso problemas, iremos aproximar sua

solu�c~ao utilizando um m�etodo de Penaliza�c~ao.

Estes m�etodos baseiam-se na inclus~ao de um funcional de penaliza�c~ao ao

funcional original que se deseja minimizar. Este funcional �e tal que seu valor

aumenta tanto mais quanto a restri�c~ao �e violada.

Os pr�oximos teoremas (cujas demonstra�c~oes encontram-se em [6]) carac-

terizam ponto de m��nimo de um funcional em um conjunto convexo e quais

as condi�c~oes que o funcional de penaliza�c~ao deve satisfazer.

Teorema 5 Seja J : U ! K com U espa�co de Banach e K � U um subcon-

junto convexo. O funcional J �e coercivo, convexo e G-diferenci�avel em K.

Ent~ao J possui um m��nimo em K. Al�em disso, se J �e estritamente convexo,

o ponto de m��nimo �e �unico.

Teorema 6 Sejam V um espa�co de Hilbert, K � V , convexo e J : K ! IR

um funcional G-diferenci�avel em K. Ent~ao u

?

, m��nimo de J �e caracterizado

por:

hrJ(u

?

); vi � 0; 8v 2 K:

Estamos agora no ponto de criar um novo funcional que consiste de duas

partes: o funcional original e um funcional de penaliza�c~ao. O novo funcional

ser�a de�nido sobre V como:

J

�

(u) = J(v) +

1

�

P (v); � > 0 (59)
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com o funcional P satisfazendo as seguintes propriedades:

� P �e fracamente semicont��nuo inferior;

� P (u) � 0 e P (u) = 0 se e somente se u 2 K;

� P �e G-diferenci�avel em V.

Perceba que com esta de�ni�c~ao J

�

�e coercivo, fracamente semicont��nuo

inferiormente e G-diferenci�avel. Logo, J

�

possui um ponto de m��nimo em V ,

ou seja, existe u

�

2 V tal que

J

�

(u

�

) = min

u2V

J

�

(u):

Com isto podemos enunciar o teorema central desta se�c~ao:

Teorema 7 Seja U um espa�co de Banach reexivo e J : U ! IR um fun-

cional coercivo e fracamente semicont��nuo inferiormente, K � U convexo e

P : U ! IR um funcional de penaliza�c~ao satisfazendo as propriedades acima.

Ent~ao, dado � > 0, existe um ponto de m��nimo u

�

2 U de J

�

. Tamb�em existe

uma subseq�uência (u

�

) destas solu�c~oes que converge fracamente a u 2 U ,

onde

u 2 K tal que J(u) = inf

v2K

J(v):

O operador de penaliza�c~ao usado ser�a

P (~u

�

) =

1

�

h~u

�

; vi onde ~u

�

=

�

0 u

�

2 K;

u

�

caso contr�ario:

que satisfaz as condi�c~oes necess�arias para o operador de penaliza�c~ao.

Segue o algoritmo completo de penaliza�c~ao.

Algoritmo para o M�etodo de Penaliza�c~ao

Passo 1: Dados x

0

2 IR

n

(aproxima�c~ao inicial), d 2 IR

n

, A 2 IR

n�n

, p, vetor

de zeros e uns, �

p

= 0:1 parâmetro de penaliza�c~ao inicial, �, tolerância

global, e k = 0, contador de itera�c~oes, fa�ca:

Passo 2: Encontrando viola�c~oes Para i = 1; 2; : : : ; n, fa�ca:
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Passo 2.1: Tome p

i

= 0. Se x

(k)

i

< 0, tome p

i

= 1 (penaliza�c~ao).

Passo 3: Fa�ca:

Passo 3.1: Tome x

(k+1)

solu�c~ao de

Ax+

1

�

p

~x = d;

onde

~x

i

=

�

x

i

se p

i

= 1

0 se p

i

= 0

Passo 3.2: Se jjx

k+1

� x

k

jj > �, fa�ca �

p

=

�

p

10

, k = k + 1 e volte ao passo 2.

4.3 Resultados Num�ericos

Aqui ser~ao apresentados alguns resultados obtidos para o problema de in-

�ltra�c~ao. No primeiro experimento resolvemos para um dom��nio retangular

com 5 unidades de largura, discretizado uniformemente com h

x

= h

y

= 0:25.

A massa de �agua maior est�a a 10 unidades da base imperme�avel e a menor

a 2 unidades. A tolerância global �e � = 10

�5

e o crit�erio de parada �e o do

passo 3.2 do algoritmo acima. Os gr�a�cos da solu�c~oes podem ser aprecia-

dos ao �nal do texto. Tamb�em �e apresentado o valor da complementaridade

jx

T

(Ax � d)j. O tempo de execu�c~ao �e relativo a um Pentium 200MHz com

128M de mem�oria. O compilador usado foi o GNU g++ rodando sobre Linux.

A tabela a seguir resume alguns dados da simula�c~ao.

Experimento 1

N�umero de itera�c~oes 2

�

p

(parâmetro de penaliza�c~ao �nal) 0.01

kx

k+1

� x

k

k (crit�erio de parada) 1:525 � 10

�5

jx

T

(Ax� d)j (complementaridade) 1:155 � 10

�4

Tempo de execu�c~ao (segundos) 0.68

Tabela 1: Resultados para simula�c~ao usando m�etodo de Penaliza�c~ao com

� = 10

�5

e parada por proximidade de itera�c~oes sucessivas.
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Fizemos tamb�em experimentos com � = 10

�5

, por�em usando como crit�erio

de parada a valor absoluto da complementaridade e curiosamente o m�etodo

de penaliza�c~ao n~ao apresentou bons resultados. O m�etodo terminou por atin-

gir o n�umero m�aximo de itera�c~oes. Acompanhe a pr�oxima tabela.

Experimento 2

N�umero de itera�c~oes 3705

�

p

(parâmetro de penaliza�c~ao �nal) 10

�16

kx

k+1

� x

k

k (crit�erio de parada) 3:8147 � 10

�6

jx

T

(Ax� d)j (complementaridade) 5:398 � 10

�5

Tempo de execu�c~ao (segundos) 76.1

Tabela 2: Resultados para simula�c~ao usando m�etodo de Penaliza�c~ao com

� = 10

�5

e parada por erro de complementaridade.

A t��tulo de compara�c~ao implementamos tamb�em o m�etodo SSORP (suces-

sive symmetric overrelaxation with projection), apresentado resumidamente

em [4]. O algoritmo SSORP pode ser esquematizado como:

Algoritmo SSORP

Passo 1: Dados x

0

2 IR

n

(aproxima�c~ao inicial), d 2 IR

n

, A 2 IR

n�n

, w

parâmetro de relaxa�c~ao, �, tolerância global e k = 0 contador de it-

era�c~oes, fa�ca:

Passo 2.1: Tome

x

k+

1

2

i

= max

(

x

k

i

� w

1

a

ii

 

X

j<i

a

ij

x

k+

1

2

j

+

X

j�i

a

ij

x

k

j

� d

i

!

; 0

)

;

i = 1; 2; : : : ; n

Passo 2.2: Tome

x

k+1

i

= max

(

x

k+

1

2

i

� w

1

a

ii

 

X

j�i

a

ij

x

k+

1

2

j

+

X

j>i

a

ij

x

k+1

j

� d

i

!

; 0

)

;

i = n; n� 1; : : : ; 1

Passo 3: Se jjx

k+1

� x

k

jj > �, fa�ca k = k + 1 e volte ao passo 2.1.
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Os resultados para uma discretiza�c~ao com h

x

= h

y

= 0:1, tanto para

SSORP como Penaliza�c~ao podem ser apreciados na seq�uência.

Experimento 3

Penaliza�c~ao SSORP

N�umero de itera�c~oes 7 175

kx

k+1

� x

k

k (crit�erio de parada) 7:629 � 10

�6

9:536 � 10

�6

jx

T

(Ax� d)j (complementaridade) 1:127 � 10

�5

1:813 � 10

�6

Tempo de execu�c~ao (segundos) 11.79 31.45

Tabela 3: Compara�c~ao de resultados usando Penaliza�c~ao e SSORP com

� = 10

�5

e parada por proximidade de itera�c~oes sucessivas.

Este experimento corrobora nossa hip�otese de que o m�etodo de Penal-

iza�c~ao aqui apresentado tem melhor performance que o SSORP. O SSORP

por�em, n~ao deve ser descartado, pois al�em de ser de f�acil implementa�c~ao, �e

bastante robusto.

Por �m, inclu��mos um experimento onde obtemos a solu�c~ao aproximada

para um dom��nio quadrado com dimens~oes 5 unidades de altura por 5 de

largura. A discretiza�c~ao foi feita tomando-se uma malha uniforme com h

x

=

h

y

= 0:05 unidades. A massa de �agua maior est�a a 5 unidades de altura e a

menos a 2 unidades de altura. A tabela 4 resume os dados deste experimento.

Experimento 4

Penaliza�c~ao SSORP

N�umero de itera�c~oes 56 145

kx

k+1

� x

k

k (crit�erio de parada) 9:886 � 10

�6

9:655 � 10

�6

jx

T

(Ax� d)j (complementaridade) 1:927 � 10

�6

1:871 � 10

�6

Tempo de execu�c~ao (segundos) 40.5 58.46

Tabela 4: Compara�c~ao de resultados usando Penaliza�c~ao e SSORP com

� = 10

�5

e parada por proximidade de itera�c~oes sucessivas.
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Apêndice

De�ni�c~ao 5 Sejam U um espa�co de Banach, U

�

seu dual topol�ogico. Dize-

mos que um operador T : U ! U

�

�e mon�otono se

(T (u)� T (v))(u� v) � 0; para todo u; v 2 U

De�ni�c~ao 6 Sejam U um espa�co de Banach, U

�

seu dual topol�ogico e K �

U um conjunto convexo e fechado. Dizemos que um operador A : K ! U

�

�e

pseudomon�otono se para toda sequência (u

m

) � K que converge na topologia

fraca para u 2 K e �e tal que lim supA(u

m

)(u

m

� u) � 0, tivermos,

lim infA(u

m

)(u

m

� v) � A(u)(u� v); 8 v 2 U:

De�ni�c~ao 7 Sejam U um espa�co de Banach, U

�

seu dual topol�ogico e K

um subconjunto convexo de U . Dizemos que T : K ! U

�

�e hemicont��nua se

T �e cont��nua em todos os segmentos contidos em K. Ou seja, se a aplica�c~ao

de [0; 1] em IR de�nida para t 2 [0; 1] por

T (tu+ (1� t)v)(u� v); com u; v 2 K

�e cont��nua em [0; 1].

De�ni�c~ao 8 Sejam U um espa�co de Banach e K � U um conjunto convexo

e fechado. Dizemos que um operador A : K ! U

�

�e demicont��nuo se, e

somente se, para toda sequência (u

n

) � K, que convirja para u na norma,

tenhamos a convergência fraca

A(u

n

)

!

�! A(u):

De�ni�c~ao 9 Seja V um espa�co de Hilbert e K � V um subconjunto con-

vexo de V . Dizemos em um funcional J 2 V

0

�e Gateaux-Diferenci�avel (ou

simplesmente G-Diferenci�avel) em um ponto u 2 K se existe um elemento

de V

0

que denotaremos por rJ tal que

lim

�!0

�

@

@�

J(u+ �v)

�

= hrJ(u); vi; 8v 2 K:

De�ni�c~ao 10 Seja V um espa�co de Hilbert e K � V um subconjunto con-

vexo de V . Dizemos em um funcional J 2 V

0

�e fracamente cont��nuo inferi-

ormente em K se para toda seq�uência (u

n

) � K, u

n

!

! u 2 K, tem-se

lim inf

n!1

J(u

n

) � J(u):
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Figura 6: Fronteira livre de in�ltra�c~ao, com h

x

= h

y

= 0:25, por penaliza�c~ao.
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Figura 7: Fronteira livre de in�ltra�c~ao, com h

x

= h

y

= 0:1, por penaliza�c~ao.
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Figura 8: Fronteira livre de in�ltra�c~ao, com h

x

= h

y

= 0:05, por penaliza�c~ao.
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Figura 9: Fronteira livre de in�ltra�c~ao, com h

x

= h

y

= 0:05, por SSORP.
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