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1 Introducao

Faremos uma breve apresentacao da teoria de desigualdades variacionais e
uma aplicacao ao estudo de um problema de fronteira livre associado a uma
classe de problemas denominada Problemas de Infiltracao. Além disso,
apresentaremos resultados numeéricos referentes a resolucao de um Problema
de Complementaridade Linear por um método de Penalizacao.

Na apresentacao das chamadas desigualdades variacionais, partimos, seguin-
do a referéncia [7], de um exemplo bem simples de minimizacdo de uma
funcao quadratica num intervalo fechado e limitado. Passamos por casos es-
peciais de desigualdades que envolvem formas lineares e bilineares (v. [5])
e, terminamos com um lema de existéncia de solucao para uma desigual-
dade variacional mais geral que engloba os casos apresentados inicialmente.
Para satisfazer as hipéteses deste lema, diferentes condigoes sao impostas ao
operador envolvido na desigualdade, conforme as referéncias [5], [7] e [8].



Os aspectos fisicos e matematicos dos Problemas de Infiltracao serao ap-
resentados detalhadamente conforme as referéncias [1], [2] e [3].

O trabalho divide-se nas seguintes partes conceituais: (i) alguns aspectos
tedricos de desigualdades variacionais, (ii) colocagao do problema fisico mais
geral, (iii) estabelecimento do problema diferencial, (iv) estabelecimento de
um problema auxiliar, (v) o caso particular, (vi) aspectos variacionais, (vii)
redugdo do problema a um problema de Complementaridade Linear (proble-
ma discreto) e (viii) resolu¢ao numérica.

2 Desigualdades Variacionais

A teoria moderna de desigualdades variacionais tem suas origens no problema
classico de minimizar uma funcao convexa e diferenciavel sobre um conjunto
convexo. Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Seja f uma funcao quadratica definida em IR. Estamos
interessados em determinar o ponto xy € IR tal que

1
f(x) :§b:r2—a:r+c; b >0,
atinja seu valor minimo para = € IR. Necessariamente, x, satisfaz:
f'(xo) = bxy —a = 0. (1)

E, como b > 0, f atinge seu minimo em zy = a/b. No entanto, se adicionar-
mos ao problema de minimizagao uma restricao, como por exemplo

e K={zeR| r, <z <1},

a condigao dada em (1) ji nao caracterizard a solu¢cao. Um ponto de minimo
xo de f em K satisfaz, por definicao, a seguinte desigualdade

f(zo) < f(x), Vo e K.

Como K é convexo, xg + 0(x — ) pertence a K para todo # pertencente a
[0, 1] e para todo = € K. Logo,

flzo +0(z — x0)) > f(20)



tim, <[ (@ -+ 6(z — ) — f(z0)] = ['(20)(x — 0) > 0.

0—0t

Em outras palavras, o minimizador xy de f é agora caracterizado pela de-
sigualdade:

f(wo)(x —x9) >0, Vo € K. (2)
A Figura 1 ilustra os trés casos que podem ocorrer:
1. Se zy = xy, entao f'(zy) > 0;
2. se xp = @y, entdo f'(xy) <0; e

3. se xy < xy < Ty, entao f'(zg) = 0.
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Figura 1: Minimizagdo em um convexo.

Observemos que os dois primeiros casos satisfazem a condigao (2); apenas
no caso 3, em que o minimizador x, pertence ao interior do conjunto K temos



f'(x9) = 0. No entanto, tal caso também esta descrito pela condi¢ao (2), pois
como xy € (x1,xs), sempre podemos encontrar € > 0 tal que para qualquer
y e K, r=x9%x ey pertenca a K e, portanto, temos

+ef'(zo)y >0, VyeK.

Logo, f'(x¢) = 0. Portanto, a condicao (2) inclui a caracterizagao dada pela
condigao (1).

Nem sempre as desigualdades variacionais estarao associadas a problemas
de minimizacao. Trataremos na préoxima secao de desigualdades variacionais
que envolvem uma forma bilinear (simétrica ou nao) e uma forma linear
continua. Sempre podemos associar a tais desigualdades um problema prob-
lema de minimizacgao caso a forma bilinear seja simétrica. Quando isto nao
ocorre nao temos necessariamente tal associagao.

2.1 Formas Bilineares

Seja V' um espaco de Hilbert cujo produto interno e norma sao denotados
por (-, ) e || - ||, respectivamente. Seja V* o conjunto dos funcionais lineares
continuos definidos em V' (dual topolégico de V).

Seja a(-,-) uma forma bilinear continua (ndo necessariamente simétrica)
em V, isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

la(u, v)| < C||lull||v]]; para todo u,v € V. (3)

Sejam, finalmente, K um conjunto convexo de V' e b(-) uma forma linear
continua, isto é, existe uma constante M > 0 tal que

|b(v)| < M||v||; paratodo v € V.
Estamos interessados em problemas com a seguinte formulacao:
Problema 1: Encontrar u € K tal que
a(u,v —u) > b(v—u); para todo v € K. (4)

Tais problemas sao denominados de desigualdades variacionais.
O Teorema de Lax-Milgram garantird a resolu¢ao do Problema 1 quando
tivermos K = V.



Teorema 1 (Lax-Milgram) Sejam (V, (-,-)), um espago de Hilbert, a(-,-),
uma forma bilinear continua e coerciva e F' € V*, um funcional linear
continuo. Entao, existe um unico u € V tal que

a(u,v) = F(v); para todo v € V.

Quando K =V, se tomarmos em (4), v = u + w e v = u — w, podemos
reescrever o Problema 1 como:

Problema 2 : Encontrar v € V' tal que

a(u,w) =b(w); para todo w € V.

Portanto, como b(-) € V*, pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma tdnica
solucao do Problema 2. Apresentaremos os seguintes resultados:

1. Se K é um conjunto fechado e convexo de V' e a(-, -) é coerciva, ou seja,
Ja >0, tal que

a(v,v) > af[v]|*; para todo v €V, (5)
entao o Problema 1 tem solucao tunica.

2. Se K nao for limitado, daremos condicoes suficientes para existéncia
de solucao através da reducao do problema em K nao limitado a um
problema num conjunto convexo e limitado.

2.2 Formas Coercivas
Assumiremos nesta se¢ao que a(+,-) é coerciva e provaremos:

Teorema 2 (Lions-Stampacchia) Sejam a(-,-) uma forma bilinear satis-
fazendo (3) e (5), K um subconjunto convexo e fechado de V e b(-) uma
forma linear continua. Entdo, existe uma unica solucao u € K do Proble-
ma 1. Além disso, a aplicagao (em geral ndo linear) de V* em V que associa
a cada forma linear b(+) a solu¢do u do Problema 1 é continua.

A demonstracao do Teorema 2 serd dividida em trés partes. Mostraremos
inicialmente a unicidade e a continuidade da solugao com relagao a b(-). A
existéncia serd provada para o caso particular em que a(-,-) corresponde ao
produto interno (-,-) e serd estendida para o caso geral através do seguinte
lema:



Lema 1 Seja p um nimero tal que 0 < p < 2a/M?*. Entao, existe um 6 com
0<6<1 tal que

[{u, v) = pa(u, v)| < Ollull|lv]l;  para todo u,v € V. (6)

Prova: Fixado u € V, a forma bilinear a(-,:) pode ser vista como um
elemento de V'*.
Denotemos por A : V' — V* o operador linear definido por

a(u,v) = A(u)(v); paratodo v e V. (7)

De modo analogo, como V' é um espaco de Hilbert, existe um operador linear
A :V* — V tal que para todo f € V*, temos

f(v) =(A(f),v); paratodo veV e
1A =1IA7T = 1.

Portanto, como A(u) € V*,

[{u, v) = pa(u,v)] = [(u = p(A o A)(u),v)| < [lu— p(Ao A)(u)]][v]
e, por outro lado,
lu = p(A o A)(W)|I* = [[ull* + p*I(A o A)(w)[|* — 2p((A 0 A) (u), u)
= [lull* + P |(A 0 A)(W)|I* — 2pa(u, u)
< (14 M2 — 20p) Jul]
com M = ||A].

Seja 0% = 1 + M?p? — 2ap. Para obtermos (6), resta apenas mostrarmos
que 0 < 1. De fato, para p escolhido conforme o enunciado,

02 =1+ M?*p* — 2ap

2
<1+M2ﬁa2p—2ap:1. |



Unicidade e Continuidade. Sejam wu;, ©= 1,2 solu¢oes em K de
a(uj, v —u;) > bi(v—u;); paratodo ve K, i=1,2,

com b;(+), uma forma linear continua. Fazendo v = uy na desigualdade obtida
para ¢ =1, v = u; na desigualdade obtida para i = 2 e somando, obtemos

a(ul, Uy — ul) + Cl(UQ, Uy — Ug) Z bl(UQ — Ul) + bg(ul — Ug)
—a(uy, up — uz) — a(—ug, uy — uz) > —by(ug — ug) — (—b2)(uy — ug)

—a(u1 — U2, U] — U/2) 2 —(bl — bg)(ul — U/Q).

Usando (5), segue

afluy — ugl|* < [|by — be

v=||Ur — U2||,

e, portanto,

1
lur — ual] < —I[|b1 — by
(6%

Ve

Tal desigualdade implica na unicidade de solucao e na sua continuidade com
relagao a forma linear b(-). |

Para provarmos o Teorema 2 para o caso particular em que a(-,-) é da-
da pelo produto interno, (-,-), precisaremos da defini¢do de proje¢do num
convexo e de sua caracterizagao.

Lema 2 Seja K um subconjunto fechado e convero de um espaco de Hilbert
V. Entao, para cada v € V' existe um unico elemento w € K tal que

[v — w]| = inf{[jv —ull; veK}.

Tal w é denominado projecao de v em K e é denotado por w = Py (v) com
Px -V — K, o operador de projecao em K. Além disso, a projecao pode
ser caracterizada pelo seguinte lema:



Lema 3 Seja K um subconjunto fechado e convero de um espaco de Hilbert
V. Entao, w € K € a projecao dev € V em K, se e somente se,

(w,u—w) > (v,u —w); para todo u € K.

(a) Provemos, agora, o Teorema 2 para o caso particular em que a(-, ) é dada
pelo produto interno, (-,-). Queremos encontrar u € K tal que

u,v —u) > b(v—u)=(A(b),v —u); paratodo ve K,
( )
ou seja,
(u—A(b),v —u) >0; paratodo veK. (8)

Como K é fechado e convexo e V' é um espaco de Hilbert, pelo Lema 3, a
condigdo (8) nada mais é do que a caracterizacao de u como a projegio de
A(b) em K. Portanto, a condigao (8) é equivalente a

lu — A(D)|| < [[v — A(b)||; paratodo v e K,
Pelo Lema 2, existe um unico elemento em K que minimiza
Jo = A®)I
A solugao do Problema 1 é desse modo, dada por

w= (Px o A)(b).

Podemos, neste momento, observar que a demonstracao acima ¢ valida
para qualquer produto interno definido em V. Portanto, como toda for-
ma bilinear simétrica, coerciva e continua define um produto interno em V,
acabamos de demonstrar a existéncia e unicidade do seguinte problema:

Problema 3 : Encontrar v € K tal que
a(u,v—u) > b(v—u); para todo v e K,

com a(-,-), uma forma bilinear simétrica, coerciva e continua.
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Na demonstracao do caso geral, utilizaremos um teorema de ponto fixo.

Definicao 1 Sejam um espaco de Banach D e uma aplicacio F : D — D.
Dizemos que v € D é um ponto fizo de F se

F(v) =v.

Definigao 2 Seja U um espa¢o métrico com métrica d(-,-). Uma aplicagao
F:U — U ¢é uma contracao, se existe 0 < a < 1, tal que

d(F(u), F(v)) < ad(u,v); para todo u,v € U.

Teorema 3 Sejam U um espaco métrico completo e F' : U — U uma con-
tracao. Entao, F admite um dnico ponto fizo.

(b) Consideremos, agora, o caso geral. Fixemos p como no Lema 1. Para
u €V, fixo, definamos ® : V' — V* por

Q(u)(v) = (u,v) — pa(u,v) + pb(v); para todo v e V.
Entao, para uy,us € V temos pelo Lema 1,
[(®(u1) — P(ug))(v)| = [(ur — uz, v) — palu; — uy,v)|
< Olluy — ua||[Jv]]- (9)

Pela parte (a) da demonstracao do Teorema 2, existe um dnico w € K tal
que

(w,v —w) > ®(u)(v —w); paratodo v € K,
e w é dado por
w = (Px oAo®)(u).
Podemos desse modo, definir uma aplicacao L : V' — K dada por

L(u) = (Pg o Ao ®@)(u) = w.



Tal aplicacao satisfaz

[1L(ur) = L(ug) || = [[(Px © Ao ®)(ur) — (Px o Ao ®)(uy)]|
< (Ao @)(ur) = (Ao @)(uy)]

= [|®(u1) — @(ug)]

ve < 0)|ug — us| por (9).

Pelo fato de # < 1, L(-) é uma contracao e, portanto, existe um e apenas um
u eV tal que

L(u) = u.
Logo, como L(V) C K, u pertence a K e satisfaz

(u,v —u) > ®(u)(v— u)
= (u,v — u) — pla(u,v —u) — b(v — u)]; paratodo v e K.

Segue, pois p > 0, que u ¢ a solugao do Problema 1. [ |

Com o operador linear A definido em (7), podemos reescrever o Proble-
ma 1 da seguinte forma:

Problema 4 : Dado f € V*, encontrar u € K tal que
A(u)(v —u) > f(v—u); paratodo v €K,
0 que € 0 mesmo que
(A(u) — f)(v—u) > 0; para todo v e K.

Esta tltima formulagao nos induz a analisar a possibilidade de solucionar
um problema mais geral como:

Problema 5 : Encontrar u € K tal que

T(u)(v—u)>0; paratodo veK (10)
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sendo 7' : K — V* com diferentes hipdteses sobre T, V e K.

Para K subconjunto convexo, limitado, fechado e nao-vazio de um espaco
de Banach reflexivo V', em [7], as hipé6teses (v. definigdes no Apéndice)
sobre T' serao pseudomonotonia e limitagdo enquanto em [8], monotonia e
demicontinuidade (ou hemicontinuidade). Além destas hipéteses, diferentes
nocoes de coercividade serao impostas a 7' quando K nao é limitado. Parte
da apresentacado de [5] é um caso particular da abordagem de [8]. No entanto,
em [5] encontramos generalizagoes do teorema apresentado acima, extensao
para o caso em que o = 0 (forma nao-negativa) e resultados que permitem
considerar problemas de evolugao (v. [5], p. 511).

2.3 K nao limitado

Nesta secao, apresentaremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o
Problema 5 tenha solucao.

Lema 4 Sejam U um espago de Banach, reflexivo e separdvel, K C U, ndao
vazio, convexo e fechado e T : K — U*. Entdo, uma condi¢cao necessaria e
suficiente para que exista uma solucdo da desigualdade variacional:

encontrar u € K tal que T(u)(v —u) >0, Vve K (11)

¢ que exista um numero real r > 0 tal que ao menos uma solugao da de-
stqualdade

encontrar u, € K, tal que T(u,)(v —u,) >0, Vv € K, (12)
pertenga ao interior da bola B,(0), ou seja,

urllo <1, (13)

com K, = KN B,(0), e B,(0)={veU | ||v]v<r}.

Prova:(v. [7], p. 1190) Para provar que a condi¢do é necessiria, basta
tomarmos r > [Ju]|.

Mostremos agora que ela é também suficiente. Seja u, uma solucao da
desigualdade (12) que satisfaga (13) e o € K. Pelo fato de u, pertencer ao
interior de B,(0) existe # € (0,1) tal que

w=u, +0(0 —u,) € B,(0).
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Por outro lado, como K é convexo, temos que w = u, + 0(0 — u,) € K.
Logo, fazendo em (12) v = w, temos

T(u.)(0(0 — u,)) > 0.
Dividindo por #,
T(up)(0—uy) >0,

Portanto, u, é solucao de (11), isto é, u, é solucao da desigualdade varia-
cional sobre todo o convexo K. |

Em outras palavras, haverd solugao no caso K nao limitado se, e somente
se, existir uma solucao de (12) que seja ponto interior da bola de raio r cen-
trada na origem.

Um exame cuidadoso do lema anterior revela a importancia de resultados
de existéncia de solu¢do do Problema 5 (do qual o Problema 1 é um caso
particular) para casos em que K ¢ limitado. Se tivermos tais resultados
(com hipétese adequadas sobre T' e V'), teremos garantida a existéncia de
solugbes de (12), pois K, é convexo, limitado, fechado e nao-vazio (para r
suficientemente grande). Portanto, para garantir a existéncia de soluc¢ao do
Problema 5, basta exigirmos de 7" uma condigao adicional que garanta que a
condigao (13) seja satisfeita. Uma nogao fraca de coercividade cumprird este
papel como veremos no teorema a seguir.

Definicao 3 Sejam U um espaco de Banach, U* seu dual topologico, K C U
um conjunto fechado, convero e nao-vazio e um operador T : K — U*.
Dizemos que o operador T € coercivo em K se existir vy € K tal que

lim T(v)(v — vy)

= +o00; com v € K.
[o]| o0 vl

Suponhamos que 71" seja um operador coercivo. Neste caso, existe r tal
que para todo v € K

T(v)(v —w) > 0; paratodo [v|l >r, (14)
K, #0 e

||vol| < 7
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Suponhamos que exista u,, solu¢ao de (12). Se ||u,|| > r, terfamos por (14),
T (u,)(vo — u,) <0,

o que contradiria (12). Logo ||u,|| < r, ou seja, temos (13).

Cabe observar que a nogao de coercividade apresentada em (5) implica
que o operador T'(u) = A(u) — f com a(u,-) = (A(u),-) é também coercivo
conforme a Definicao 3.

3 Problemas de Infiltracao

3.1 O problema mais geral

Ao contrario da pratica habitual nas Ciéncias, iniciaremos com um problema
mais geral para depois tratarmos do caso particular.

Considere uma base horizontal e impermedvel (terreno rochoso, por ex-
emplo), sobre a qual estao situados dois reservatérios de dgua separados por
uma represa natural de material poroso — por exemplo, terra. Assumiremos
também que as represas tém agua em diferentes niveis em relacao a base. A
agua infiltra do reservatério mais alto para o mais baixo por gravidade. A
Figura 2 ilustra a situacao.

y
Fronteira Livre
Terra
F Seco
Linha de abertura
/
Y, Agua c
e
Umido A cua
Y
A B

L _ _ _ _ _ _ _ _ I x

7/
Impermeavel

Figura 2: Tlustragao do problema.

H4 basicamente dois tipos de informacao que podemos extrair deste prob-
lema: informacoes fisicas (como velocidade e pressdo, entre outras) e infor-
magoes geométricas (linhas de fluxo ou a porgao seca da barreira de terra).
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No espirito do nosso trabalho estamos mais interessados no ultimo tipo de
dado, o geométrico, embora usemos os primeiros extensivamente.

3.1.1 Descrigcao do Problema

Faremos algumas hipo6teses simplificadoras acerca dos elementos do proble-
ma.

Represa E feita de material incompressivel, homogéneo e isotrépico. Nao
ha evaporacao nem capilaridade.

Agua (ou liquido) Também incompressivel, irrotacional, estaciondrio e bi-
dimensional.

Uma caracterizacao mais precisa da geometria do problema é dada a
seguir. Acompanhe a notagao na Figura 3.

e Sejam a, b, c,y; € Yo, reais, taisque a <0< c<be <y <yi;

e Seja Y € C*([a,b]) uma funcdo concava tal que Y(a) = Y (b) = 0,
Y(0) = y1, Y(c) = g2 e Y'(0) > 0;

e Denominaremos o conjunto D = {(z,y) € R*:a <z <bel <y<
Y (z)} de represa;

e Definiremos ainda parti¢coes de D: Dy = {(z,y) € D : a < z < 0},
Dy={(z,y)eD:c<z<b}, Ds={(zr,y) € D:0<z <c}

e E fronteiras 'y = {(2,0) : a <z < b}, I' = {(2,Y(2)) : a < x < b},
I'' ={(z,Y(®) : a <2z <0}, Iy = {(z,Y(z)) : ¢c <z < b}e
finalmente I's = {(z,Y (z)) : 0 < = < ¢}.

A fronteira livre (que serd uma das incégnitas de nosso problema) é rep-
resentada pela linha mais escura onde y = ¢(z). Denominaremos a por¢ao
acima da fronteira livre (y > ¢(z)) de por¢do seca e a parte abaixo da fron-
teira livre (y < ¢(x)) de por¢io imida. Como de habito, assumiremos que o
referencial de pressao estd na atmosfera e vale zero. Portanto, a pressao na
parte seca ¢ nula e positiva na parte imida.

!De fato o fendmeno é tridimensional, mas assumamos que sua se¢do transversal ndo
muda ao longo do eixo perpendicular a pagina e que este ndo tem efeito sobre a modelagem.
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y=Y(X)

FOY)

GsV9)

Cley,)

K]
0
a1

rO A@0) (0.0 (s0) (c0) B(bO)

Figura 3: Geometria da represa.

Outra fronteira a ser levada em consideracao é a denominada linha de
emersao, ou linha de abertura. Note que esta linha nao pode ser ignorada
pois nada na geometria ou no fenomeno nos garante que a extremidade da
fronteira livre coincida exatamente com o ponto C'. Através da linha de

abertura a agua pode apenas sair.
Estamos agora no ponto em que podemos utilizar as hipéteses do prob-
lema e comegar sua formulagao matematica.

3.1.2 A lei de Darcy

A lei de Darcy governa o fluxo de liquido pela represa. Ela pode ser escrita
como

v =—kV <y + %) (15)

onde:

e v é a velocidade do fluido;
e p=p(z,y) é a pressao do liquido;

e 7 ¢é seu peso especifico e
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e [ é o coeficiente de permeabilidade.

O coeficiente de permeabilidade k serd assumido constante e igual a 1.
Note que esta restricao estd de acordo com a presumida homogeneidade do
meio. Em um préximo passo poder-se-ia considerar k = k(z,y) de forma a
levar em conta a estratificacao do meio poroso, por exemplo.

O peso especifico v também sera tomado igual a 1 sem maiores danos, ja
que representa basicamente uma propriedade do liquido e pode ser normal-
izada.

Fazendo

u=y+p (16)
a lei de Darcy torna-se
v=—-Vu em . (17)

Assim colocada, a equagao (17) nos diz que u é uma funcao potencial da
velocidade, e portanto as curvas de nivel u(z,y) = cte sao linhas equipoten-
ciais.

Finalmente, juntando-se a incompressibilidade do fluido (assumida acima)
e a equagao geral da continuidade

dp

E+pdivv:0,

obtemos
divv =0 (18)
que juntamente com (17) permite-nos escrever
Au=0 em €, (19)

ou seja, u ¢ harmonica em 2.

A funcao u é também chamada altura piezométrica.

Das equacoes de Cauchy-Riemman sabemos que existe uma funcao v =
v(x,y) harmonica conjugada de u e que deve obedecer

Ju Ov Ou Ov
24T . 2
or 0Oy Oy * ox 0 (20)
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A funcao v é conhecida como func¢ao de fluzo e suas curvas de nivel sao
chamadas de linhas de fluzo (que neste caso, por ser irrotacional o fluxo,
coincidem com a trajetéria das particulas do fluido).

Perceba que Vu - Vv = 0, o que significa que as linhas de fluxo e as linhas
equipotenciais formam uma rede. E f4cil comprovar este fato:

gy P e Oudu 0w
- Ox 0 Oy Oy or 0y Oy Ox ’

de acordo com (20).

A partir das linhas de fluxo podemos definir outra entidade que denom-
inaremos tubo de fluxo, que nada mais é do que a superficie entre duas linhas
de fluxo como mostra a Figura 4.

u(x,y)=cte

} Tubo de fluxo

v(X,y)=cte

Figura 4: Linhas de fluxo e equipotenciais.
Os tubos de fluxo sao independentes e considerados isoladamente dividem
o fluxo total em varios fluxos paralelos. Cada um destes tubos de fluxo possui

uma capacidade de carga. Desse modo, a capacidade total de carga da represa
serd calculada por

qd=/V-nLdl (21)
L

onde L representa qualquer linha ligando a fronteira inferior (I'g) e a fronteira
livre (¢(x)) e ny, é o versor normal a L.
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No caso em que L é vertical ny = (1,0)” e dl = dy, o que implica que

I
qdzq(x):/V-nLdlz/ —8—dy
L 0

X
#(x) o
— / G dy = ala) = vlr, = vl (22)

para 0 < z < s (a menos de uma constante que pode ser escolhida de maneira
que v =0 em I'y).

Faremos agora uma mudanca de varidveis de interesse. Até o presente
momento desenvolvemos nosso modelo baseados em w e v, mas escolher p
como incognita pode trazer alguns beneficios. Como u = y + p, podemos

escrever
¢@) 9y P(x) op
= ——dy = — —d 23
o) = [ Gry=— [ Fay (23)
para 0 <z < s.

Se assumirmos alguma regularidade de p (para que haja uma transi¢ao
suave entre as porcoes seca e imida), podemos escrever

@) ap Y(@) gp
_ P g op 24
o0 == [ Fa=— [ Fay 1)

para 0 < z < s. Ou seja, estendemos a funcao de capacidade de carga até a
fronteira (agora conhecida) definida por Y ().
Finalmente, de (16) segue que

Ap=0 em Q, (25)

e temos que p também é harmonica.

3.1.3 Condicoes de fronteira

Nas proximas secoes introduziremos condicoes de contorno para a abundancia
de fronteiras do nosso problema.

Condigoes na base I

Como ja dissemos anteriormente, a base da represa é constituida de material
impermeavel, e portanto a componente normal da velocidade em I'y é nula,

18



o que nos leva a concluir que I'y é uma das linhas de fluxo.

Neste caso podemos tomar v = cte em I’y ou

0
a—Z =0 em Dy, (26)
. ou  Ou
aquev-n=——=—.
Jad on 0y
Podemos expressar (26) em termos de p como
0
a—z =—1 em [y, (27)

Condigoes nos reservatérios ['; e I’y

Assumindo que a velocidade da dgua é desprezivel em relacao a v, podemos
dizer que a altura piezométrica u é constante ao longo de I'y e ['s.

No caso de I';, perceba que o ponto F' esta em contato com a atmosfera,
e portanto p = 0. Juntando-se este fato com (16) concluimos que u(F) = y;.
De modo andlogo, em 'y vale que u(F') = y5. Reescrevendo tudo em fungao
de p, chegamos as duas condicoes de fronteira:

pP=uy—y em 'y (28)
P=1ys— Yy em ['s. (29)

A linha de emersao I',

A linha de emersao estd em contato com o ar, e portanto p = 0 neste caso.
Usando a relagao (16) concluimos que u = y em I',. Infelizmente nao con-
seguimos reduzir I', a nenhuma das entidades geométricas conhecidas (linhas
de fluxo ou equipotenciais). Portanto, lembrando que uma das hipéteses so-
bre a linha de emersao era o fato da agua apenas sair, temos

% <0 emlIy,, (30)
ou, através de (16)
2(—I—)<O em [’ (31)
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A fronteira livre ')

Aqui diversas condicoes podem ser escolhidas (vide [1]). Como a fron-
teira livre estd também em contato com o ar, escolheremos condigoes muito
proximas as da linha de emersao. Assim, em 'y

Tpty) = 0 (32)
p =0 (33)

3.2 O primeiro problema

Todas as condicoes colocadas até agora nos levam ao seguinte problema:

Problema 6 : Encontrar p e Q C D aberto tais que

Ap=0 em (34)
p=yn—y eml, (35)
p=y2—y emly (36)
p=0 em[, (37)
p=0 emT, (38)

0
5, Ty =0 eml, (39)
g_]; =—-1 emT (40)

Podemos também expressar o Problema 6 na variavel wu:
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Problema 7 : Encontrar u e Q C D aberto tais que

Au=0 emQ (41)
u=y eml} (42)
u=1yy, emly (43)
u=y eml, (44)
u=1y emD) (45)

S—Z =0 emly (46)

ou

% =0 emI (47)

3.3 O Caso particular

Até aqui modelamos o problema de infiltracao no caso mais genérico, onde
consideramos que o meio poroso poderia ser representado por uma curva
y = Y(x). Vamos nos ater agora ao caso em que temos um reservatorio
de paredes verticais. A esséncia do problema nao muda, apenas podemos
elaborar de maneira mais simples a parte matematica. A Figura 5 resume a
geometria do problema.

Do ponto de vista das equacoes nada mudou. A geometria mais simples
implica apenas em uma maior facilidade no trato das condicoes de fronteira
(desejavel, por exemplo, quando se trabalha com Diferencas Finitas).

Lema 5 p > 0 em Q.

Suponha que exista u solu¢ao do problema. Ja mostramos que Ap =0 (p

é harmonica). Comop=0em 'y UT, e p>0em [ Uy e 8_p =—1em
Y

['g, temos que p é estritamente decrescente, o que por sua vez implica que p

nao pode assumir valores negativos em (2. [
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Fronteira Livre
Terra

Seco / Linha de abertura

Agua J
y Umido
1 s

Agua Y

e
Impermeavel

Figura 5: A geometria do problema particular.

Vamos agora transformar o problema através da criacao de uma funcao
associada (o motivo desta transformagao sera explicado adiante). Assuma
entdo que ¢ € C1([0,0]), u € C(QUT)) NC(D).

Faremos a seguinte mudanca de variaveis:

P(x)
/ (u(z,t) —t) dt se 0 <y < ()
Ulz,y) =q ¥

(48)
0 se p(x) <y < H.
Podemos entao calcular:
g—Z(x, y) = —u(r,y) +y (49)

oU @) oy,

82U (z) 52
G = Gt dt @ 5w o)
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Como Vu L (—¢'(x),1)T vale —qﬁ’(m)g—z + g—Z =0emy=¢p(x)e

o) 92y o@) 52y ou ou
[ G = [ S = ~Zate o) + i),

encontramos que

0°U  Ou 0%U

— =—=——+41.

ox? 0Oy 0y?
Dessa maneira concluimos que U satisfaz

—AU =-1 em Q. (50)
E mais, como p >0 em £2, isso implica que U > 0 em ().

Ja no dominio todo, exceto em €2, U =0 e portanto —AU =0 > —1.
Finalmente, vamos acertar as condicoes de fronteira para a nova variavel.

Iy — U(an)nyylyl—tdt:%(yl—y)2
r, — U(b,y)zfymyg—tdt:%(yQ—y)Z.
Em I'y temos a relacao
02U ou Op
—(2,0) = —(2,0) = —(x,0 1=—14+1=0
o @0) = 24w 0) = P 0) 1= 14 1= 0=
0*U vi AL
- — _ ()2t
— S (ey) = 0= U0 = 2 (1-7) + 27

e como p = 0 no resto de D, entao idem para U.
Chegamos entao ao seguinte problema na variavel U:
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Problema 8 : Encontrar U e Q C D aberto tais que

—AU > -1 emD (51)
1 2

U = §(y1 —y)* emI, (52)
1 2

U = §(y2 —y)® emIDy (53)

U = y—%<1—f)+y—%E L (54)

) p) T2 MO
U =0 em aD\(FO U Fl U Fg) (55)

O préximo lema explica o porqué da escolha de uma variavel auxiliar U
para resolucao do problema de infiltracao.

Lema 6 A solu¢do u do Problema 7 satisfaz
/ VuVeé dw =0, V€ e CH(D)
D

com £ = 0 numa vizinhanga de 02N {x =0} e 02N {z = b}.

Usando integracao por partes temos

—/Auf dwz/Vqu dw—/ %fds.
Q Q a0 On

Sendo u soluc¢ao do Problema 7, entao Au = 0 e portanto

OZ—/Auf dw=/VuV§ dw.
Q Q

Verifiquemos agora quais desigualdades variacionais u e p satisfazem.
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Seja agora ¢ € C§°(D). Entao, pelo lema anterior,

0 = /vuvw dwz/Vuvw dw — VuVy dw
Q D D\Q
= /VUVQ/) dw — a—w dw
D D\Q oy

8;/}}
= VuViy — —| d
/D[ uVi — Xp\o By w,

onde yaxr =1se x € A e 0 caso contrario.
Em termos da pressao, podemos escrever:

0 = /QV(p—I-y)Vw dw:/]jV(p+y)Vw dw—/ Vip+y)VY dw

D\
= /V(p—i—y)vw dw—/ VyVy dw
D D\Q
_ /D[vp+vy— (1 vo) VIV du
- /D Vp— xaVylVe du,

ou, analogamente

XD\ ’
Ay = ——"— D'(D
5 (D)
Equivalentemente
0
—Ap = —%yﬂ em D'(D).

Neste momento, fica claro que nao conseguiremos obter para os proble-
mas acima formulacoes variacionais que envolvam espacos de Sobolev, pois
os lados direitos das expressoes acima correspondem a funcionais que nao
possuem representacao em nenhum espaco LP. A idéia da criacao de U é
justamente aumentar a regularidade da solucao de forma a permitir uma
solucao em algum espaco de Sobolev.

Definamos o conjunto

K ={v e H*(D) / v satisfaz mesmas condi¢oes de fronteira que U e v >0 em D}.
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temos que U é solugao da seguinte desigualdade variacional: Encontrar
U € K tal que

/VU-V(U—U)dwz—/(v—U)dw,VUGK. (56)
D D
Para demonstrar tal fato, usaremos o seguinte resultado

Lema 7 Sejam U como definida anteriormente e ( € C*(D) que se anula
em uma vizinhanca de 'y Uy Uy, Entdo

/VUVC dw—i—/XQC dw = 0.
D D

Prova: Seja Il(z,y) = [} ¢(

/ VUV dw = / VUV dw
D Q

/ oU 011 aU 0?11
= - dw
o | Oz axﬁy ay ay

_/ 0*U 8H+8_Ui dw + 8U8Hn s
Q 83783/ or Oy 0y? oq 0x 0z Y
oU o1l
—AIl dw — —ngds
/ a0 8y o

/ —AIl dw.

Usando o Lema 6 e (49), temos
/ VUV dw = /(y — u)AIl dw
D Q

/VyVH dw—l—/ —yds
50 8n

/ VuVII dw — a—Huds

a0 dn

/—dw— /diw n
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Para toda funcao v € K temos, pelo fato de U também pertencer a K,
que v — U pertence a H;(f2). Portanto v — U sempre pode ser aproximada
por funcoes que satisfazem as hipéteses do Lema 6. Desse modo,

/DVUV(U—U)dw:—/Q(v—U)dw
(v—=U) dw

:—/D(U—U)dw+ .

J
:—/D(U—U)dw—l-/D v dw

Q

como v € K,

/DVUV(U—U) de/D(v—U)d:rdy.

Finalmente, temos que o Teorema 2 de Lions-Stampacchia garante a
existéncia e a unicidade da solucao da desigualdade acima, o que implica
também na existéncia e unicidade da solucao do Problema 6 pelo menos
num sentido generalizado. Com alguns resultados de regularidade da solugao
w da desigualdade variacional acima, é possivel obtermos uma solu¢gao num
sentido classico.

Para verificar a coercividade da forma bilinear envolvida, utilizaremos a
desigualdade de Poincaré.

Definicao 4 Seja ) um subconjunto conexo e aberto do IR". Dizemos que
a fronteira de 0 é Lipschitziana se para xo € 0S), existe um sistema de
coordenadas (&1,...,&,), € > 0 e uma funcdo f tal que a intersecgao
02N B(xg,€), com B(xg,e) ={x € R" | |x — x| < €} possa ser expressa
como

glzf(g%"')gn)

e f seja Lipschitz, ou seja, existe uma constante k tal que

1£(E) = F(] < KIE =]
comgz &y &n) € T= (N2 M)
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Teorema 4 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um subconjunto conexo
e aberto do IR™ com fronteira Lipschitziana. Entdo, exriste uma constante
C > 0 tal que para todo u € Hy (),

lullf < ClIVullL,.

Para verificar que de fato o problema definido para U em (56) tem uma
unica solugao, consideremos o seguinte problema:

Encontrar @ € K = {v € H}(D); v > 0} tal que
a(i, o —a) > b0 —a),Vie K (57)

com a(a,0) = [, VaVodady, b(a) = [, xeudzdy—a(g, i) et = u—g, Y u €
H'(D), com g € HY(D), tal que glso =g.

Pela desigualdade de Poincaré, a(-,-) é coerciva em K. Como as demais
hipéteses do teorema de Lions-Stampacchia estao claramente satisfeitas, (57)
tem solugao unica.

Observemos agora, que se U soluciona o problema definido em (56), temos
paraVov e K

a(Uyv—U) > / Yo(v — U)drdy
D

a(U—ﬁ,v—E—(U—E))Jra(?,v—?—(U—?))2/DXQ(U—E—(U—E))dfvdy

como v,U € K = ,U € K, temos

a(U,0-U)>b(o—U),VieK.

Ou seja, U — g é solucao de (57).

Analogamente, se & = u — g soluciona (57), U = u é solugao do problema
formulado para U em (56).

Portanto, da existéncia e unicidade de solugdo do problema (57), segue a
existéncia e unicidade de solu¢do do problema formulado para U em (56).
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4 Resolugcao Numérica

O primeiro passo para a resolu¢ao numeérica do problema (57) é representa-lo
como um problema de dimensao finita. Para tanto, utilizamos o Método de
Elementos Finitos, de onde obtemos uma desigualdade variacional, porém
desta vez, discretizada. O problema assim discretizado tera sua solucao
aproximada por um método de penalizacao a ser posteriormente descrito.

4.1 Formulacao Discreta

Seja T}, uma triangulacdo sobre o dominio D e L(7},) o espago de elementos
finitos de Lagrange (de ordem 1, 2 ou 3). Denotaremos a base de L(T},) por

{QOI; 25 - - 7()071}
Definimos o seguinte conjunto convexo K, em L(T}) por

K, ={u,= Zujgoj € L(Ty,) : up, > 0 em D e satisfazendo (52)-(55) em 0D}.
J
(58)

Note que aqui, diferentemente do caso de equacOes variacionais, nao
tomamos as fungoes testes iguais as funcoes de base. Este fato se justifi-
ca pois Kj nao é um subespaco de L(7},). Para as fung¢oes de testes mais
comuns de elementos finitos nao temos automaticamente esta garantia.

Estamos preparados agora para formular o problema de inequagao varia-
cional discreto:

Problema 9 (VIP,): Encontrar uj € K, solugao da desigualdade varia-
cional
a(uh, vy — U,h) > b(vh — uh),Vvh e K.

Substituindo-se wj; = Zj ujp; e v = Zj vjpj, com up e v, € K,
em VIP, temos

) 2

D23 v~ walpnpy) = Dl uble) i=1.2,....n.

J )

a(z u; 5, Z(vl —u;)p;) > b(Z(vi —u)p;) 1=1,2,...,n
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Definindo-se z,y,c,d € IR" e A € IR™™ como

r = (uy,us,...,u,) y = (v1,v2,...,0,)
d= (b(@l)a b(@?): te 7b(30n))

e A = [a;;] com a;; = a(y;, p;), escrevemos o problema (57) como
Problema 10 (VIP,): Encontrar x* € S, solugao de

(y— )" Az > d"(y — z),¥y € S,
onde S = {y € R",y > 0}.

Podemos reescrever o problema 10 como

o' Ay —2) > d'(y—x)

tTATy —dby > 2TATe —d%x
Az —d)Ty > (Az—d)Tx y > 0.
(

Uma condicao suficiente para a existéncia e unicidade da solucao do prob-
lema acima nos leva exatamente a considerar a solucao de um tipo de proble-
ma denominado problema de complementaridade linear. Resolvendo o proble-

ma, de complementaridade abaixo resolvemos automaticamente o problema
10.

Problema 11 (LCP): Encontrar x* € S, solu¢ao de

Az > d
x>0
(Az — d)Tz = 0.

Note que a existéncia e unicidade da solucao do problema V' IP, e con-

seqiientemente de LC'P vém da existéncia e unicidade do problema (57),
dada pelo teorema de Lions-Stampacchia (teorema 2).
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4.2 Método de Penalizacao

O problema 11 terd sua solucao aproximada através de um método de
Penalizacao.

Os métodos de Penalizacao tém sua aplicacao basica na minimizacao de
funcionais com restricoes. Se a forma bilinear envolvida em problemas de
equagoes e inequagcoes variacionais for simétrica, sabemos da teoria que estes
problemas sao equivalentes respectivamente a minimizacao de funcionais ir-
restritos e com restrigoes.

Portanto, dadas as condicoes de nosso problemas, iremos aproximar sua
solugao utilizando um método de Penalizacao.

Estes métodos baseiam-se na inclusao de um funcional de penalizacao ao
funcional original que se deseja minimizar. Este funcional é tal que seu valor
aumenta tanto mais quanto a restricao é violada.

Os préximos teoremas (cujas demonstragoes encontram-se em [6]) carac-
terizam ponto de minimo de um funcional em um conjunto convexo e quais
as condicoes que o funcional de penalizacao deve satisfazer.

Teorema 5 Seja J : U — K com U espaco de Banach e K C U um subcon-
gunto convezo. O funcional J é coercivo, convero e G-diferencidvel em K.
Entao J possui um minimo em K. Além disso, se J € estritamente convero,
o ponto de minimo € unico.

Teorema 6 Sejam V um espago de Hilbert, K C V, convexo e J: K — IR
um funcional G-diferencidvel em K. Entdao u*, minimo de J € caracterizado
por:

(VJ(u*),v) >0, YveK.
Estamos agora no ponto de criar um novo funcional que consiste de duas

partes: o funcional original e um funcional de penalizacao. O novo funcional
sera definido sobre V' como:

J.(u) = J() + -P(v), €>0 (59)
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com o funcional P satisfazendo as seguintes propriedades:

e P ¢é fracamente semicontinuo inferior;
e P(u)>0e P(u) =0 se e somente se u € K;

e P ¢é G-diferenciavel em V.

Perceba que com esta definicao J. é coercivo, fracamente semicontinuo
inferiormente e G-diferenciavel. Logo, J. possui um ponto de minimo em V,
ou seja, existe u. € V' tal que

Je(ue) = min Je(u).

ucV

Com isto podemos enunciar o teorema central desta secao:

Teorema 7 Seja U um espaco de Banach reflexivo e J : U — IR um fun-
cional coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente, K C U convezxo e
P :U — IR um funcional de penalizacao satisfazendo as propriedades acima.
Entao, dado € > 0, existe um ponto de minimo u, € U de J.. Também existe
uma subseqiéncia (u.) destas solugoes que converge fracamente a u € U,
onde

u € K tal que J(u) = l}g}f( J(v).

O operador de penalizacao usado serd

0 ue € K,
U caso contrario.

1
P(t.) = —(l.,v) onde @ = {
€

que satisfaz as condicOes necessarias para o operador de penalizagao.
Segue o algoritmo completo de penalizacao.

Algoritmo para o Método de Penalizacao

Passo 1: Dados 2° € IR" (aproximagdo inicial), d € IR", A € IR™", p, vetor
de zeros e uns, €, = 0.1 parametro de penalizacao inicial, €, tolerancia
global, e £ = 0, contador de iteracoes, faca:

Passo 2: Encontrando violagoes Parai=1,2,... n, faca:
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Passo 2.1: Tome p; = 0. Se a:z(k) < 0, tome p; = 1 (penalizacao).
Passo 3: Faca:

Passo 3.1: Tome z(**tY solucao de

1
Ar+ —2 =d,
€p

onde
- ) @ sep; =1
:EZ_{O sepz-:O

Passo 3.2: Se || — 2¥|| > ¢, faca ¢, = 2, k =k + 1 e volte ao passo 2.

4.3 Resultados Numéricos

Aqui serao apresentados alguns resultados obtidos para o problema de in-
filtracao. No primeiro experimento resolvemos para um dominio retangular
com 5 unidades de largura, discretizado uniformemente com h, = h, = 0.25.
A massa de dgua maior estd a 10 unidades da base impermeével e a menor
a 2 unidades. A tolerancia global é ¢ = 107° e o critério de parada é o do
passo 3.2 do algoritmo acima. Os graficos da solugdes podem ser aprecia-
dos ao final do texto. Também é apresentado o valor da complementaridade
|27 (Az — d)|. O tempo de execugdo é relativo a um Pentium 200MHz com
128M de memoria. O compilador usado foi o GNU g++ rodando sobre Linux.
A tabela a seguir resume alguns dados da simulagao.

Experimento 1
Numero de iteracoes 2
€y (parametro de penalizacao final) | 0.01
|+t — 2*|| (critério de parada) 1.525 % 1075
|z"(Az — d)| (complementaridade) | 1.155 % 10~*
Tempo de execugao (segundos) 0.68

Tabela 1: Resultados para simula¢io usando método de Penalizacao com
e = 10~ e parada por proximidade de iteracoes sucessivas.
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Fizemos também experimentos com € = 107°, porém usando como critério
de parada a valor absoluto da complementaridade e curiosamente o método
de penalizacao nao apresentou bons resultados. O método terminou por atin-
gir o nimero maximo de iteracoes. Acompanhe a proxima tabela.

Experimento 2
Numero de iteracoes 3705
¢, (parametro de penalizagdo final) | 10710
||wF Tt — 2%|| (critério de parada) 3.8147 % 10°°
|27 (Az — d)| (complementaridade) | 5.398  10~°
Tempo de execugao (segundos) 76.1

Tabela 2: Resultados para simulag¢io usando método de Penalizacao com
€ = 107> e parada por erro de complementaridade.

A titulo de comparagao implementamos também o método SSORP (suces-
sive symmetric overrelazation with projection), apresentado resumidamente
em [4]. O algoritmo SSORP pode ser esquematizado como:

Algoritmo SSORP

Passo 1: Dados z° € IR" (aproximagdo inicial), d € R", A € R, w
parametro de relaxacgao, €, tolerancia global e £k = 0 contador de it-
eracoes, faca:

Passo 2.1: Tome

1

k+i i 1 Z k+1 Z k
21

J<i j2i

Passo 2.2: Tome

k+i 1 Z k+d Z
gjéﬁ_l = max {IEZ — w; < aij:rj 2 + aijxé?-'_l - dz 70 ’
i

i<t j>t

¥

t=n,n—1,...

k+1

Passo 3: Se ||z z*|| > ¢, faga k = k + 1 e volte ao passo 2.1.
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Os resultados para uma discretizagao com h, = h, = 0.1, tanto para
SSORP como Penalizacao podem ser apreciados na seqiiéncia.

Experimento 3

Penalizacao | SSORP
Numero de iteracoes 7 175

||zF 1t — 2F|| (critério de parada) 7.629 % 107% | 9.536 % 1076
|27 (Az — d)| (complementaridade) | 1.127 * 107° | 1.813 x 10~°
Tempo de execucao (segundos) 11.79 31.45

Tabela 3: Comparacao de resultados usando Penalizacao e SSORP com
e = 10~ e parada por proximidade de iteracoes sucessivas.

Este experimento corrobora nossa hipotese de que o método de Penal-
izacao aqui apresentado tem melhor performance que o SSORP. O SSORP
porém, nao deve ser descartado, pois além de ser de facil implementacao, é
bastante robusto.

Por fim, incluimos um experimento onde obtemos a solu¢ao aproximada
para um dominio quadrado com dimensoes 5 unidades de altura por 5 de
largura. A discretizacao foi feita tomando-se uma malha uniforme com h, =
h, = 0.05 unidades. A massa de dgua maior estd a 5 unidades de altura e a
menos a 2 unidades de altura. A tabela 4 resume os dados deste experimento.

Experimento 4

Penalizacao | SSORP
Numero de iteracoes 26 145

||wF Tt — 2%|| (critério de parada) 9.886 % 107% | 9.655 % 106
|#7 (Az — d)| (complementaridade) | 1.927 * 1075 | 1.871 % 107°
Tempo de execugao (segundos) 40.5 58.46

Tabela 4: Comparacao de resultados usando Penalizagdo e SSORP com
e = 107 e parada por proximidade de iteracoes sucessivas.
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Apéndice

Definicao 5 Sejam U um espago de Banach, U* seu dual topologico. Dize-
mos que um operador T : U — U* € monotono se

(T'(u) = T(v))(u—v) >0; para todo u,v €U

Definicao 6 Sejam U um espaco de Banach, U* seu dual topoldgico e K C
U um conjunto convexo e fechado. Dizemos que um operador A: K — U* é
pseudomondtono se para toda sequéncia (u,,) C K que converge na topologia

fraca para u € K e é tal que limsup A(uy,)(u, —u) < 0, tivermos,
lim inf A(u,,) (U — v) > A(u)(uw —v), Vv € U.

Definicao 7 Sejam U um espaco de Banach, U* seu dual topolégico e K
um subconjunto convexo de U. Dizemos que T : K — U* é hemicontinua se
T ¢é continua em todos os segmentos contidos em K. Ou seja, se a aplica¢ao
de [0,1] em IR definida para t € [0,1] por

T(tu+ (1 —t)v)(u —v), com u,v€ K
é continua em [0, 1].
Definicao 8 Sejam U um espago de Banach e K C U um conjunto convexo
e fechado. Dizemos que um operador A : K — U* é demicontinuo se, e

somente se, para toda sequéncia (u,) C K, que convirja para u na norma,
tenhamos a convergéncia fraca

Auyp) == A(u).

Definicao 9 Seja V' um espaco de Hilbert e K C V um subconjunto con-
vero de V. Dizemos em um funcional J € V' é Gateauz-Diferencidvel (ou
simplesmente G-Diferencidvel) em um ponto u € K se existe um elemento
de V' que denotaremos por V.J tal que

lim <%J(u—l— Av)) =(VJ(u),v); YvekK.

A—0

Definicao 10 Seja V' um espaco de Hilbert e K C V' um subconjunto con-
vexo de V. Dizemos em um funcional J € V' € fracamente continuo inferi-
ormente em K se para toda seqiéncia (u,) C K, uy, S ue K, tem-se

lim inf J(u,) > J(u).
n—0o0
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Figura 6: Fronteira livre de infiltracao, com h, = hy = 0.25, por penalizacao.
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Figura 7: Fronteira livre de infiltragao, com h, = hy, = 0.1, por penalizacao.
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Figura 8: Fronteira livre de infiltracao, com h, = hy = 0.05, por penalizacao.
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Figura 9: Fronteira livre de infiltracao, com h, = hy, = 0.05, por SSORP.
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