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1 Resumo

A partir dos simbolos de Christoffel de primeira e segunda ordens é demons-
trada a expressao para o laplaciano n-dimensional generalizado em coorde-
nadas curvilineas (também chamado de operador Laplace-Beltrami).

No presente texto resolvemos a equacao de Laplace no Universo de de
Sitter (D), que é uma solucao da equagao de Einstein [1] com constante
cosmolégica nao-nula a curvatura constante 1/R?, imersa em um espago eu-
clideano 5-dimensional [2]. Embora possa ser tratado através de um iso-
morfismo como uma variedade 4-dimensional (S*), D nao é o espago onde a
Relatividade Especial vale, pois ela é tratada em espacos munidos da geo-
metria de Minkowski [3], onde o tensor curvatura é nulo. Queremos adaptar
a Relatividade Especial a cosmologia, distinguindo o espago absoluto dos in-
finitos espagos relativos a cada observador [4, 5](cada um deles constitui um
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espago tangente, também chamados de espago-tempo projetivo de Casteln-
uovo (U(x)).

Surge a necessidade de uma correspondéncia entre D e U(z) em cada
ponto = de D. Para isso utilizamos homeomorfismos entre esses espacos,
através de projegoes estereograficas, obtendo as métricas de Riemann [6],
Borner-Diirr [2] e Beltrami [7]. Finalmente, através da parametriza¢io dos
espacos externo e interno sao obtidas as métricas de Prasad [8] relativas a
cada um desses dois espacos. Com uma diferente parametrizacao indepen-
dente do raio do Universo [9], é possivel voltar ao caso classico.

A partir dos tensores métricos (também chamados de potenciais gravita-
cionais [10] ou campos dindmicos [11]) relativos a cada uma das métricas
acima, resolvemos a equagao de Laplace generalizada para cada métrica.
Com o uso do método usual de separacao de varidveis, concluimos que a
parte angular é a mesma para cada uma das seis métricas obtidas a qual
admite como solucao os harmonicos esféricos, enquanto que a parte radial
difere, mas o caso classico é obtido através do limite R — oo, onde R é o
raio de D. Todas as seis equagoes radiais sao reconduzidas a seis equacoes
de Riccati, através de uma mudanca conveniente de variavel.

Finalmente, como apéndice, fazemos a demonstracao de que D apresenta
uma topologia S? x R, introduzindo um difeomorfismo entre essas duas var-
iedades Riemannianas.

2 Introducao

O espaco relativo a cada observador centrado em seu sistema referencial
cartesiano U(x) constitui a drea de atuagdo da Relatividade Restrita. Con-
siderando dois observadores distintos, habitantes de D, em relacao a cada um
deles temos os espagos tangentes U(z1) e U(z2). A uniao de todos os espacos
tangentes e seus respectivos pontos de tangéncia constitui o fibrado tangente
de D, que é uma variedade 8-dimensional. Esse resultado segue da analise
em variedades, ja que D é uma variedade 4-dimensional. A possibilidade
do estabelecimento de coordenadas projetivas segue da orientabilidade de D
[12].

As diversas métricas obtidas por tais homeomorfismos entre D e U(x),
Va € D sao distintas pela natureza de sua projecao. As métricas de Riemann
e Borner-Diirr sao obtidas fazendo-se a projecao a partir do pélo norte, en-
quanto que a métrica de Beltrami é originada por uma projecao a partir do



centro de D.

Além disso, podemos escrever D = D_ + D, , onde D_ é o espago in-
terno e D, é o espaco externo, sendo que eles estao separados pelo cone
de luz: nenhum evento em D_ pode ser percebido por um observador situ-
ado em D, e vice-versa. A cada um desses espac¢os associamos um grupo
de simetria: Dy — SOy, e D_ — SO39. A partir do tratamento de tais
espagos através dos grupos a eles associados, é possivel definir uma forma
quadratica e consequentemente as métricas interna e externa. Como no
presente trabalho consideramos a métrica de Prasad em coordenadas nao-
estaticas, parametrizamos D_ e D, utilizando 5 coordenadas paramétricas.
E claro que as equagoes radiais diferem em D_ e D, pelos sinais e comporta-
mento oscilatério ou hiperbdlico da coordenada temporal, concordando com
o previsto por Dirac. Vemos que, nesse caso, as duas equagoes radiais sao
reduzidas a uma s6 equacao de Riccati. O caso classico é obtido com uma
parametrizacao independente do raio do de D.

3 O laplaciano generalizado a partir dos
coeficientes de conexao de Christoffel

Seja um campo escalar ¢ : Dy C R"™ — R. Escrevemos o diferencial desse

campo escalar dip) = ﬁdyi em relagao as coordenadas curvilineas y' (1 < i <
Y

. : : 0 : :
n). A lei do quociente [13] nos diz que % deve ser um vetor covariante, pois
) )
os diferenciais dg' sao contravariantes. Podemos, entao, escrever o gradiente
o _— \
do campo como Vi) = $e , onde o0s €' sao 0s vetores tangentes as curvas
Y

. .1 or or

coordenadas. Esses podem ser escritos como e' = — —, .

h; Oyt oy’

Considere agora um campo vetorial V : Dy C R™ — R", o qual pode ser

expresso por suas componentes V = Vie; (Daqui em diante estara implicita
a convencao de Einstein para somatorios [13]). Portanto,

onde h; = ‘

ov . ov? - Oe;
~ . — =€ ¢ Z. ]_
oy~ oy e +V oy (1)

€ ‘ . ~
Como e ¢ um vetor do espaco, podemos expressa-lo como uma combinacao
Y



linear dos vetores da base

By L
Lembrando que €™ - e, = ;" temos a seguinte definicao dos coeficientes de
conezrao, mais comumente chamados de simbolos de Christoffel de sequnda
ordem! [12]:

iJ 8y]
Os simbolos de Christoffel de primeira ordem sao definidos por
oe; oe;
] — ko m Y96 _ 06
[ij, k] = gmkl'i; = gmure Dy €k Dy
Dessa forma 5 5 5
gij €; €5 1 - o
Entao é possivel reescrever (1) como
oV oV ki
3= (g +Virh) (2>

Quando 7 = j

—
ik 2

9 oyk oyt dy™

e, apenas trocando alguns indices mudos, escrevemos:

Seja g = det]g;;]. Pela teoria dos determinantes, temos
89 — Aim = ggim
agim

onde A" ¢ a matriz dos cofatores. Utilizando a regra da cadeia

dg _ 99 Oy’
8gim B ayj 8gim

! Tais simbolos sdo simétricos em relacdo aos indices covariantes.

4



podemos escrever
0Yim  Oy;

de onde segue que

Fi_lag_lﬁgl/Q_l 1 g
ik — %ayk - gLz Oyk - gLz | 2g1/2 Gyk
A partir dos resultados acima e utilizando (2), obtemos a seguinte expressao
para o divergente do campo vetorial:

oV . 1 0g*? 1 0

.V = — 1/2y/k
V-V By +V gl2 gk g172 ok L9 V]
Da definicao de gradiente de vetores contravariantes
0
Vi = tk Y
g Dy

chegamos a formula para o laplaciano generalizado n-dimensional em coor-
denadas curvilineas:

1 0 4 O
2 _ . _ 9 ) 2 i 9Y
VA=V V=har {g 9 8yi] (3)
onde o somatorio sobre os indices 7, k esta implicita pela convencao de Ein-
stein.

4 A métrica de Riemann

A projecao estereografica do Universo de de Sitter (D) no espaco euclideano
Es, que é um hiperplano tangente a D, origina a métrica 2de Riemann, dada
por ,
= LZ(de + dy® + dz*)
+p

Facamos uma mudanca de variaveis, introduzindo coordenadas esféricas

em Fjs:
x = psenf cos @ y = psenfseng z = pcosf

com

?Daqui em diante estard implicito o produto tensorial na prépria métrica, ou seja, ndo
faremos distingdo entre ds® = g;;dz'da? e ds® = g;;da’ @ da?

5



0<p<2r,0<p<o0, <<
Obtemos os diferenciais em relagao a cada coordenada:
dr? = dp*sen?Ocos®o + df? p*cos’fcos’p + dp? p?sen’fsen’

+2dpdfsent) cos Ocos® pp — 2dpdpsen’seny cos pp
—2p*dpdfsent) cos Oseny cos @
dy? = dp*sen®*@sen’p + db? p*cos?Osen?p + dp*p*sen*fcosp
+2pdpdfsend cos Osen?p + 2pdpdpsen®Oseny cos
+2p*dipdfsend) cos fseny cos o
dz* = dp?cos’d + p?sen*0db? — 2pdpdfsend cos

A partir dessa transformacao obtemos a métrica de Riemann na sua forma,
polar, isto é, em coordenadas esféricas:

472

ds?* = ———
4r? + p?

(dp* + p*df? + p*sen?*0dp?)

As componentes covariantes do tensor métrico agora obtido pelo produto
interno entre os vetores tangentes as curvas coordenadas sao dadas por

B 412 B 472 p? B 4r2p*sen’d
g1 = 47 + 2 g22 = 42 4 2 933 = 4%+
J& haviamos definido em [14] o determinante associado a esse tensor como
g = det[gij] (4)
portanto
B 6475 p*sen’
(2423

Substituindo as componentes tensoriais, dadas acima, na expressao do
laplaciano generalizado obtemos a equagao de Laplace:

V20 =

(42 + p?)** 8 [( P2 8(1)] (4% + p?) @ { a@]

= Ul TP Y [l
4r2p2  Op | (4r2 + p?)1/2 0p 4r?p?send 00 Y



(4r* + p%) 0°®
4r2p2sen20 0p?

Considere a seguinte separacao de variaveis:

0 (5)

® = R(p)Y(0,9) =RY

Portanto (5) é equivalente a

V2P =

(4r* + )"’y @ { P 8}1 (472 + p*)R O { GY]
(

il IR N A S 9o
4r? p? Op | (4r2 + p2)'/2 dp 4r?p?sent) 00 Y

(4r? + p*)RO*Y
4r2p2sen2f 0p?
Podemos ainda dividir (6) por Y R:

0 (6)

1 (4r2 + p»)** 0 [ p? OR
(

VP — — g on
R 4r2p?2  Op [(4r2+ p?)1/2 0p

1 (4r?+p?) 0 )4 1 (472 + p?) 0%V
- — | senfl— — =0 (7)
Y 4r2p?send 00 00 Y 4r2p?sen?6 0p?
2, 2
Apés simplificarmos ambos os lados de (7) pelo termo , VEINOS que

Ar2p?
o primeiro termo ¢ independente das outras duas variaveis independentes, de
modo que é possivel separar a equacao nas partes radial e angular, resultando
em

1 d 0 dR
(472 a2 P Tk 8
RO {(47“2+p2)1/2 dp] ®
para a parte radial e
1 1 0 oy 1 0%Y
il _ 0— —| = -k 9
Y [sen@ 00 <sen 89) * sen?f 8302] (9)

correspondendo a parte angular, onde k£ é uma constante de separacao. As
expressoes (8) e (9) podem ser reescritas como:

d p2 dR
2 2\1/2 % | F  Bbp
(47" -+ P ) |:(47"2 2)1/2 :| — I{?R (10)



1 0 oy 1 0%
o B0 <Sen9%> + sen?0 97 +kY =0 (11)

Relativamente a equagao (11), a constante k ¢ restrita aos seguintes valo-
res: k = ((¢{ +1). Caso contrario haverd descontinuidade quando o angulo
azimutal assumir os valores # = 47, j4 que as séries, que sao solucoes da
equagao angular azimutal, exibem valores infinitos em tais pontos. Escolhe-
mos valores inteiros para k, pois, ao assumir esses valores, tais séries se
degeneram em polindmios e as solugoes sao continuas em toda a reta real[13,
15].

Ao fazermos Y =Y (0, ) = O(0)é(y), podemos separar a equacao (11),
obtendo

sent d do 1d*¢
— 0— 000+ 1)) = ——— 12
o 0 {Sen d0]+sen [0(¢+1)] 5 d? (12)
Cada lado em (12) possui sua varidvel independente; chamemos a constante
de separacao de m?, com —¢ < m < ¢,m € N. Essa escolha é feita para
a conservacao da simetria rotacional da funcao ¢: em cada direcao, ¢ sé
assume um valor. Portanto

dp) = Ae*me (13)

com A constante.
A outra equacao é como abaixo:

1 d (sem@) + [€(€+ 1) — " ] ©=0 (14)

senf df do sen20

que é a equacao associada de Legendre com solucao regular na origem dada
por B, (cos 0).

Assim introduzimos os harmonicos esféricos Y (6, ¢) = P™(cos f)er™¢,
onde P, (cosf) é o polinémio associado de Legendre. *

3No presente caso m € N, o que é bastante 1til sobretudo em Mecéanica Quantica. E
possivel fazer o nimero quantico magnético m < 0. Além disso, a defini¢do mais precisa
dos harmoénicos esféricos é dada por um fator de normalizacdo a mais do que exposto no

1/2
m[20+1 (€= m)1Y

texto, isto é: Y(G,@) = (—].) i m

P,I™l (cos B)e* ™% [15].




Apenas reescrevendo a parte radial, equagao (10),

d P> dR
472 (V2 i B
(44 77) dp [(47“2+p2)1/2 dp

e efetuando suas derivadas, obtemos:

] —((l+1)R=0

d*R P dR
20 — — + 0l +1 1
pd2+(p 4T2+p2)dp+<+>R 0 (15)

Introduzimos a seguinte mudanca de variavel:

1 dR dR

Rdp " dp "
de onde
2R d (dR\ d dy  dR _dp
() - YR =R R 4 Ry
dp* d (dp) dp(n )= dp+ndp dp+ !
=Ry’ +n’R
A equagao (15) pode ser reescrita como
2 2,2 P
= — 2p — 1 1
P PN +(p 4T2+p2>n+€(5+ ) (16)

que é uma equacao de Riccati.
Além disso,

, R P\ dR , 2R dR
I 2 — e+ )R 2p U+ R
rinolo[ d2+<p 4r2+p2>dp+(+)] rrar T

d [ ,dR
= — e ]_ =
i <p dp>+£(€+ )R =0

No caso particular em que £ = 0, ou seja, considerando que a particula
descrita por essa funcao de onda radial esteja no estado fundamental (¢ = 0)

dR
retornamos ao caso cldssico, pois d_ <p 7 ) = 0. Nesse caso o campo es-
p

calar (ou potencial escalar) tem simetria esférica: ele independe da orientagao
e pode ser escrito como ¢ = ¢(p).



5 A métrica de Beltrami

Um observador O em uma posigao arbitraria no Universo de de Sitter (D)
¢ capaz de enxergar qualquer evento, como por exemplo um pulso de luz,
em seu referencial, que é um espago tangente, (Ps;;), a D. De fato, o sinal
luminoso segue a geodésica caracteristica de D, acompanhando sua curvatura
intrinseca. Assim o observador O localiza esse pulso em uma direcao tangente
a S% no ponto O.

Para conseguirmos uma representacao fidedigna dos eventos em cada um
dos infinitos espacos tangentes é necessario obter uma relagao entre as coor-
denadas absolutas £ em D e as coordenadas relativas z* em P, também
denominado espaco-tempo projetivo de Castelnuovo.

Dentre vérias possibilidades, Beltrami escolhe fazer uma projecao a partir
do centro de D em um plano tangente a D no pdlo sul (0,0,0,0,—r), e, por
semelhanca de triangulos, sao verificadas as seguintes relagoes:

T at

Z: é‘# = 1 (17)

4_
&= A

2
P . .

onde A = (14 5)Y% e p? = atu, = —a2 +a? + a2+ 22 e r é o raio do
2

Universo.

A partir de uma métrica pitagorica em D ha uma métrica projetiva cor-
respondente em P53, associada ao mesmo elemento de linha, a saber

: 1
ds® = dpdp, = A A%da' dw; — = (vidw;)?) (18)

2
de onde obtemos diretamente o tensor métrico

1
gir = A (A%0y — T_xzxk) (19)

2
Apés explicitarmos o valor de A em (18), obtemos:

ds* = r? 4+ % 4+ 2 da? + (2 + 2+ 22 dy? 4 (rF 4 2+ y?)d2?
2 ) Y Y

(r2 +p?)
—2zydrdy — 2vzdrdz — 2yzdydz]

A partir da correspondéncia entre as coordenadas cartesianas e as polares
esféricas, por simples substituicao paramétrica, obtemos
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7"2

(7"2 + p2)2

As componentes do tensor métrico sao dadas por

ds* = [r?dp? + p*(r* + p*)sin®0de” + p*(r + p*)d6’]

4 2 2
r r 2 r

2
= T s ey
922 ( P 933 (2 1 p2)

2 2.5 2
m 'I"pSlne

e gir = 0, para ¢ # k. Entao, o determinante associado a esse tensor é dado
por

8
4.2
g=-———-—p sin“f
(r? + p?)*
De posse das expressoes acima, conseguimos expressar o laplaciano gene-
ralizado no Universo de Castelnuovo onde as geodésicas em D sao levadas
em retas paralelas em Psq, isto é:

V2 = 0 [ rip*sind (r* + p*)* 09

2 Op L(r*+p*)? r* Op

+2 rip?sin®  (r? + p?)? ¢ 9 rtp? sin 0 (r? + p*)? [
9 [0 2P G A o) 0 [P 5 2R s )0

A equacao de Laplace é expressa como:

v CHP) O (8¢>+(r2+p2) ( 9@> (r2+pz)@:
dp

r4p? op r2p? sin 6 00 00 p2r2sin?f Op?
e . (r? + p?)
Apds dividirmos ambos os lados da equagdo acima por ————=, chegamos
p2r

a

) (r*+p?) 0 200 1 0o 1 @ B
Vo= 2 dp (p 0p tSng sm@@@ Smeae * sin’f 0p? 0 (20)

Introduzimos a seguinte separagao de varidveis: ¢(r, 6, ¢) = R(r)Y (6, ¢).
Assumimos que a constante de separacao seja (£ + 1) , com ¢ =0,1,2,3...,
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pelos mesmos motivos citados anteriormente. Com isso podemos escrever a
equagao angular

1 1 Y 1 1 2y
8( 8) oY L e+1)=0 (21)

- = | sinp2=— - 7
Ysin0o0 \""" 90 ) Y sin20 92

A equacao acima tem como solucao os harmonicos esféricos dados por
Y(6,p) = P™(cos0)e™?. A outra equagao (radial) é dada por

(r*+p%) d <p2d_R

- i

T > —0(+1)R=0 (22)

A equacgao radial pode ser explicitada como

2 J2
2 P AR 20 5 o
(r +p)r2 12 +r2(7" +p%)

dR
dp
E importante verificar o limite do raio do cronotopo de de Sitter tendendo

ao infinito, o qual deve estar de acordo com as observagoes relativistas do
universo de Minkowski livres de fontes ou sorvedouros. Assim, fazendo-se

—((+1)R=0 (23)

L y AR o
r — 00 na equacao acima obtemos o P o) = 0, recuperando, assim a
P P
solucao classica.
Introduzindo a mesma mudanca de varidvel feita para a métrica de Rie-

mann, a saber:

1dR R dy
S — —— =R| L 2
TR T (dp+“>

podemos reescrever (23) como:

7“2

21:_22_2 ge 17
pip = —ptp pu+(+)r2+p2

que é uma equacao de Riccati.

6 A métrica de Borner e Dirr
Essa métrica é obtida pela parametrizagao do hiperboldide
N’ = —1?, com 1y = diag(l,—1,-1,—1, —1) a,b=0,---,4.
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por coordenadas conformes (z#), através da projecao estereografica do pélo
norte (0,0,0,0,7) em uma hiperplano tangente no pélo sul (0,0,0,0,—r) :

2
no_ N 4_ 2y (1 T
= et ¢ =—rg(e?) (14 ;)
2 @’ 2 2, 2, .2 2
com ((z*) = 1_4—7“2 , r° =at'z, = —xg + o] + x5 + 75

Perante essas transformacoes, o elemento de linha em D se reduz a

ds® = —((z*)da"n,, dz"

onde 7, = diag(l,-1,-1,-1) e p,v =0,---,3.
Efetuando-se a parametrizacao por coordenadas polares esféricas, obte-
mos o tensor métrico

(r*+p?) d [ ,dR
—_ — | =l +1)R = 25
o \P D ((+1)R=0 (25)
10 0 0
2 0 p? 0 0
gij = —C(a") 0 0 p’senf O
0 0 0 c?

com determinante dado por
g = (Yz?)p*c?sin®0

Depois de aplicada a formula do laplaciano generalizado

1 < 0 [(g'/? 8¢>
Vip = —— - ( hid
¢ g'/? ;1 oy; \ gii Oy,

e utilizando o tensor métrico descrito acima, a equacao de Laplace é escrita
como ? :

1 1
V2 = —((2?) <%3p(028p¢) + m {ag(senﬁamé) + senZQ] + gatﬂ?) =0

4Aqui fizemos a transformacdo de varidveis zo — ict, onde c (constante) e t tém
dimensao de velocidade e tempo, respectivamente.
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Pelo método de separacao de variaveis, consideramos

o(p,t,0,0) = A(p, )Y (0, p) = AY

A partir dessas duas fungoes, podemos escrever duas equacoes diferenciais
parciais, cada uma dependendo de apenas duas coordenadas °:

2
9, (0°0,4) + Zo24 = —kA (26)
C
L Oy(senbdyY) + ——8,2Y + kY =0 (27)
senf ! Senvo sen2f? N

onde k£ é uma constante de separacao.

J4 conhecemos a solucao da equagao (26) e, visto que ja foi discutida
anteriormente, voltaremos a atenc¢ao para a equagao (25) . Para a obtengao
da parte radial serd necessaria uma separacao adicional de varidveis. Seja
A(p,t) = R(p)T(t). Substituindo na equacdo temos

11d/(,dRY 11&8T k
Rprdp \” dp a

Denominando a constante de separacao por a?, a equacao acima pode ser
separada da seguinte forma:

11d (,drR\ k
- - = ) 2 28
Rp*dp (p dp) 2 (28)
11T
a7 (29)

A solugao de (28) ¢ da forma T'(t) = A;e™*, com A; constante. De fato,
(28) pode ser escrita como T" = a?c*T. Substituindo a solugdo exponencial
nessa expressao encontramos o valor de y(y = +ac).

A equagdo radial (27), apds as derivagoes, pode ser escrita como ':

?R 2dR kR
I T @R=0
dp? +pdp 2

0
20 = .
< 3(
SLembramos que para qualquer descrigao fisica de eventos k = £(£ + 1).
"Essa equacdo diferencial ordinaria é uma equacgio de Bessel[16].
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Introduzindo a mudanca de variavel

LdR _
Rdp "
chegamos a uma equacao de Riccati:
2 k
po=—p?—=p+— +ad (30)
P P

7 A métrica de Prasad

O universo de de Sitter(D) pode ser descrito pela soma g + g, onde p; é o
espaco externo (dimensoes espacial finita e temporal infinita) e p, é 0 espago
interno (dimensodes espacial infinita e temporal finita), onde correspondem,
respectivamente aos grupos SOy, e SO32 [17].

7.1 O espaco externo ( 1)
Tal espago possui curvatura constante 1/R? e tem a ele associado a seguinte
forma quadrética ( a qual define o elemento de linha):

R? = (11)” + (2)” + (23)* — (24)” + (25)*

Uma possivel parametrizacao para a forma acima, utilizando-se coorde-
nadas nao-estaticas é:

xr1 = Rsenysenfcospcht
ry = Rsenysenfsenpcht
x3 = Rsenyxcosfcht

vy = Rsht

rs = Rcosycht

permitindo-nos escrever:

ds,? = R*ch*t[dx* + sen®x(d6* + sen®0dy*)] — R*dt* (31)

O tensor métrico é dado por
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ch’t 0 0 0
g1 = R? 0  sen?ych’t 0 0
* 0 0 sen?ysen?0ch*t 0
0 0 0 -1
com determinante g = —R8ch®tsenysen?.

Apés a substituicao desses termos na féormula do laplaciano generalizado
obtemos a equacao de Laplace:

2

sen‘y 1
(R%ch’tsenx) V3¢ = T O, (ch’t0,¢) — O, (sen®x0,¢) + mag(sen&%qﬁ)
1
+Sen2ﬁaw¢ =0 (32)

Tomando o campo escalar ¢ como o seguinte produto funcional

o(x,t,0,0) =T (x, )Y (0, 9)

podemos separar a equacao de Laplace em duas equacoes, onde cada uma sé
depende de duas variaveis independentes:

1 1 1 1
Y senf D (senddyY’) Y 3671298W ae+n (33)
1 5 ) 0(+1)
2 r)— T)— I = 4
chtat(ah to,I) sen2x8x(sen xOxTI) I 0 (34)

com /¢ =20,1,2,3,---.
Relativamente & equacao (33), considere que

I'(x, ) = II(x)Q(t)

e que a constante de separagao® seja . Assim (33) pode ser separada em

1 d [ ,dl\ (l+1).
@ @ 11— ol =
sen?x iy <sen XdX) + sen?y « 0 (35)
1 d [ ,.d2\
— ¢ ) 20 =
cMﬁ(mtﬁ> “ (36)

8a¢=0,1,2,3,--- corresponde ao espectro dos autovalores da equacio de Gegenbauer.
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Daremos énfase & equagao (34), isto ¢, a parte radial. Utilizando a regra
da cadeia para a derivacao de (34), podemos reescreveé-la como

1 dll d?I1
2senxcosy— + sen’*y—— + £({ + 1)II — o’IIsen’y| =0
sen?y dx dx?
ou ainda
d°11 dil  ((0+1)
— + 2cotgx— II—a’Il=0 37
dx? + Scotgx dx * sen?y @ (37)
Introduzindo a varidvel 7 = cosy, temos
d d dj d . 90t dIl 5 dIl
—_— = ——— = ——3en Cco — = —2CO0SX——
dr  djde  dj o IX X
bem como
d? d d d d dj d dz( 2\) d
— = — | ——=senx | = ————seny — —cosx = —(sen“x) — —cos
x4 ) T g T g T gt T gt

A equagao (36) pode ser reescrita, com a substituicao feita acima, como:

d*11 dIl L(l+1)

—(1—j3) —3j— —a’ll =0 38
Além disso, introduzindo a variavel p dada por
LdI() .
ﬁT = u(y)
podemos escrever (37) como
. L+1)
1 2 2
= — 3 — 39
W=t o et - (39)
que é uma equacao de Riccati.
2 )2 2
9Aqui a varidvel x é definida a partir de seny = (21)" + (m22) + (@3) . Embora seny

nao seja o raio propriamente dito, ele é o raio normalizado adimensional.
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7.2 O espacgo interno (p>)

Esse espaco tem curvatura negativa —1/r? e pode ser caracterizado pelo
grupo de simetria SO3,. Em virtude desse grupo, fica definida a forma
quadratica:
2 2 2 2 2 2
Prasad [8] propde a seguinte parametrizagao, novamente com coordenadas
nao estaticas:

xr1 = rshysenfcospcost
ry = rshysenflsenpcost
xr3 = rshycosfcost

Ty = rsent

r¢ = rchycost

Desse modo o elemento de linha tem a seguinte forma:
ds_* = r’cos*t[dx* + sh®x(d0® + sen®0dy?®)] — r*dt* (40)

O tensor métrico associado ao espaco interno é, entao, dado por

cos’t 0 0 0
g 0  cos’tsh?y 0 0
i =7 0 0 cos’tsh?ysen®d 0
0 0 0 -1
com determinante g = —r8cos®tsh*ysin?0.

Apés algumas simplificacoes e substituicao dos coeficientes do tensor
métrico dado acima, a equacao de Laplace pode ser escrita como:

2

sInex 1
r*cos’tsh*x V3¢ = — ot Oy (cos*t0,p) + 0, (sh*x0y¢) + w%(sen@@@)
1
+maw =0 (41)

Admitimos que a equacao seja separavel e definimos o seguinte produto
funcional:

o(p,t,0,0) = Ap, )Y (0, ) = AY.
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Assim separamos a equacao de Laplace, onde a constante de separacao é
dada por £(¢ + 1) quando esta envolvida a descri¢ao geométrica de eventos;
logo:

1 sh®y

2
X oos at(cos to,\) + Aax(sh XO0y¢) = L(L+1) (42)
1 1 1
?Wag (sen@@mﬁ) —|— 20 @@Qﬁ (6 + 1) (43)

E interessante notar que (42) é exatamente a parte angular para todas as
métricas obtidas anteriormente.

Tendo como objetivo separar (41) em uma parte temporal e outra radial,
que serd tratada com mais detalhes, escrevemos

Alx,t) ==()Y(?)

de onde podemos reescreve-la como

1 sen®y 1 -
U cost Or(cos*t0,T) + EaX(ShZXaX:) =(({+1)

e, apés dividirmos ambos os lados da equacao acima por sh?y, podemos
separd-la, e, admitindo que a constante de separacao seja (3%, obtemos' as

equacoes ordindrias
1 1 d d\I! 9
T cost @i ( dt) 8 (44)

2
=— 45
=Zsh?x dx de sh?x b (43)
Mais uma vez utilizando a regra da cadeia para fungoes reais podemos
escrever (44) como
d’= d= 0(+1)
+ 2cotghxy— — — 3
dx dy? g de [ sh?x b
Seja m = chy. Com essa substituicao, a equagao (45) pode ser escrita
como

1 1 = 1
— i(shQ d_>_€(€+ )

(11

=0 (46)

103 =0,1,2,3,--- corresponde ao espectro dos autovalores da equacio de Gegenbauer.
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Definindo, ainda

podemos reescrever (46):

1 ((C+1)
P2 2
wo= u+1_m2<3mu+ﬁ 1—m2>

que também ¢é uma equacao de Riccati.

(47)

(48)

8 A métrica de Prasad com raio do Universo

independente da parametrizacao

No caso anterior, com a parametrizagao hiperbdlica de D, nao foram obtidos
os campos classicos, fazendo R — oco. Com uma nova parametrizacao, somos

capazes de obter o caso cldssico no limite acima proposto.

O grupo que age no espago externo Dy é 0 SOy, enquanto que o espago
interno D_ somente ¢é afetado pelo grupo de transformagoes SO35. Em co-
ordenadas cartesianas, podemos expressar os elementos de linha interno e

externo respectivamente:

ds+2 = dz,? + dxo? + dxs® — dwy? + dxs?
ds_% = dz,? + dwy® + dos® — duy® — dug?

A partir das transformagoes propostas por Tolman [18] a saber

x5 £ x4 = Ryexp[£t/R.](1 — 1%/ R,*)"?

para Dy e

x4 +ivg = R_exp[+it/R_](1+r*/R_?)V/?

para D_, podemos substituir essas expressoes nos elementos de linha, resul-

tando em

20



d 2
o s 0 — (1% £ R
+

onde o tensor métrico pode ser escrito da seguinte forma matricial:

ds+? =

(1Fr2/R2)™ 0 0 0

- 0 r? 0 0
i~ = 0 0 r%sin?0 0
0 0 0 —(1¥r?/R.?)

Utilizando a expressao do laplaciano generalizado

1 0 5 0
2 _ . — 1/2 ik 4
Vi =V V¢ PR [g g —Byi] (49)
e o tensor métrico acima, obtemos a equacao de Laplace
101, oY 1 0 . oY
— 1F A= _— 0—
2 Or [T( + ir)ar]+r28in2080 <s1n >+
1 2 1 2
S 7L 0 (50)
r2sin® 0 0p? 1 F ApLr? Ot?

onde A+ = 1/R.*
Propomos o método da separacao de variaveis, a partir da substituicao
P(r,t,0,p) =Y(0,0)(r,t) na equacdo acima, obtendo

101, 5 O 1 r? T
T or [T (LF Asr )E} EINOr (51)
para a parte nao-angular e
1 1 0 Y 1 1 0%
———— | sinf— - =-A 2
Y sin 0 00 (S‘“ o0 > Y sin? 0 00 (52)

para a parte angular

Ao fazermos a constante de separagao assumir valores inteiros (¢(¢ +
1)), a equacao acima admite como solugdo os harmoénicos esféricos, dados
por Y(6,p) = P™(cosf)er™ onde P (cosf) é o polinémio associado de
Legendre.
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Ao separarmos a equagdo nao-angular, através da substituigao I'(r,t) =
R(r)T'(t), temos

10°T

Torr
Se estivermos na estrutura interna do Universo de de Sitter(D_), a equagao
temporal acima tem solucao oscilatoria

T (t) =71 exp(£iHt/R )

associada com o nimero quantico "hipercarga” (H) [19]. Se estivermos
tratando de D, o tempo terd um carater hiperboélico descrito pela equagao
associada aos autovalores de energia (E)

Ty (t) = Trexp(£Et/Ry)

A equacao radial, por sua vez, toma a seguinte forma:

1 :FAiTQi

dR]  (L+1) o
S ] (1F A )R=BR  (53)

2 2

[r (1F Axr )dr >

Essa equacao pode ser transformada em uma equacao de campo cldssico
(por exemplo, o campo elétrico ou o gravitacional em espagos vazios). Fazendo
R — o0, pela defini¢do (Ax = 1/R+?), no limite, AL — 0. Com os resultados
do tratamento da Mecanica (Quantica em universos hiperesféricos, tanto em
D,, onde vale B = Y?/R_? quanto em D_, onde vale B = E?/R,? no
limite onde R — oo temos o resultado B — 0. Portanto a equacgao radial se

reduz a L4 iR
- 2_ —
r2 dr <T dr) 0 (54)

no estado fundamental, onde ¢ = 0.
Com a mudanca de variaveis
1dR N dR R
Rdp dp

podemos reconduzir a equagdo radial (6) a uma equagao de Riccati

2 2ALr 0(+1) B
! 2 +

=—n2—plZF + + 55
g e (r 1F Air2> r2(1F Apr?)  1F Ayr? (55)
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9 Conclusoes

Em relacao a métrica de Prasad as equagoes radiais diferem pelos sinais e
pelo carater hiperbdlico ou oscilatério de cada uma das equacoes, mas ambas
sao reconduzidas a mesma equacao de Riccati. Aqui, com a parametrizacao,
o caso classico de um campo escalar esfericamente simétrico nao pode ser
obtido fazendo-se o raio do Universo tender ao infinito. Isso ja era previsto,
pois em coordenadas cartesianas o raio do universo esta desacoplado das coor-
denadas, enquanto que em coordenadas curvilineas a parametrizacao vincula
o raio do Universo: ele é a propria coordenada paramétrica radial. Dessa
maneira, pelo fato de resolvermos V2® = 0, h4 perda de informacdo sobre
o raio, pois esse pode ser posto em evidéncia para as derivadas de todas as
coordenadas, e, pela homogeneidade da equacao, essa informacao ¢é perdida.
Com a parametrizacao independente do raio do Universo, recuperamos o caso
classico.

Um caso semelhante ocorre para a métrica de Borner-Diirr. Essa métrica
é conforme e podemos escrever:

ds? = —((2*)da"n,, dz"
1

onde 7, = diag(l, -1, -1, —1), com p,v =0,---,3

Pela mesma razio, a homogeneidade da equagao de Laplace, (x?) desa-
parece e a informacao sobre o raio vai juntamente com esse fator.

Para as métricas de Riemann e Beltrami ocorre a obtencao do caso classico
da equacao radial, isto é

quando o raio tende ao infinito.
Todas as seis equacoes de Laplace exibem a mesma equagao angular

1 8( 8Y> 1 0%Y

sin f— —
sin%f 0?2

0 00 +0(l+1)Y =0

00

que admite como solu¢ao os harmonicos esféricos

Y (0, p) = P, (cos f)er™?

onde P,"*(cos ) é o polindmio de Legendre associado .
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Com relagao a parte radial obtivemos uma equacao diferencial ordinaria
de segunda ordem e a recondugao a uma equacao de Riccati, para cada uma
das métricas, isto é:

d’R I dR
pi— 2p—— | — +Ll+1)R=0 56
pdp2+<p 4r2+p2>dp+(+) (56)
2 2, 2 p’
= — 2p— ——— k
pn = —pn +<p 4T2+p2>n+ (57)
para a métrica de Riemann,
o PR 2p 0, 5 dR _
(r +p)—2w+—2( p)d_p_€(€+1)R_O (58)
2 1 2 2 r?
=— -2 ((0+1 59
pip = —ptp pu+(+)ﬂ+p2 (59)
para a métrica de Beltrami,
d’R 2dR kR
L T _ R =0 60
dp2+pdp . (60)
2 k
po=—p’—=p+—+a (61)
PP
para a métrica de Borner-Diirr,
d*11 dil (¢ +1)
— + 2cotgx— I1—o?ll = 2
I’ + 2cotgy Ix + sen?y « 0 (62)
, ((0+1)
r__ 2 2
W=t o [3Ju+a 1_].2} (63)
e
d’= d=  [L(l+1)
a2 +eotehg [ShZX ﬁ} (64)
((0+1)
r__ 2 2
W=t s [3mu+ﬂ l—mZ] (65)

para as métricas externa e interna de Prasad, respectivamente.
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Note que as duas ultimas equagoes de Riccati, provenientes da métrica
de Prasad vém de equacoes radiais distintas, porém, a menos das variaveis,
trata-se da mesma equacao.

Apresentamos, finalmente, as equacoes

LF A2 d [, o AR L+1) 5 B
—3 g |" (1F Axr )_dr - 3 (IFAr”)+B|R=0 (66)
2 2A.r ((0+1) B
! 2 +
o (2 67
g n n(rqzquAir?)+r2(1:FAir2)+1:FAir2 (67)

para a métrica de Prasad com parametrizagao independente do raio
do Universo.
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Apéndice

A topologia S? x R do Universo de de Sitter
Def. 1:

Uma variedade diferencidavel de dimensao n é um conjunto M e uma familia
de aplicacoes biunivocas x, : V, C ' R"™ — M de abertos V, de R"™ em M tais
que:

(1) Uy za(Va) = M.

(2) para todo par a, b, com z,(V,)Nzy(V) = W # 0, os conjuntos z,* (W)
e z, ' (W) sdo abertos em R™ e as aplicagdes x; ' oz, sdo diferencidveis.

A aplicagao x, com p € x,(U,) é chamada parametriza¢io de M em p. A
familia [(V,, z,)] satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel
em M [12].

Def. 2:

Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacao ¢ : My — M,y é
diferencidvel em p € M, se, dada uma parametrizacao y : Z C R™ — M, em
©(p), existe uma parametrizagdo z : V. C R™ — M; em p tal que ¢(xz(V)) C
y(Z) e a aplicagio y™' o ¢ o x:V C R" — R™ ¢ diferencidvel em z7*(p).

Def. 3:

Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacao v : My — M, é
um difeomorfismo se ela é diferenciavel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa
1 é diferencidvel.

Def. 4:

Seja f : R¥! — R de classe C™ em todas suas componentes. Um ponto
p € RF* 6 dito ponto regular de f se, pelo menos uma das 0f/0z, com
t=1,2,...k+1 é nao nula. Um numero real r é dito valor reqular de f se
f7(r) consiste em pontos regulares.
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O Universo de de Sitter ¢é identificado como uma variedade com hipersu-
perficie de nivel contida em R®. Dados dois vetores z, y € D, entdo o produto
interno é definido como:

Ty = x1Y1 + T2y + T3Ys + T4Ys — TsYs

e, consequentemente, a forma quadratica como

Q(z) = (21)” + (22)* + (23)* + (24)* — (5)°

de onde

80 0Q

= 2. e
ox; i ¢ 0rs i

portanto r = R (o raio ndo-nulo da pseudoesfera) é valor regular de Q).
Entao, podemos enunciar o seguinte:

Lema 1:

Se r é um valor regular de f : R¥*' — R entao f !(r) é vazio ou uma
variedade k-dimensional.

Pelo Lema 1, o conjunto
QN (R*) ={z € R”: (21)" + (22)* + (w3)" + (wa)” — (25)" = R’}

¢ uma variedade 4-dimensional de R°. D = Q~'(R?) é um hiperboléide de
uma folha em R°. (R = R(t) = et/" +£ 0). Secoes paralelas ao hiperplano
{21, 19, 23,74} sd0 discos que representam hiperesferas S*. Entao, deste re-
sultado, enunciamos o

Teorema 1:

O espaco-tempo de de Sitter é difeomorfo a 8% x R.

Prova:

Considere o seguinte conjunto:

S* xR ={(y1,v0,y3,ys,t) :yi +ys +ys+ys =1 —co <t < oo}
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(nessa definigdo consideramos o raio de D unitdrio, sem perda de generali-
dade, o que s6 é verdadeiro para t=0). Defina um atlas F' : S x R — R°
por

t
F(ylay27y37y47t) = [(1 +t2)1/2] <y1,y2,y3,y4, m)

de onde obtemos para as derivadas

oF OF /
5 = L+ 2L LLL0) o= m(ybyw&% 1)

Portanto F' é suave. F' também é injetiva uma vez que: considere F'(y) =
F(y1,y2,Y3,ys, t1) € F(x) = F(x1, T2, x3, T4, t2), entao se F(y) = F(z) temos,
em primeiro lugar, que t; =ty e, a partir dai x = y.

Agora

QUF) = L+t + vy +ys +yi) —t°

=ittty YD) =y Yty =1

Assim F' é um atlas em D.
Considere G : D — S? x R definido por

G(l‘17$27$37l‘47$5) — (1 +.’E§)_1/2 |:ZL'1,.’E2,ZL'3,ZL'4,.’E5(1 +./L'§)1/2i|

G é suave e, além disso, G[F(y1, Y2, Y3, Ya, t)] = (Y1, Y2, Y3, Y1, 1) O que prova,
assim, ser G = F~!; portanto F é um difeomorfismo entre D e S® x R.

Fica provado que D realmente é um hiperboléide em R® com coeficientes
reais. Ao fazermos x5 — ixs, D é uma hiperesfera S*, também chamada de
pseudoesfera.
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