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1 Resumo

A partir dos s��mbolos de Christo�el de primeira e segunda ordens �e demons-

trada a express~ao para o laplaiano n-dimensional generalizado em oorde-

nadas urvil��neas (tamb�em hamado de operador Laplae-Beltrami).

No presente texto resolvemos a equa�~ao de Laplae no Universo de de

Sitter (D), que �e uma solu�~ao da equa�~ao de Einstein [1℄ om onstante

osmol�ogia n~ao-nula a urvatura onstante 1=R

2

, imersa em um espa�o eu-

lideano 5-dimensional [2℄. Embora possa ser tratado atrav�es de um iso-

mor�smo omo uma variedade 4-dimensional (S

4

), D n~ao �e o espa�o onde a

Relatividade Espeial vale, pois ela �e tratada em espa�os munidos da geo-

metria de Minkowski [3℄, onde o tensor urvatura �e nulo. Queremos adaptar

a Relatividade Espeial �a osmologia, distinguindo o espa�o absoluto dos in-

�nitos espa�os relativos a ada observador [4, 5℄(ada um deles onstitui um
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espa�o tangente, tamb�em hamados de espa�o-tempo projetivo de Casteln-

uovo (0(x)).

Surge a neessidade de uma orrespondênia entre D e 0(x) em ada

ponto x de D. Para isso utilizamos homeomor�smos entre esses espa�os,

atrav�es de proje�~oes estereogr�a�as, obtendo as m�etrias de Riemann [6℄,

B�orner-D�urr [2℄ e Beltrami [7℄. Finalmente, atrav�es da parametriza�~ao dos

espa�os externo e interno s~ao obtidas as m�etrias de Prasad [8℄ relativas a

ada um desses dois espa�os. Com uma diferente parametriza�~ao indepen-

dente do raio do Universo [9℄, �e poss��vel voltar ao aso l�assio.

A partir dos tensores m�etrios (tamb�em hamados de poteniais gravita-

ionais [10℄ ou ampos dinâmios [11℄) relativos a ada uma das m�etrias

aima, resolvemos a equa�~ao de Laplae generalizada para ada m�etria.

Com o uso do m�etodo usual de separa�~ao de vari�aveis, onlu��mos que a

parte angular �e a mesma para ada uma das seis m�etrias obtidas a qual

admite omo solu�~ao os harmônios esf�erios, enquanto que a parte radial

difere, mas o aso l�assio �e obtido atrav�es do limite R ! 1, onde R �e o

raio de D. Todas as seis equa�~oes radiais s~ao reonduzidas a seis equa�~oes

de Riati, atrav�es de uma mudan�a onveniente de vari�avel.

Finalmente, omo apêndie, fazemos a demonstra�~ao de que D apresenta

uma topologia S

3

�R, introduzindo um difeomor�smo entre essas duas var-

iedades Riemannianas.

2 Introdu�~ao

O espa�o relativo a ada observador entrado em seu sistema referenial

artesiano 0(x) onstitui a �area de atua�~ao da Relatividade Restrita. Con-

siderando dois observadores distintos, habitantes de D, em rela�~ao a ada um

deles temos os espa�os tangentes 0(x

1

) e 0(x

2

). A uni~ao de todos os espa�os

tangentes e seus respetivos pontos de tangênia onstitui o �brado tangente

de D, que �e uma variedade 8-dimensional. Esse resultado segue da an�alise

em variedades, j�a que D �e uma variedade 4-dimensional. A possibilidade

do estabeleimento de oordenadas projetivas segue da orientabilidade de D

[12℄.

As diversas m�etrias obtidas por tais homeomor�smos entre D e 0(x),

8x 2 D s~ao distintas pela natureza de sua proje�~ao. As m�etrias de Riemann

e B�orner-D�urr s~ao obtidas fazendo-se a proje�~ao a partir do p�olo norte, en-

quanto que a m�etria de Beltrami �e originada por uma proje�~ao a partir do
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entro de D.

Al�em disso, podemos esrever D = D

�

+ D

+

, onde D

�

�e o espa�o in-

terno e D

+

�e o espa�o externo, sendo que eles est~ao separados pelo one

de luz: nenhum evento em D

�

pode ser perebido por um observador situ-

ado em D

+

e vie-versa. A ada um desses espa�os assoiamos um grupo

de simetria: D

+

! SO

4;1

e D

�

! SO

3;2

. A partir do tratamento de tais

espa�os atrav�es dos grupos a eles assoiados, �e poss��vel de�nir uma forma

quadr�atia e onseq�uentemente as m�etrias interna e externa. Como no

presente trabalho onsideramos a m�etria de Prasad em oordenadas n~ao-

est�atias, parametrizamos D

�

e D

+

utilizando 5 oordenadas param�etrias.

�

E laro que as equa�~oes radiais diferem em D

�

e D

+

pelos sinais e omporta-

mento osilat�orio ou hiperb�olio da oordenada temporal, onordando om

o previsto por Dira. Vemos que, nesse aso, as duas equa�~oes radiais s~ao

reduzidas a uma s�o equa�~ao de Riati. O aso l�assio �e obtido om uma

parametriza�~ao independente do raio do de D.

3 O laplaiano generalizado a partir dos

oe�ientes de onex~ao de Christo�el

Seja um ampo esalar  : D

 

� R

n

! R. Esrevemos o diferenial desse

ampo esalar d =

� 

�y

i

dy

i

em rela�~ao �as oordenadas urvil��neas y

i

(1 � i �

n). A lei do quoiente [13℄ nos diz que

� 

�y

i

deve ser um vetor ovariante, pois

os difereniais dq

i

s~ao ontravariantes. Podemos, ent~ao, esrever o gradiente

do ampo omo r =

� 

�y

i

e

i

, onde os e

i

s~ao os vetores tangentes �as urvas

oordenadas. Esses podem ser esritos omo e

i

=

1

h

i

�~r

�y

i

, onde h

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�~r

�y

i

�

�

�

�

�

�

�

�

.

Considere agora um ampo vetorial V : D

V

� R

n

! R

n

, o qual pode ser

expresso por suas omponentes V = V

i

e

i

(Daqui em diante estar�a impl��ita

a onven�~ao de Einstein para somat�orios [13℄). Portanto,

�V

�y

j

=

�V

i

�y

j

e

i

+ V

i

�e

i

�y

j

(1)

Como

�e

i

�y

j

�e um vetor do espa�o, podemos express�a-lo omo uma ombina�~ao
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linear dos vetores da base

�e

i

�y

j

= �

k

ij

e

k

Lembrando que e

m

� e

k

= Æ

m

k

temos a seguinte de�ni�~ao dos oe�ientes de

onex~ao, mais omumente hamados de s��mbolos de Christo�el de segunda

ordem

1

[12℄:

�

k

ij

= e

k

�

�e

i

�y

j

Os s��mbolos de Christo�el de primeira ordem s~ao de�nidos por

[ij; k℄ = g

mk

�

k

ij

= g

mk

e

m

�

�e

i

�y

j

= e

k

�

�e

i

�y

j

Dessa forma

�g

ij

�y

k

= e

j

�

�e

i

�y

k

+ e

i

�

�e

j

�y

k

= [ik; j℄ + [jk; i℄

Ent~ao �e poss��vel reesrever (1) omo

�V

�y

j

=

�

�V

i

�y

j

+ V

k

�

i

kj

�

e

i

: (2)

Quando i = j

�

i

ik

=

1

2

g

im

�

�g

im

�y

k

+

�g

km

�y

i

�

�g

ik

�y

m

�

e, apenas troando alguns ��ndies mudos, esrevemos:

�

i

ik

=

1

2

g

im

�g

im

�y

k

:

Seja g = det[g

ij

℄. Pela teoria dos determinantes, temos

�g

�g

im

= �

im

� gg

im

onde �

im

�e a matriz dos ofatores. Utilizando a regra da adeia

�g

�g

im

=

�g

�y

j

�y

j

�g

im

1

Tais s��mbolos s~ao sim�etrios em rela�~ao aos ��ndies ovariantes.
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podemos esrever

�g

�g

im

=

�g

im

�y

j

gg

im

:

de onde segue que

�

i

ik

=

1

2g

�g

�y

k

=

1

g

1=2

�g

1=2

�y

k

�

=

1

g

1=2

�

1

2g

1=2

�g

�y

k

��

A partir dos resultados aima e utilizando (2), obtemos a seguinte express~ao

para o divergente do ampo vetorial:

r �V =

�V

i

�y

i

+ V

k

1

g

1=2

�g

1=2

�y

k

=

1

g

1=2

�

�y

k

�

g

1=2

V

k

�

Da de�ni�~ao de gradiente de vetores ontravariantes

V

i

= g

ik

� 

�y

k

hegamos �a f�ormula para o laplaiano generalizado n-dimensional em oor-

denadas urvil��neas:

r

2

 = r � r =

1

g

1=2

�

�y

k

�

g

1=2

g

ik

� 

�y

i

�

(3)

onde o somat�orio sobre os ��ndies i; k est�a impl��ita pela onven�~ao de Ein-

stein.

4 A m�etria de Riemann

A proje�~ao estereogr�a�a do Universo de de Sitter (D) no espa�o eulideano

E

3

, que �e um hiperplano tangente a D, origina a m�etria

2

de Riemann, dada

por

ds

2

=

4r

2

4r

2

+ �

2

(dx

2

+ dy

2

+ dz

2

)

Fa�amos uma mudan�a de vari�aveis, introduzindo oordenadas esf�erias

em E

3

:

x = �sen� os' y = �sen�sen' z = � os �

om

2

Daqui em diante estar�a impl��ito o produto tensorial na pr�opria m�etria, ou seja, n~ao

faremos distin�~ao entre ds

2

= g

ij

dx

i

dx

j

e ds

2

= g

ij

dx

i


 dx

j
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0 � ' < 2� , 0 < � <1 , 0 < � < �

Obtemos os difereniais em rela�~ao a ada oordenada:

dx

2

= d�

2

sen

2

�os

2

'+ d�

2

�

2

os

2

�os

2

'+ d'

2

�

2

sen

2

�sen

2

'

+2d�d�sen� os �os

2

��� 2d'd�sen

2

�sen' os'�

�2�

2

d'd�sen� os �sen' os'

dy

2

= d�

2

sen

2

�sen

2

'+ d�

2

�

2

os

2

�sen

2

'+ d'

2

�

2

sen

2

�os

2

'

+2�d�d�sen� os �sen

2

'+ 2�d'd�sen

2

�sen' os'

+2�

2

d'd�sen� os �sen' os'

dz

2

= d�

2

os

2

� + �

2

sen

2

�d�

2

� 2�d�d�sen� os �

A partir dessa transforma�~ao obtemos a m�etria de Riemann na sua forma

polar, isto �e, em oordenadas esf�erias:

ds

2

=

4r

2

4r

2

+ �

2

(d�

2

+ �

2

d�

2

+ �

2

sen

2

�d'

2

)

As omponentes ovariantes do tensor m�etrio agora obtido pelo produto

interno entre os vetores tangentes �as urvas oordenadas s~ao dadas por

g

11

=

4r

2

4r

2

+ �

2

g

22

=

4r

2

�

2

4r

2

+ �

2

g

33

=

4r

2

�

2

sen

2

�

4r

2

+ �

2

e g

ij

= 0 8i 6= j:

J�a hav��amos de�nido em [14℄ o determinante assoiado a esse tensor omo

g � det[g

ij

℄ (4)

portanto

g =

64r

6

�

4

sen

2

�

(4r

2

+ �

2

)

3

:

Substituindo as omponentes tensoriais, dadas aima, na express~ao do

laplaiano generalizado obtemos a equa�~ao de Laplae:

r

2

� =

(4r

2

+ �

2

)

3=2

4r

2

�

2

�

��

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

��

��

�

+

(4r

2

+ �

2

)

4r

2

�

2

sen�

�

��

�

sen�

��

��

�
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+

(4r

2

+ �

2

)

4r

2

�

2

sen

2

�

�

2

�

�'

2

= 0 (5)

Considere a seguinte separa�~ao de vari�aveis:

� = R(�)Y (�; ') � RY

Portanto (5) �e equivalente a

r

2

� =

(4r

2

+ �

2

)

3=2

Y

4r

2

�

2

�

��

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

�R

��

�

+

(4r

2

+ �

2

)R

4r

2

�

2

sen�

�

��

�

sen�

�Y

��

�

+

(4r

2

+ �

2

)R

4r

2

�

2

sen

2

�

�

2

Y

�'

2

= 0 (6)

Podemos ainda dividir (6) por Y R:

r

2

� =

1

R

(4r

2

+ �

2

)

3=2

4r

2

�

2

�

��

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

�R

��

�

+

1

Y

(4r

2

+ �

2

)

4r

2

�

2

sen�

�

��

�

sen�

�Y

��

�

+

1

Y

(4r

2

+ �

2

)

4r

2

�

2

sen

2

�

�

2

Y

�'

2

= 0 (7)

Ap�os simpli�armos ambos os lados de (7) pelo termo

4r

2

+ �

2

4r

2

�

2

, vemos que

o primeiro termo �e independente das outras duas vari�aveis independentes, de

modo que �e poss��vel separar a equa�~ao nas partes radial e angular, resultando

em

1

R

(4r

2

+ �

2

)

1=2

d

d�

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

dR

d�

�

= k (8)

para a parte radial e

1

Y

�

1

sen�

�

��

�

sen�

�Y

��

�

+

1

sen

2

�

�

2

Y

�'

2

�

= �k (9)

orrespondendo �a parte angular, onde k �e uma onstante de separa�~ao. As

express~oes (8) e (9) podem ser reesritas omo:

(4r

2

+ �

2

)

1=2

d

d�

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

dR

d�

�

= kR (10)
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e

1

sen�

�

��

�

sen�

�Y

��

�

+

1

sen

2

�

�

2

Y

�'

2

+ kY = 0 (11)

Relativamente �a equa�~ao (11), a onstante k �e restrita aos seguintes valo-

res: k = `(` + 1). Caso ontr�ario haver�a desontinuidade quando o ângulo

azimutal assumir os valores � = ��, j�a que as s�eries, que s~ao solu�~oes da

equa�~ao angular azimutal, exibem valores in�nitos em tais pontos. Esolhe-

mos valores inteiros para k, pois, ao assumir esses valores, tais s�eries se

degeneram em polinômios e as solu�~oes s~ao ont��nuas em toda a reta real[13,

15℄.

Ao fazermos Y = Y (�; ') = �(�)�('), podemos separar a equa�~ao (11),

obtendo

sen�

�

d

d�

�

sen�

d�

d�

�

+ sen

2

�[`(`+ 1)℄ = �

1

�

d

2

�

d'

2

(12)

Cada lado em (12) possui sua vari�avel independente; hamemos a onstante

de separa�~ao de m

2

, om �` � m � `;m 2 N . Essa esolha �e feita para

a onserva�~ao da simetria rotaional da fun�~ao �: em ada dire�~ao, � s�o

assume um valor. Portanto

�(') = Ae

�im'

(13)

om A onstante.

A outra equa�~ao �e omo abaixo:

1

sen�

d

d�

�

sen�

d�

d�

�

+

�

`(`+ 1)�

m

2

sen

2

�

�

� = 0 (14)

que �e a equa�~ao assoiada de Legendre om solu�~ao regular na origem dada

por P

l

m

(os �).

Assim introduzimos os harmônios esf�erios Y (�; ') = P

l

m

(os �)e

�im'

,

onde P

l

m

(os �) �e o polinômio assoiado de Legendre.

3

3

No presente aso m 2 N , o que �e bastante �util sobretudo em Meânia Quântia.

�

E

poss��vel fazer o n�umero quântio magn�etio m � 0. Al�em disso, a de�ni�~ao mais preisa

dos harmônios esf�erios �e dada por um fator de normaliza�~ao a mais do que exposto no

texto, isto �e: Y (�; ') = (�1)

m

�

2`+ 1

4�

(`� jmj)!

(`+ jmj)!

�

1=2

P

l

jmj

(os �)e

�im'

[15℄.
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Apenas reesrevendo a parte radial, equa�~ao (10),

(4r

2

+ �

2

)

1=2

d

d�

�

�

2

(4r

2

+ �

2

)

1=2

dR

d�

�

� `(`+ 1)R = 0

e efetuando suas derivadas, obtemos:

�

2

d

2

R

d�

2

+

�

2��

�

3

4r

2

+ �

2

�

dR

d�

+ `(`+ 1)R = 0 (15)

Introduzimos a seguinte mudan�a de vari�avel:

1

R

dR

d�

= � )

dR

d�

= �R

de onde

d

2

R

d�

2

=

d

d�

�

dR

d�

�

=

d

d�

(�R) = R

d�

d�

+ �

dR

d�

= R

d�

d�

+R�

2

= R�

0

+ �

2

R

A equa�~ao (15) pode ser reesrita omo

�

2

�

0

= ��

2

�

2

+

�

2��

�

3

4r

2

+ �

2

�

� + `(`+ 1) (16)

que �e uma equa�~ao de Riati.

Al�em disso,

lim

r!1

�

�

2

d

2

R

d�

2

+

�

2��

�

3

4r

2

+ �

2

�

dR

d�

+ `(`+ 1)R

�

= �

2

d

2

R

d�

2

+2�

dR

d�

+`(`+1)R

=

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

+ `(`+ 1)R = 0

No aso partiular em que k = 0, ou seja, onsiderando que a part��ula

desrita por essa fun�~ao de onda radial esteja no estado fundamental (` = 0)

retornamos ao aso l�assio, pois

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

= 0. Nesse aso o ampo es-

alar (ou potenial esalar) tem simetria esf�eria: ele independe da orienta�~ao

e pode ser esrito omo � = �(�):
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5 A m�etria de Beltrami

Um observador O em uma posi�~ao arbitr�aria no Universo de de Sitter (D)

�e apaz de enxergar qualquer evento, omo por exemplo um pulso de luz,

em seu referenial, que �e um espa�o tangente, (P

3+1

), a D. De fato, o sinal

luminoso segue a geod�esia arater��stia de D, aompanhando sua urvatura

intr��nsea. Assim o observador O loaliza esse pulso em uma dire�~ao tangente

a S

3

no ponto O.

Para onseguirmos uma representa�~ao �dedigna dos eventos em ada um

dos in�nitos espa�os tangentes �e neess�ario obter uma rela�~ao entre as oor-

denadas absolutas �

�

em D e as oordenadas relativas x

�

em P

3+1

, tamb�em

denominado espa�o-tempo projetivo de Castelnuovo.

Dentre v�arias possibilidades, Beltrami esolhe fazer uma proje�~ao a partir

do entro de D em um plano tangente a D no p�olo sul (0; 0; 0; 0;�r), e, por

semelhan�a de triângulos, s~ao veri�adas as seguintes rela�~oes:

�

4

=

r

A

; �

�

=

x

�

A

(17)

onde A � (1 +

�

2

r

2

)

1=2

e �

2

� x

�

x

�

= �x

2

0

+ x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

e r �e o raio do

Universo.

A partir de uma m�etria pitag�oria em D h�a uma m�etria projetiva or-

respondente em P

3+1

assoiada ao mesmo elemento de linha, a saber

ds

2

= d�

a

d�

a

= A

�4

[A

2

dx

i

dx

i

�

1

r

2

(x

i

dx

i

)

2

℄ (18)

de onde obtemos diretamente o tensor m�etrio

g

ik

= A

�4

(A

2

Æ

ik

�

1

r

2

x

i

x

k

) (19)

Ap�os expliitarmos o valor de A em (18), obtemos:

ds

2

=

r

2

(r

2

+ �

2

)

2

[(r

2

+ y

2

+ z

2

)dx

2

+ (r

2

+ x

2

+ z

2

)dy

2

+ (r

2

+ x

2

+ y

2

)dz

2

�2xydxdy � 2xzdxdz � 2yzdydz℄

A partir da orrespondênia entre as oordenadas artesianas e as polares

esf�erias, por simples substitui�~ao param�etria, obtemos

10



ds

2

=

r

2

(r

2

+ �

2

)

2

[r

2

d�

2

+ �

2

(r

2

+ �

2

)sin

2

�d'

2

+ �

2

(r

2

+ �

2

)d�

2

℄

As omponentes do tensor m�etrio s~ao dadas por

g

11

=

r

4

(r

2

+ �

2

)

2

; g

22

=

r

2

(r

2

+ �

2

)

r

2

�

2

; g

33

=

r

2

(r

2

+ �

2

)

r

2

�

2

sin

2

�

e g

ik

= 0, para i 6= k. Ent~ao, o determinante assoiado a esse tensor �e dado

por

g =

r

8

(r

2

+ �

2

)

4

�

4

sin

2

�

De posse das express~oes aima, onseguimos expressar o laplaiano gene-

ralizado no Universo de Castelnuovo onde as geod�esias em D s~ao levadas

em retas paralelas em P

3+1

, isto �e:

r

4

�

2

sin �

(r

2

+ �

2

)

2

r

2

� =

�

��

�

r

4

�

2

sin �

(r

2

+ �

2

)

2

(r

2

+ �

2

)

2

r

4

��

��

�

+

�

��

�

r

4

�

2

sin �

(r

2

+ �

2

)

2

(r

2

+ �

2

)

2

�

2

r

2

(r

2

+ �

2

)

��

��

�

+

�

�'

�

r

4

�

2

sin �

(r

2

+ �

2

)

2

(r

2

+ �

2

)

2

�

2

r

2

(r

2

+ �

2

)sin

2

�

��

�'

�

A equa�~ao de Laplae �e expressa omo:

r

2

� =

(r

2

+ �

2

)

2

r

4

�

2

�

��

�

�

2

��

��

�

+

(r

2

+ �

2

)

r

2

�

2

sin �

�

��

�

sin �

��

��

�

+

(r

2

+ �

2

)

�

2

r

2

sin

2

�

�

2

�

�'

2

= 0

Ap�os dividirmos ambos os lados da equa�~ao aima por

(r

2

+ �

2

)

�

2

r

2

, hegamos

a

r

2

� =

(r

2

+ �

2

)

r

2

�

��

�

�

2

��

��

�

+

1

sin �

�

��

�

sin �

��

��

�

+

1

sin

2

�

�

2

�

�'

2

= 0 (20)

Introduzimos a seguinte separa�~ao de vari�aveis: �(r; �; ') = R(r)Y (�; ').

Assumimos que a onstante de separa�~ao seja `(` + 1) , om ` = 0; 1; 2; 3:::,

11



pelos mesmos motivos itados anteriormente. Com isso podemos esrever a

equa�~ao angular

1

Y

1

sin �

�

��

�

sin �

�Y

��

�

+

1

Y

1

sin

2

�

�

2

Y

�'

2

+ `(`+ 1) = 0 (21)

A equa�~ao aima tem omo solu�~ao os harmônios esf�erios dados por

Y (�; ') = P

l

m

(os �)e

�im'

. A outra equa�~ao (radial) �e dada por

(r

2

+ �

2

)

r

2

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

� `(`+ 1)R = 0 (22)

A equa�~ao radial pode ser expliitada omo

(r

2

+ �

2

)

�

2

r

2

d

2

R

dr

2

+

2�

r

2

(r

2

+ �

2

)

dR

d�

� `(`+ 1)R = 0 (23)

�

E importante veri�ar o limite do raio do ronotopo de de Sitter tendendo

ao in�nito, o qual deve estar de aordo om as observa�~oes relativistas do

universo de Minkowski livres de fontes ou sorvedouros. Assim, fazendo-se

r ! 1 na equa�~ao aima obtemos

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

= 0, reuperando, assim �a

solu�~ao l�assia.

Introduzindo a mesma mudan�a de vari�avel feita para a m�etria de Rie-

mann, a saber:

� =

1

R

dR

d�

)

d

2

R

d�

2

= R

�

d�

d�

+ �

2

�

podemos reesrever (23) omo:

�

2

�

0

= ��

2

�

2

� 2��+ `(`+ 1)

r

2

r

2

+ �

2

(24)

que �e uma equa�~ao de Riati.

6 A m�etria de B�orner e D�urr

Essa m�etria �e obtida pela parametriza�~ao do hiperbol�oide

�

a

�

ab

�

b

= �r

2

; om �

ab

= diag(1;�1;�1;�1;�1) a; b = 0; � � � ; 4:

12



por oordenadas onformes (x

�

), atrav�es da proje�~ao estereogr�a�a do p�olo

norte (0; 0; 0; 0; r) em uma hiperplano tangente no p�olo sul (0; 0; 0; 0;�r) :

�

�

= �(x

2

)x

�

; �

4

= �r�(x

2

)

�

1 +

x

2

4r

2

�

om �(x

2

) =

�

1�

x

2

4r

2

�

; x

2

= x

�

x

�

= �x

2

0

+ x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

.

Perante essas transforma�~oes, o elemento de linha em D se reduz a

ds

2

= ��(x

2

)dx

�

�

��

dx

�

onde �

��

= diag(1;�1;�1;�1) e �; � = 0; � � � ; 3:

Efetuando-se a parametriza�~ao por oordenadas polares esf�erias, obte-

mos o tensor m�etrio

(r

2

+ �

2

)

r

2

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

� `(`+ 1)R = 0 (25)

g

ij

= ��(x

2

)

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �

2

0 0

0 0 �

2

sen� 0

0 0 0 

2

1

C

C

A

om determinante dado por

g = �

4

(x

2

)�

4



2

sin

2

�

Depois de apliada a f�ormula do laplaiano generalizado

r

2

� =

1

g

1=2

n

X

j=1

�

�y

j

�

g

1=2

g

ii

��

�y

j

�

e utilizando o tensor m�etrio desrito aima, a equa�~ao de Laplae �e esrita

omo

4

:

r

2

� = ��(x

2

)

�

1

�

2

�

�

(�

2

�

�

�) +

1

�

2

sen�

�

�

�

(sen��

�

�) +

1

sen

2

�

�

+

1



2

�

tt

�

�

= 0

4

Aqui �zemos a transforma�~ao de vari�aveis x

0

! it, onde  (onstante) e t têm

dimens~ao de veloidade e tempo, respetivamente.

13



Pelo m�etodo de separa�~ao de vari�aveis, onsideramos

�(�; t; �; ') = A(�; t)Y (�; ') � AY

A partir dessas duas fun�~oes, podemos esrever duas equa�~oes difereniais

pariais, ada uma dependendo de apenas duas oordenadas

5

:

�

�

�

�

2

�

�

A

�

+

�

2



2

�

t

2

A = �kA (26)

1

sen�

�

�

(sen��

�

Y ) +

1

sen

2

�

�

�

2

Y + kY = 0 (27)

onde k �e uma onstante de separa�~ao.

J�a onheemos a solu�~ao da equa�~ao (26) e, visto que j�a foi disutida

anteriormente, voltaremos a aten�~ao para a equa�~ao (25)

6

. Para a obten�~ao

da parte radial ser�a neess�aria uma separa�~ao adiional de vari�aveis. Seja

A(�; t) = R(�)T (t). Substituindo na equa�~ao temos

1

R

1

�

2

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

+

1



2

1

T

d

2

T

dt

2

+

k

�

2

= 0

Denominando a onstante de separa�~ao por a

2

, a equa�~ao aima pode ser

separada da seguinte forma:

1

R

1

�

2

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

�

k

�

2

= a

2

(28)

1



2

1

T

d

2

T

dt

2

= a

2

(29)

A solu�~ao de (28) �e da forma T (t) = A

1

e

�t

, om A

1

onstante. De fato,

(28) pode ser esrita omo T

00

= a

2



2

T . Substituindo a solu�~ao exponenial

nessa express~ao enontramos o valor de ( = �a).

A equa�~ao radial (27), ap�os as deriva�~oes, pode ser esrita omo

7

:

d

2

R

d�

2

+

2

�

dR

d�

�

kR

�

2

� a

2

R = 0

5

�

�

�

�

�

�

:

6

Lembramos que para qualquer desri�~ao f��sia de eventos k = `(`+ 1).

7

Essa equa�~ao diferenial ordin�aria �e uma equa�~ao de Bessel[16℄.
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Introduzindo a mudan�a de vari�avel

1

R

dR

d�

� �

hegamos a uma equa�~ao de Riati:

�

0

= ��

2

�

2

�

�+

k

�

2

+ a

2

(30)

7 A m�etria de Prasad

O universo de de Sitter(D) pode ser desrito pela soma }

1

+ }

2

onde }

1

�e o

espa�o externo (dimens~oes espaial �nita e temporal in�nita) e }

2

�e o espa�o

interno (dimens~oes espaial in�nita e temporal �nita), onde orrespondem,

respetivamente aos grupos SO

4;1

e SO

3;2

[17℄.

7.1 O espa�o externo ( }

1

)

Tal espa�o possui urvatura onstante 1=R

2

e tem a ele assoiado a seguinte

forma quadr�atia ( a qual de�ne o elemento de linha):

R

2

= (x

1

)

2

+ (x

2

)

2

+ (x

3

)

2

� (x

4

)

2

+ (x

5

)

2

Uma poss��vel parametriza�~ao para a forma aima, utilizando-se oorde-

nadas n~ao-est�atias �e:

x

1

= Rsen�sen�os'ht

x

2

= Rsen�sen�sen'ht

x

3

= Rsen�os�ht

x

4

= Rsht

x

5

= Ros�ht

permitindo-nos esrever:

ds

+

2

= R

2

h

2

t[d�

2

+ sen

2

�(d�

2

+ sen

2

�d'

2

)℄� R

2

dt

2

(31)

O tensor m�etrio �e dado por

15



g

ij

= R

2

0

B

B

�

h

2

t 0 0 0

0 sen

2

�h

2

t 0 0

0 0 sen

2

�sen

2

�h

2

t 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

om determinante g = �R

8

h

6

tsen

4

�sen

2

�.

Ap�os a substitui�~ao desses termos na f�ormula do laplaiano generalizado

obtemos a equa�~ao de Laplae:

(R

2

h

2

tsen

2

�)r

2

� =

sen

2

�

ht

�

t

(h

3

t�

t

�)� �

t

(sen

2

��

�

�) +

1

sen�

�

�

(sen��

�

�)

+

1

sen

2

�

�

''

� = 0 (32)

Tomando o ampo esalar � omo o seguinte produto funional

�(�; t; �; ') = �(�; t)Y (�; ')

podemos separar a equa�~ao de Laplae em duas equa�~oes, onde ada uma s�o

depende de duas vari�aveis independentes:

1

Y

1

sen�

�

�

(sen��

�

Y ) +

1

Y

1

sen

2

�

�

''

Y = �`(`+ 1) (33)

1

ht

�

t

(h

3

t�

t

�)�

1

sen

2

�

��(sen

2

����)�

`(`+ 1)

sen

2

�

� = 0 (34)

om ` = 0; 1; 2; 3; � � �.

Relativamente �a equa�~ao (33), onsidere que

�(�; t) = �(�)
(t)

e que a onstante de separa�~ao

8

seja �

2

. Assim (33) pode ser separada em

1

sen

2

�

d

d�

�

sen

2

�

d�

d�

�

+

`(`+ 1)

sen

2

�

�� �

2

� = 0 (35)

1

ht

d

dt

�

h

3

t

d


dt

�

� �

2


 = 0 (36)

8

� = 0; 1; 2; 3; � � � orresponde ao espetro dos autovalores da equa�~ao de Gegenbauer.
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Daremos ênfase �a equa�~ao (34), isto �e, a parte radial.

9

Utilizando a regra

da adeia para a deriva�~ao de (34), podemos reesrevê-la omo

1

sen

2

�

�

2sen�os�

d�

d�

+ sen

2

�

d

2

�

d�

2

+ `(`+ 1)�� �

2

�sen

2

�

�

= 0

ou ainda

d

2

�

d�

2

+ 2otg�

d�

d�

+

`(`+ 1)

sen

2

�

�� �

2

� = 0 (37)

Introduzindo a vari�avel j � os�, temos

d

dx

=

d

dj

dj

dx

= �

d

dj

sen�) 2otg�

d�

d�

= �2os�

d�

dj

bem omo

d

2

d�

2

=

d

d�

�

�

d

dj

sen�

�

= �

d

dj

d

dj

dj

d�

sen��

d

dj

os� =

d

2

dj

2

(sen

2

�)�

d

dj

os�

A equa�~ao (36) pode ser reesrita, om a substitui�~ao feita aima, omo:

d

2

�

dj

2

(1� j

2

)� 3j

d�

dj

� �

2

�+

`(`+ 1)

1� j

2

� = 0 (38)

Al�em disso, introduzindo a vari�avel � dada por

1

�

d�(j)

dj

� �(j)

podemos esrever (37) omo

�

0

= ��

2

+

1

1� j

2

�

3j�+ �

2

�

`(`+ 1)

1� j

2

�

(39)

que �e uma equa�~ao de Riati.

9

Aqui a vari�avel � �e de�nida a partir de sen� =

(x

1

)

2

+ (x

2

)

2

+ (x

3

)

2

R

2

. Embora sen�

n~ao seja o raio propriamente dito, ele �e o raio normalizado adimensional.
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7.2 O espa�o interno (}

2

)

Esse espa�o tem urvatura negativa �1=r

2

e pode ser araterizado pelo

grupo de simetria SO

3;2

. Em virtude desse grupo, �a de�nida a forma

quadr�atia:

x

2

1

+ x

2

2

+ x

2

3

� x

2

4

� x

2

6

= r

2

Prasad [8℄ prop~oe a seguinte parametriza�~ao, novamente om oordenadas

n~ao est�atias:

x

1

= rsh�sen�os'ost

x

2

= rsh�sen�sen'ost

x

3

= rsh�os�ost

x

4

= rsent

x

6

= rh�ost

Desse modo o elemento de linha tem a seguinte forma:

ds

�

2

= r

2

os

2

t[d�

2

+ sh

2

�(d�

2

+ sen

2

�d'

2

)℄� r

2

dt

2

(40)

O tensor m�etrio assoiado ao espa�o interno �e, ent~ao, dado por

g

ij

= r

2

0

B

B

�

os

2

t 0 0 0

0 os

2

tsh

2

� 0 0

0 0 os

2

tsh

2

�sen

2

� 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

om determinante g = �r

8

os

6

tsh

4

�sin

2

�.

Ap�os algumas simpli�a�~oes e substitui�~ao dos oe�ientes do tensor

m�etrio dado aima, a equa�~ao de Laplae pode ser esrita omo:

r

2

os

2

tsh

2

�r

2

� = �

sin

2

�

ost

�

t

(os

3

t�

t

�) + �

�

(sh

2

��

�

�) +

1

sen�

�

�

(sen��

�

�)

+

1

sen

2

�

�

''

= 0 (41)

Admitimos que a equa�~ao seja separ�avel e de�nimos o seguinte produto

funional:

�(�; t; �; ') = �(�; t)Y (�; ') � �Y:
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Assim separamos a equa�~ao de Laplae, onde a onstante de separa�~ao �e

dada por `(` + 1) quando est�a envolvida a desri�~ao geom�etria de eventos;

logo:

�

1

�

sh

2

�

ost

�

t

(os

3

t�

t

�) +

1

�

��(sh

2

��

�

�) = `(`+ 1) (42)

1

Y

1

sen�

�

�

(sen��

�

�) +

1

Y

1

sen

2

�

�

''

� = �`(`+ 1) (43)

�

E interessante notar que (42) �e exatamente a parte angular para todas as

m�etrias obtidas anteriormente.

Tendo omo objetivo separar (41) em uma parte temporal e outra radial,

que ser�a tratada om mais detalhes, esrevemos

�(�; t) = �(�)	(t)

de onde podemos reesrevê-la omo

1

	

sen

2

�

ost

�

t

(os

3

t�

t

	) +

1

�

�

�

(sh

2

����) = `(`+ 1)

e, ap�os dividirmos ambos os lados da equa�~ao aima por sh

2

�, podemos

separ�a-la, e, admitindo que a onstante de separa�~ao seja �

2

, obtemos

10

as

equa�~oes ordin�arias

1

	

1

ost

d

dt

�

os

3

t

d	

dt

�

= �

2

(44)

e

1

�

1

sh

2

�

d

d�

�

sh

2

�

d�

d�

�

�

`(`+ 1)

sh

2

�

= ��

2

(45)

Mais uma vez utilizando a regra da adeia para fun�~oes reais podemos

esrever (44) omo

d

2

�

d�

2

+ 2otgh�

d�

d�

�

�

`(`+ 1)

sh

2

�

� �

2

�

� = 0 (46)

Seja m = h�. Com essa substitui�~ao, a equa�~ao (45) pode ser esrita

omo

10

� = 0; 1; 2; 3; � � � orresponde ao espetro dos autovalores da equa�~ao de Gegenbauer.
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(m

2

� 1)

d

2

�

dm

2

+ 3m

d�

dm

�

�

`(`+ 1)

m

2

� 1

� �

2

�

� = 0 (47)

De�nindo, ainda

�(m) =

1

�

d�(m)

dm

podemos reesrever (46):

�

0

= ��

2

+

1

1�m

2

�

3m�+ �

2

�

`(`+ 1)

1�m

2

�

(48)

que tamb�em �e uma equa�~ao de Riati.

8 A m�etria de Prasad om raio do Universo

independente da parametriza�~ao

No aso anterior, om a parametriza�~ao hiperb�olia de D, n~ao foram obtidos

os ampos l�assios, fazendo R !1. Com uma nova parametriza�~ao, somos

apazes de obter o aso l�assio no limite aima proposto.

O grupo que age no espa�o externo D

+

�e o SO

4;1

, enquanto que o espa�o

interno D

�

somente �e afetado pelo grupo de transforma�~oes SO

3;2

. Em o-

ordenadas artesianas, podemos expressar os elementos de linha interno e

externo respetivamente:

ds

+

2

= dx

1

2

+ dx

2

2

+ dx

3

2

� dx

4

2

+ dx

5

2

ds

�

2

= dx

1

2

+ dx

2

2

+ dx

3

2

� dx

4

2

� dx

6

2

A partir das transforma�~oes propostas por Tolman [18℄ a saber

x

5

� x

4

= R

+

exp[�t=R

+

℄(1� r

2

=R

+

2

)

1=2

para D

+

e

x

4

� ix

6

= R

�

exp[�it=R

�

℄(1 + r

2

=R

�

2

)

1=2

para D

�

, podemos substituir essas express~oes nos elementos de linha, resul-

tando em
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ds�

2

=

dr

2

1� r

2

=R

�

2

+ r

2

d�

2

+ r

2

sin

2

�d'

2

� (1� r

2

=R

�

2

)dt

2

onde o tensor m�etrio pode ser esrito da seguinte forma matriial:

g

ij

�

=

0

B

B

�

(1� r

2

=R

�

2

)

�1

0 0 0

0 r

2

0 0

0 0 r

2

sin

2

� 0

0 0 0 �(1� r

2

=R

�

2

)

1

C

C

A

Utilizando a express~ao do laplaiano generalizado

r

2

 = r � r =

1

g

1=2

�

�y

k

�

g

1=2

g

ik

� 

�y

i

�

(49)

e o tensor m�etrio aima, obtemos a equa�~ao de Laplae

1

r

2

�

�r

�

r

2

(1� �

�

r

2

)

� 

�r

�

+

1

r

2

sin

2

�

�

��

�

sin �

� 

��

�

+

1

r

2

sin

2

�

�

2

 

�'

2

�

1

1� �

�

r

2

�

2

 

�t

2

= 0 (50)

onde �� � 1=R

�

2

.

Propomos o m�etodo da separa�~ao de vari�aveis, a partir da substitui�~ao

 (r; t; �; ') = Y (�; ')�(r; t) na equa�~ao aima, obtendo

1

�

�

�r

�

r

2

(1� �

�

r

2

)

��

�r

�

�

1

�

r

2

(1� �

�

r

2

)

�

2

�

�t

2

= A (51)

para a parte n~ao-angular e

1

Y

1

sin �

�

��

�

sin �

�Y

��

�

+

1

Y

1

sin

2

�

�

2

Y

�'

2

= �A (52)

para a parte angular

Ao fazermos a onstante de separa�~ao assumir valores inteiros (`(` +

1)), a equa�~ao aima admite omo solu�~ao os harmônios esf�erios, dados

por Y (�; ') = P

l

m

(os �)e

�im'

, onde P

l

m

(os �) �e o polinômio assoiado de

Legendre.
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Ao separarmos a equa�~ao n~ao-angular, atrav�es da substitui�~ao �(r; t) =

R(r)T (t), temos

1

T

�

2

T

�t

2

= �B

Se estivermos na estrutura interna do Universo de de Sitter(D

�

), a equa�~ao

temporal aima tem solu�~ao osilat�oria

T

�

(t) = �

�

exp(�iHt=R

�

)

assoiada om o n�umero quântio "hiperarga" (H) [19℄. Se estivermos

tratando de D

+

, o tempo ter�a um ar�ater hiperb�olio desrito pela equa�~ao

assoiada aos autovalores de energia (E)

T

+

(t) = �

+

exp(�Et=R

+

)

A equa�~ao radial, por sua vez, toma a seguinte forma:

1� �

�

r

2

r

2

d

dr

�

r

2

(1� �

�

r

2

)

dR

dr

�

�

`(`+ 1)

r

2

(1� �

�

r

2

)R = BR (53)

Essa equa�~ao pode ser transformada em uma equa�~ao de ampo l�assio

(por exemplo, o ampo el�etrio ou o gravitaional em espa�os vazios). Fazendo

R!1, pela de�ni�~ao (�

�

= 1=R

�

2

), no limite, �

�

! 0. Com os resultados

do tratamento da Meânia Quântia em universos hiperesf�erios, tanto em

D

+

, onde vale B = Y

2

=R

�

2

, quanto em D

�

, onde vale B = E

2

=R

+

2

, no

limite onde R!1 temos o resultado B ! 0. Portanto a equa�~ao radial se

reduz a

1

r

2

d

dr

�

r

2

dR

dr

�

= 0 (54)

no estado fundamental, onde ` = 0.

Com a mudan�a de vari�aveis

1

R

dR

d�

= � )

dR

d�

= �R

podemos reonduzir a equa�~ao radial (6) a uma equa�~ao de Riati

�

0

= ��

2

� �

�

2

r

�

2�

�

r

1� �

�

r

2

�

+

`(`+ 1)

r

2

(1� �

�

r

2

)

+

B

1� �

�

r

2

(55)
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9 Conlus~oes

Em rela�~ao �a m�etria de Prasad as equa�~oes radiais diferem pelos sinais e

pelo ar�ater hiperb�olio ou osilat�orio de ada uma das equa�~oes, mas ambas

s~ao reonduzidas �a mesma equa�~ao de Riati. Aqui, om a parametriza�~ao,

o aso l�assio de um ampo esalar esferiamente sim�etrio n~ao pode ser

obtido fazendo-se o raio do Universo tender ao in�nito. Isso j�a era previsto,

pois em oordenadas artesianas o raio do universo est�a desaoplado das oor-

denadas, enquanto que em oordenadas urvil��neas a parametriza�~ao vinula

o raio do Universo: ele �e a pr�opria oordenada param�etria radial. Dessa

maneira, pelo fato de resolvermos r

2

� = 0, h�a perda de informa�~ao sobre

o raio, pois esse pode ser posto em evidênia para as derivadas de todas as

oordenadas, e, pela homogeneidade da equa�~ao, essa informa�~ao �e perdida.

Com a parametriza�~ao independente do raio do Universo, reuperamos o aso

l�assio.

Um aso semelhante oorre para a m�etria de B�orner-D�urr. Essa m�etria

�e onforme e podemos esrever:

ds

2

= ��(x

2

)dx

�

�

��

dx

�

onde �

��

= diag(1;�1;�1;�1), om �; � = 0; � � � ; 3

Pela mesma raz~ao, a homogeneidade da equa�~ao de Laplae, �(x

2

) desa-

paree e a informa�~ao sobre o raio vai juntamente om esse fator.

Para as m�etrias de Riemann e Beltrami oorre a obten�~ao do aso l�assio

da equa�~ao radial, isto �e

1

�

2

d

d�

�

�

2

dR

d�

�

= 0

quando o raio tende ao in�nito.

Todas as seis equa�~oes de Laplae exibem a mesma equa�~ao angular

1

sin �

�

��

�

sin �

�Y

��

�

+

1

sin

2

�

�

2

Y

�'

2

+ `(`+ 1)Y = 0

que admite omo solu�~ao os harmônios esf�erios

Y (�; ') = P

l

m

(os �)e

�im'

onde P

l

m

(os �) �e o polinômio de Legendre assoiado .
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Com rela�~ao �a parte radial obtivemos uma equa�~ao diferenial ordin�aria

de segunda ordem e a reondu�~ao a uma equa�~ao de Riati, para ada uma

das m�etrias, isto �e:

�

2

d

2

R

d�

2

+

�

2��

�

3

4r

2

+ �

2

�

dR

d�

+ `(`+ 1)R = 0 (56)

�

2

�

0

= ��

2

�

2

+

�

2��

�

3

4r

2

+ �

2

�

� + k (57)

para a m�etria de Riemann,

(r

2

+ �

2

)

�

2

r

2

d

2

R

dr

2

+

2�

r

2

(r

2

+ �

2

)

dR

d�

� `(`+ 1)R = 0 (58)

�

2

�

0

= ��

2

�

2

� 2��+ `(`+ 1)

r

2

r

2

+ �

2

(59)

para a m�etria de Beltrami,

d

2

R

d�

2

+

2

�

dR

d�

�

kR

�

2

� a

2

R = 0 (60)

�

0

= ��

2

�

2

�

�+

k

�

2

+ a

2

(61)

para a m�etria de B�orner-D�urr,

d

2

�

d�

2

+ 2otg�

d�

d�

+

`(`+ 1)

sen

2

�

�� �

2

� = 0 (62)

�

0

= ��

2

+

1

1� j

2

�

3j�+ �

2

�

`(`+ 1)

1� j

2

�

(63)

e

d

2

�

d�

2

+ 2otgh�

d�

d�

�

�

`(`+ 1)

sh

2

�

� �

2

�

� = 0 (64)

�

0

= ��

2

+

1

1�m

2

�

3m�+ �

2

�

`(`+ 1)

1�m

2

�

(65)

para as m�etrias externa e interna de Prasad, respetivamente.
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Note que as duas �ultimas equa�~oes de Riati, provenientes da m�etria

de Prasad vêm de equa�~oes radiais distintas, por�em, a menos das vari�aveis,

trata-se da mesma equa�~ao.

Apresentamos, �nalmente, as equa�~oes

1� �

�

r

2

r

2

d

dr

�

r

2

(1� �

�

r

2

)

dR

dr

�

�

�

`(`+ 1)

r

2

(1� �

�

r

2

) +B

�

R = 0 (66)

�

0

= ��

2

� �

�

2

r

�

2�

�

r

1� �

�

r

2

�

+

`(`+ 1)

r

2

(1� �

�

r

2

)

+

B

1� �

�

r

2

(67)

para am�etria de Prasad om parametriza�~ao independente do raio

do Universo.
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Apêndie

A topologia S

3

�R do Universo de de Sitter

Def. 1:

Uma variedade difereni�avel de dimens~ao n �e um onjunto M e uma fam��lia

de aplia�~oes biun��voas x

a

: V

a

� R

n

!M de abertos V

a

de R

n

em M tais

que:

(1)

S

a

x

a

(V

a

) =M .

(2) para todo par a, b, om x

a

(V

a

)\x

b

(V

b

) = W 6= ;, os onjuntos x

�1

a

(W )

e x

�1

b

(W ) s~ao abertos em R

n

e as aplia�~oes x

�1

b

Æ x

a

s~ao difereni�aveis.

A aplia�~ao x

a

om p 2 x

a

(U

a

) �e hamada parametriza�~ao de M em p. A

fam��lia [(V

a

; x

a

)℄ satisfazendo (1) e (2) �e hamada uma estrutura difereni�avel

em M [12℄.

Def. 2:

Sejam M

1

e M

2

variedades difereni�aveis. Uma aplia�~ao ' : M

1

! M

2

�e

difereni�avel em p 2M

1

se, dada uma parametriza�~ao y : Z � R

m

!M

2

em

'(p), existe uma parametriza�~ao x : V � R

n

!M

1

em p tal que '(x(V )) �

y(Z) e a aplia�~ao y

�1

Æ ' Æ x : V � R

n

!R

m

�e difereni�avel em x

�1

(p).

Def. 3:

Sejam M

1

e M

2

variedades difereni�aveis. Uma aplia�~ao  : M

1

! M

2

�e

um difeomor�smo se ela �e difereni�avel, biun��voa, sobrejetiva e sua inversa

 

�1

�e difereni�avel.

Def. 4:

Seja f : R

k+1

! R de lasse C

1

em todas suas omponentes. Um ponto

p 2 R

k+1

�e dito ponto regular de f se, pelo menos uma das �f=�x

i

, om

i = 1; 2; : : : k + 1 �e n~ao nula. Um n�umero real r �e dito valor regular de f se

f

�1

(r) onsiste em pontos regulares.
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O Universo de de Sitter �e identi�ado omo uma variedade om hipersu-

perf��ie de n��vel ontida emR

5

. Dados dois vetores x; y 2 D, ent~ao o produto

interno �e de�nido omo:

x � y = x

1

y

1

+ x

2

y

2

+ x

3

y

3

+ x

4

y

4

� x

5

y

5

e, onsequentemente, a forma quadr�atia omo

Q(x) = (x

1

)

2

+ (x

2

)

2

+ (x

3

)

2

+ (x

4

)

2

� (x

5

)

2

de onde

�Q

�x

i

= 2x

i

e

�Q

�x

5

= �2x

5

portanto r = R (o raio n~ao-nulo da pseudoesfera) �e valor regular de Q.

Ent~ao, podemos enuniar o seguinte:

Lema 1:

Se r �e um valor regular de f : R

k+1

! R ent~ao f

�1

(r) �e vazio ou uma

variedade k-dimensional.

Pelo Lema 1, o onjunto

Q

�1

(R

2

) = fx 2 R

5

: (x

1

)

2

+ (x

2

)

2

+ (x

3

)

2

+ (x

4

)

2

� (x

5

)

2

= R

2

g

�e uma variedade 4-dimensional de R

5

. D = Q

�1

(R

2

) �e um hiperbol�oide de

uma folha em R

5

.

�

R = R(t) = e

t=r

6= 0

�

. Se�~oes paralelas ao hiperplano

fx

1

; x

2

; x

3

; x

4

g s~ao disos que representam hiperesferas S

3

. Ent~ao, deste re-

sultado, enuniamos o

Teorema 1:

O espa�o-tempo de de Sitter �e difeomorfo a S

3

�R.

Prova:

Considere o seguinte onjunto:

S

3

�R = f(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; t) : y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

= 1 �1 < t <1g
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(nessa de�ni�~ao onsideramos o raio de D unit�ario, sem perda de generali-

dade, o que s�o �e verdadeiro para t=0). De�na um atlas F : S

3

� R ! R

5

por

F (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; t) = [(1 + t

2

)

1=2

℄

�

y

1

; y

2

; y

3

; y

4

;

t

(1 + t

2

)

1=2

�

de onde obtemos para as derivadas

�F

�y

i

= (1 + t

2

)

1=2

(1; 1; 1; 1; 0)

�F

�t

=

t

(1 + t

2

)

1=2

(y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; 1)

Portanto F �e suave. F tamb�em �e injetiva uma vez que: onsidere F (y) =

F (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; t

1

) e F (x) = F (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; t

2

), ent~ao se F (y) = F (x) temos,

em primeiro lugar, que t

1

= t

2

e, a partir da�� x = y.

Agora

Q(F ) = (1 + t

2

)(y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

)� t

2

= y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

+ t

2

(y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

� 1) = (y

2

1

+ y

2

2

+ y

2

3

+ y

2

4

) = 1

Assim F �e um atlas em D.

Considere G : D ! S

3

�R de�nido por

G(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

) = (1 + x

2

5

)

�1=2

�

x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

(1 + x

2

5

)

1=2

�

G �e suave e, al�em disso, G[F (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; t)℄ = (y

1

; y

2

; y

3

; y

4

; t) o que prova,

assim, ser G = F

�1

; portanto F �e um difeomor�smo entre D e S

3

�R.

Fia provado que D realmente �e um hiperbol�oide em R

5

om oe�ientes

reais. Ao fazermos x

5

! ix

5

, D �e uma hiperesfera S

4

, tamb�em hamada de

pseudoesfera.
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