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Abstract: O m�etodo dos elementos �nitos �e um dos mais conhecidos e

utilizados para a discretiza�c~ao de equa�c~oes diferenciais, mas em sua forma

padr~ao, conhecida como m�etodo de Galerkin, n~ao apresenta bom compor-

tamento em equa�c~oes de difus~ao-convec�c~ao quando o coe�ciente de difus~ao

�e pequeno. Neste trabalho, apresentamos algumas variantes do m�etodo

de Galerkin para a resolu�c~ao deste tipo de equa�c~oes , constru��das para a

obten�c~ao de melhores propriedades de estabilidade num�erica.

1 Problema Variacional Sim�etrico

Vamos considerar (H; h�; �i) um espa�co de Hilbert com k � k

H

a norma asso-

ciada ao produto interno h�; �i . Uma forma linear b(�) em H �e dita cont��nua

se existe c

1

<1 tal que

j b(v) j� c

1

kvk

H

; 8v 2 H:

De forma an�aloga, uma forma bilinear a(�; �) em H �e dita cont��nua se

existe c

2

<1 tal que

j a(v; w) j� c

2

kvk

H

kwk

H

; 8v; w 2 H
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e coerciva se existe c

3

> 0 tal que

a(v; v) � c

3

kvk

2

H

; 8v 2 H:

Se a(u; v) = a(v; u); 8u; v 2 H ent~ao dizemos que a(�; �) �e uma forma

bilinear sim�etrica.

De modo geral, dada a(�; �) uma forma bilinear sim�etrica, cont��nua e

coerciva em H e dada uma forma linear cont��nua b(�), podemos de�nir o

problema variacional sim�etrico

encontrar u

�

2 H tal que a(u; v) = b(v); 8v 2 H: (1)

Teorema de Lax-Milgram: Sejam H um espa�co de Hilbert, uma

forma bilinear cont��nua e coerciva a(�; �) : H �H ! < e b(�) : H ! < uma

forma linear cont��nua. Ent~ao, existe um �unico u

�

2 H solu�c~ao da equa�c~ao

a(u; v) = b(v); 8v 2 H;

al�em disso, vale a seguinte estimativa de estabilidade

kuk

H

�

c

1

c

3

:

Se tomarmos a(�; �) sim�etrica, ent~ao a demonstra�c~ao do teorema acima �e

uma aplica�c~ao do Teorema de Representa�c~ao de Riesz. Em ambos os casos,

sim�etrico ou n~ao-sim�etrico, a demonstra�c~ao pode ser encontrada em [1].

Associado ao problema variacional (1), temos o seguinte problema va-

riacional discreto ou aproxima�c~ao de Ritz-Galerkin: dado um subespa�co de

dimens~ao �nita V

h

� H,

encontrar u

h

2 V

h

tal que a(u

h

; v) = b(v); 8v 2 V

h

: (2)

De forma an�aloga ao problema variacional (1), o problema variacional

discreto (2) tem solu�c~ao �unica.

Lema de C�ea: Considerando v�alidas as condi�c~oes do Teorema de

Lax-Milgram e supondo que u seja solu�c~ao de (1). Ent~ao, para o problema

variacional discreto (2) vale que

ku� u

h

k

H

�

c

2

c

3

minfku� vk

H

; 8v 2 V

h

g;

onde c

2

�e a constante de continuidade e c

3

a constante de coercividade.
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Vamos considerar o seguinte problema variacional:

encontrar u 2 H � H

1

0

(0; 1) tal que a(u; v) = b(v); 8v 2 H; (3)

onde

a(u; v) =

Z

1

0

(�(x)u

0

(x)v

0

(x) + �(x)u(x)v(x))dx e b(v) =

Z

1

0

f(x)v(x)dx:

Associado ao problema (3), temos o seguinte problema de valores de

contorno:

� (�(x)u

0

(x))

0

+ �(x)u(x) = f(x); x 2 (0; 1) (4)

u(0) = u(1) = 0; (5)

com �(x) e �(x) fun�c~oes dadas.

Buscaremos uma aproxima�c~ao da solu�c~ao de (1) pela resolu�c~ao de (2).

Seja uma parti�c~ao � : 0 = x

0

< x

1

< � � � < x

n+1

= 1 do dom��nio.

Sobre esta parti�c~ao de�niremos o espa�co das fun�c~oes de Lagrange lineares

por partes

L

1

(�) = fv 2 H

1

(0; 1); v j

K

2 P

1

(K);8K 2 �g;

gerado pela base f�

i

g

n+1

i=0

, onde P

1

(K) �e o espa�co dos polinômios de grau

menor ou igual a 1, de�nidos em K. Como as condi�c~oes de contorno (5)

s~ao homogêneas, podemos retirar �

0

e �

n+1

da base. Assim, temos um

novo espa�co denotado por L

0

1

(�) = fv 2 L

1

(�); v(0) = v(1) = 0g. Note

que L

0

1

(�) � H

1

0

(0; 1) e tem dimens~ao �nita. Portanto, podemos escolher

V

h

= L

0

1

(�).

Uma fun�c~ao v 2 L

0

1

(�) tem a representa�c~ao

v(x) =

n

X

j=1

�

j

�

j

(x); onde �

j

= v(x

j

):

Desta forma, o problema (2) �e equivalente ao sistema linear

C� = d (6)

onde C = [c

ij

] �e uma matriz quadrada de ordem (n�1) com elementos dados

por c

ij

= a(�

i

; �

j

); � = [�

i

] �e o vetor de inc�ognitas com �

i

= u

h

(x

i

) e d �e

o vetor do lado direito, d = [d

i

], com d

i

= b(�

i

).
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2 Problema Variacional N~ao-Sim�etrico

De modo an�alogo a se�c~ao anterior, se a forma bilinear a(�; �) n~ao for sim�etrica,

podemos de�nir o problema variacional n~ao-sim�etrico, bem como, o seu

respectivo problema variacional discreto.

Como j�a citamos anteriormente, o Teorema de Lax-Milgram continua

valendo neste caso, assim como a estimativa dada pelo Lema de C�ea. Por-

tanto, podemos garantir a existência e a unicidade da solu�c~ao tanto de (1)

quanto de (2), com a(�; �) n~ao necessariamente sim�etrica.

Na pr�oxima se�c~ao trabalharemos com problemas de valores de contorno

cujo problema variacional associado �e n~ao-sim�etrico.

3 Equa�c~oes de Difus~ao-Convec�c~ao

Equa�c~oes diferenciais associadas a fenômenos de transporte têm grande im-

portância pr�atica na modelagem de um vasto n�umero de problemas. Estas

podem ser de dif��cil an�alise, tanto do ponto de vista te�orico quanto num�erico,

nos casos em que ocorram predominância do termo convectivo sobre o termo

difusivo. Isto se explica pela possibilidade da presen�ca de ondas de choque,

que correspondem a regi~oes de descontinuidade da solu�c~ao, ou ent~ao de

regi~oes de transi�c~ao muito r�apida.

Vamos nos ater ao caso unidimensional da equa�c~ao de difus~ao-convec�c~ao:

� (�(x)u

0

(x))

0

+ �(x)u

0

(x) + �(x)u(x) = f(x); x 2 (a; b) (7)

com as condi�c~oes de contorno de Dirichlet

u(a) = 0; u(b) = 0: (8)

A fun�c~ao �(x) �e conhecida como coe�ciente de difus~ao, �(x) �e o coe-

�ciente de convec�c~ao - respon�avel pelo transporte da solu�c~ao - e �(x) �e o

coe�ciente de absor�c~ao. Todas elas, �(x), �(x) e �(x) devem ser estrita-

mente positivas em (a; b).

Podemos formular o seguinte problema variacional n~ao-sim�etrico equiva-

lente a (7): encontrar u 2 H

1

0

(a; b) tal que

Z

b

a

(�(x)u

0

(x)v

0

(x) + �(x)u

0

(x)v(x) + �(x)u(x)v(x))dx =

=

Z

b

a

f(x)v(x)dx; 8v 2 H

1

0

(a; b): (9)
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Se tomarmos V

h

= L

0

1

(�), estaremos buscando uma aproxima�c~ao para a

solu�c~ao do problema (9). Este m�etodo recebe o nome de m�etodo de Galerkin

e pode ser resumido como: encontrar u

h

2 L

0

1

(�) tal que

a(u

h

; v) = b(v); 8v 2 L

0

1

(�); (10)

com

a(u

h

; v) =

Z

b

a

(�(x)u

0

h

(x)v

0

(x) + �(x)u

0

h

(x)v(x) + �(x)u

h

(x)v(x))dx

e

b(v) � hf; vi =

Z

b

a

f(x)v(x)dx:

3.1 Estimativas da Solu�c~ao de Galerkin

Vamos obter uma estimativa da estabilidade do m�etodo de Galerkin. Para

isto, tomando v = u

h

em (10) obtemos

a(u

h

; u

h

) = h�u

0

h

; u

0

h

i+ h�u

0

h

; u

h

i+ h�u

h

; u

h

i = hf; u

h

i: (11)

Assumindo que o campo de velocidades � corresponda a um uxo im-

compress��vel, isto �e �

0

(x) = 0, e levando em considera�c~ao as condi�c~oes de

fronteira do nosso problema, podemos integrar h�u

0

h

; u

h

i por partes e con-

cluir que este termo se anula identicamente.

Desta forma, (11) se reduz a

h�u

0

h

; u

0

h

i+ h�u

h

; u

h

i = hf; u

h

i: (12)

Considerando a desigualdade

2ab � a

2

�+

b

2

�

; 8�; a; b 2 < e � > 0; (13)

podemos reescrer (12) como

h�u

0

h

; u

0

h

i+ h�u

h

; u

h

i �

�

2

hf; fi+

1

2�

hu

h

; u

h

i;

que implica em

h�u

0

h

; u

0

h

i+ h(� �

1

2�

)u

h

; u

h

i �

�

2

hf; fi;
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ou

k�

1

2

u

0

h

k

2

+ k(� �

1

2�

)

1

2

u

h

k

2

�

�

2

kfk

2

; (14)

onde

kuk

2

=

Z

b

a

u

2

(x)dx:

Observa�c~ao 1: Na estimativa (14) podemos observar que se f for limi-

tada na norma L

2

obteremos um controle no comportamento das solu�c~oes

aproximadas u

h

, bem como em sua derivada de primeira ordem, desde que a

fun�c~ao �(x) n~ao seja pequena. Se �(x) se aproxima de zero em [a; b], ent~ao o

controle sobre o tamanho de u

0

h

se perde. Aparecem ent~ao oscila�c~oes esp�urias

na solu�c~ao u

h

, como pode ser visto na �gura abaixo, gr�a�co da simula�c~ao

num�erica com coe�cientes � = 10

�3

; � = 1:0; � = 1:0; f(x) = e

�x

.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Figura 1: Simula�c~ao num�erica com o m�etodo de Galerkin

Para a obten�c~ao de uma estimativa do erro da aproxima�c~ao do problema

(7)-(8) via m�etodo de Galerkin, vamos de�nir e

h

= u

h

� u

h

; z

h

= u� u

h

e

e = u � u

h

; onde u

h

2 L

0

1

(�) �e a fun�c~ao que interpola a u que �e a solu�c~ao

de (7)-(8) e u

h

�e a sua solu�c~ao num�erica obtida pelo m�etodo de Galerkin.

Desta forma, e

h

= z

h

� e e

a(e

h

; e

h

) = h�e

0

h

; e

0

h

i+ h�e

h

; e

h

i = a(z

h

; e

h

)� a(e; e

h

): (15)
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Fazendo a diferen�ca entre as solu�c~oes das formula�c~oes variacionais cont��nua

(9) e discreta (10), conclu��mos que

a(u� u

h

; v) = 0; 8v 2 L

0

1

(�): (16)

Como e

h

2 L

0

1

(�), reescrevemos (15) como

h�e

0

h

; e

0

h

i+ h�e

h

; e

h

i = a(z

h

; e

h

) =

h�z

0

h

; e

0

h

i+ h�z

0

h

; e

h

i+ h�z

h

; e

h

i �

�

1

2

h�z

0

h

; z

0

h

i+

1

2

h�e

0

h

; e

0

h

i+

�

2

h�z

0

h

; �z

0

h

i +

+

1

2�

he

h

; e

h

i+

1

2

h�z

h

; z

h

i+

1

2

h�e

h

; e

h

i:

Para a obten�c~ao desta �ultima desigualdade, usamos (13). Logo,

h�e

0

h

; e

0

h

i+ h(� �

1

�

)e

h

; e

h

i �

� h�z

0

h

; z

0

h

i+ �h�z

0

h

; �z

0

h

i+ h�z

h

; z

h

i �

� C

1

(2kz

0

h

k

2

+ kz

h

k

2

);

onde

C

1

= max(sup �; � sup �

2

; sup �):

De acordo com [2], se V

h

= L

0

k

(�), o espa�co das fun�c~oes de Lagrange de

grau menor ou igual a k, para qualquer u 2 H

k+1

(a; b) existe um interpolante

u

h

2 V

h

tal que

ku� u

h

k

2

1

� Ch

2k

kuk

2

k+1

; (17)

onde

kuk

2

k

= kuk

2

+ ku

0

k

2

+ � � �+ ku

(k)

k

2

;

e
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h = max(x

k+1

� x

k

); k = 0; 1; � � � ; n� 1:

Ent~ao,

min(�; � �

1

�

)ke

h

k

2

1

� h�e

0

h

; e

0

h

i+ h(� �

1

�

)e

h

; e

h

i �

� Ch

2k

kuk

2

k+1

;

ou

ke

h

k

1

� Ch

k

kuk

k+1

:

Como e = z

h

� e

h

, usando a desigualdade triangular conclu��mos que

kek

1

� Ch

k

kuk

k+1

: (18)

Observa�c~ao 2: Podemos observar que a constante C depende do rec��proco

da constante min(�; � �

1

�

). Portanto, se � for pequena, a estimativa (18)

n~ao garantir�a um bom comportamento das solu�c~oes aproximadas.

3.2 M�etodo de Difus~ao Arti�cial

A forma mais simples de evitar o aparecimento das oscila�c~oes citadas na

observa�c~ao 1 �e adicionar um termo difusivo arti�cial ��u

00

�a equa�c~ao (7).

De forma mais precisa, queremos encontrar u

h

2 L

0

1

(�) tal que

Chu

0

h

; v

0

i+ h�u

0

h

; vi+ h�u

h

; vi = hf; vi; 8v 2 L

0

1

(�):

De maneira an�aloga a se�c~ao anterior, temos a estimativa de estabilidade

na norma L

2

(a; b):

kC

1

2

u

0

h

k

2

+ k(� �

1

2�

)

1

2

u

h

k

2

�

�

2

kfk

2

: (19)

A constante C depende da escolha do parâmetro �. De acordo com esta

escolha temos três m�etodos diferentes, a saber:

M�etodo � C

Difus~ao Arti�cial Cl�assico h� � h

Difus~ao Arti�cial Modi�cado �

2

(h� �) h+ �(1 � �

2

)

\Classical Upwind" h h+ �

8



Estes m�etodos produzem solu�c~oes num�ericas sem oscila�c~oes, mas in-

troduzem uma perturba�c~ao na equa�c~ao original que n~ao permite que a

precis~ao do m�etodo seja melhor que O(h), mesmo quando usamos, em

cada elemento, interpola�c~ao polinomial de ordem maior que 1. Nas �gu-

ras abaixo, apresentamos gr�a�cos de simula�c~oes num�ericas com coe�cientes

� = 10

�3

; � = 1:0; � = 1:0; f(x) = e

�x

.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Figura 2: Simula�c~ao com o m�etodo de difus~ao arti�cial modi�cado

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Figura 3: Simula�c~ao num�erica com o m�etodo \Classical Upwind"
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3.3 M�etodo \Streamline Di�usion"

Se alterarmos o espa�co das fun�c~oes teste tornando-o diferente do espa�co de

aproxima�c~ao, estaremos nos referindo a uma fam��lia de m�etodos conhecidos

como m�etodos de Petrov-Galerkin. O m�etodo \Streamline Di�usion" �e um

membro desta fam��lia. Para estabelecê-lo, multiplicamos a equa�c~ao (7) por

uma fun�c~ao teste do tipo v + ��v

0

, com v 2 H

1

0

(a; b), e integramos para

obter :

h�u

0

; v

0

i � �h(�u

0

)

0

; �v

0

i+ h�u

0

; vi+ �h�u

0

; �v

0

i +

+ h�u; vi + �h�u; �v

0

i = hf; v + ��v

0

i; (20)

onde � �e um parâmetro que de�niremos posteriormente.

O problema variacional discreto associado a (20) �e:

encontrar u

h

2 V

h

� H � H

1

0

(a; b) tal que

h�u

0

h

; v

0

i � �h(�u

0

h

)

0

; �v

0

i+ h�u

0

h

; vi+ �h�u

0

h

; �v

0

i +

+ h�u

h

; vi + �h�u

h

; �v

0

i = hf; v + ��v

0

i; 8v 2 V

h

; (21)

onde � = Ch se � < h com C > 0 e � = 0 se � � h.

Tomando v = u

h

, podemos reescrever (21) como

h�u

0

h

; u

0

h

i � �h(�u

0

h

)

0

; �u

0

h

i+ h�u

0

h

; u

h

i+ �h�u

0

h

; �u

0

h

i +

+ h�u

h

; u

h

i+ �h�u

h

; �u

0

h

i = hf; u

h

+ ��u

0

h

i: (22)

Se tomarmos � e � constantes e V

h

= L

0

1

(�), ent~ao , integrando por

partes e usando as condi�c~oes de contorno vem que

h�u

0

h

; u

0

h

i+ �h�u

0

h

; �u

0

h

i+ h�u

h

; u

h

i = hf; u

h

+ ��u

0

h

i: (23)

Usando (13) e tomando � constante temos que

�ku

0

h

k

2

+ ��

2

ku

0

h

k

2

+�ku

h

k

2

�

�

1

2

kfk

2

+

1

2�

1

ku

h

k

2

+

���

2

2

kfk

2

+

��

2�

2

ku

0

h

k

2

:

(�+ ��

2

�

��

2�

2

)ku

0

h

k

2

+ (� �

1

2�

1

)ku

h

k

2

� (

�

1

+ ���

2

2

)kfk

2

: (24)
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Observa�c~ao 3: Comparando (24) com a respectiva estimativa (14) do

m�etodo de Galerkin, vemos que se f 2 L

2

(a; b) conseguimos um controle

melhor do comportamento de u

0

h

, mesmo quando � se aproxima de zero. Veja

na �gura abaixo, a simula�c~ao num�erica do m�etodo \Streamline Di�usion"

com coe�cientes � = 10

�3

; � = 1:0; � = 1:0; f(x) = e

�x

.
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0.4

Figura 4: Simula�c~ao num�erica com o m�etodo \Streamline Di�usion"

Na obten�c~ao de uma estimativa do erro da aproxima�c~ao do problema

(7)-(8) pelo m�etodo \Streamline Di�usion", vamos proceder como antes.

Lembrando que, e

h

= z

h

� e ent~ao

a(e

h

; e

h

) = h�e

0

h

; e

0

h

i � �h(�e

0

h

)

0

; �e

0

h

i+ �h�e

0

h

; �e

0

h

i+ h�e

h

; e

h

i =

= a(z

h

; e

h

)� a(e; e

h

): (25)

Mas, de (16)

a(e; v) = 0; 8v 2 L

0

1

(�):

Como e

h

2 L

0

1

(�) , reescrevemos (25) como

a(e

h

; e

h

) = h�e

0

h

; e

0

h

i+ �h�e

0

h

; �e

0

h

i+ h�e

h

; e

h

i = a(z

h

; e

h

) =

h�z

0

h

; e

0

h

i+ h�z

0

h

; e

h

i+ �h�z

h

; �e

0

h

i+ �h�z

0

h

; �e

0

h

i+ h�z

h

; e

h

i �

11



�

1

2

h�z

0

h

; z

0

h

i+

1

2

h�e

0

h

; e

0

h

i+

�

1

2

h�z

0

h

; �z

0

h

i +

+

1

2�

1

he

h

; e

h

i+

1

2

h�z

h

; z

h

i+

1

2

h�e

h

; e

h

i +

+ ��(

�

2

2

hz

h

; z

h

i+

1

2�

2

h�e

0

h

; �e

0

h

i) + �(

1

2

h�z

0

h

; �z

0

h

i+

1

2

h�e

0

h

; �e

0

h

i):

Usando (13) para a obten�c~ao desta �ultima desigualdade. Logo,

(� + ��

2

(1�

�

�

2

))he

0

h

; e

0

h

i+ h(� �

1

�

1

)e

h

; e

h

i �

� (�+ �

2

(�

1

+ �))hz

0

h

; z

0

h

i+ �(��

2

+ 1)hz

h

; z

h

i �

� C

1

(kz

0

h

k

2

+ kz

h

k

2

):

E de acordo com (17), para k = 1, vem que

ke

h

k

1

� C

2

hkuk

2

:

Como e = z

h

� e

h

, usando a desigualdade triangular conclu��mos que

kek

1

� Chkuk

2

: (26)

3.4 M�etodo de Galerkin com fun�c~oes \bolha"

Uma outra forma de descrever o espa�co L

1

(�) �e atrav�es de sua base local.

Se de�nirmos uma transforma�c~ao de coordenadas que leva cada subintervalo

(ou elemento) da parti�c~ao � no intervalo [�1; 1] e vice-versa, podemos de�nir

as fun�c~oes de base neste sistema de coordenadas. No caso do espa�co L

1

(�),

temos duas fun�c~oes de base em cada elemento :

^

�

1

(t) =

1

2

(1� t);

^

�

2

(t) =

1

2

(1 + t); t 2 [�1; 1]:

Similarmente, para L

2

(�) a base local �e dada por três fun�c~oes das quais

vamos destacar

12



'(t) = 4

^

�

1

(t)

^

�

2

(t) = 1� t

2

:

Note que ' se anula na fronteira de cada elemento, e �e positiva em seu

interior. Por isso, ' tamb�em �e conhecida como fun�c~ao bolha.

Vamos considerar o seguinte subespa�co

V

b

h

= L

0

1

(�)�B(�);

onde B(�) denota o espa�co das fun�c~oes bolha de�nido sobre a parti�c~ao �.

Se em (10) tomarmos V

h

= V

b

h

estaremos construindo uma varia�c~ao do

m�etodo de Galerkin , enriquecida com fun�c~oes bolha, mais est�avel que o

m�etodo em sua forma usual no caso de equa�c~oes do tipo difus~ao-convec�c~ao.

Este m�etodo pode ser descrito pelo problema:

Encontrar u

h

2 V

b

h

tal que

h�u

0

h

; v

0

i+ h�u

0

h

; vi+ h�u

h

; vi = hf; vi; 8v 2 V

b

h

: (27)

Se em (27) tomarmos v = '(x) para x 2 K e v = 0 caso contr�ario,

obtemos

h�u

0

h

; '

0

i

K

+ h�u

0

h

; 'i

K

+ h�u

h

; 'i

K

= hf; 'i

K

;

onde o subescrito K indica integra�c~ao no elemento K.

Podemos decompor a solu�c~ao u

h

em sua parte linear u

1

2 L

0

1

(�) e sua

parte gerada pelas bolhas, isto �e,

u

h

= u

1

+

X

K

u

K

b

'; (28)

onde u

K

b

�e o coe�ciente da fun�c~ao bolha no elemento K.

Substituindo (28) em (27) temos

h�u

0

1

; '

0

i

K

+ u

K

b

h�'

0

; '

0

i

K

+ h�u

0

1

; 'i

K

+ u

K

b

h�'

0

; 'i

K

+

+ h�u

1

; 'i

K

+ u

K

b

h�'; 'i

K

= hf; 'i

K

:

Por�em, para 8w 2 L

0

1

(�) e � constante temos, integrando por partes,

que h�w

0

; '

0

i

K

= 0. Lembrando que, para � constante, h�'

0

; 'i

K

= 0,

temos que
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u

K

b

[�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

] = hf � �u

0

1

� �u

1

; 'i

K

:

Isto �e, o coe�ciente da fun�c~ao bolha pode ser eliminado, em cada ele-

mento, por

u

K

b

=

hf � �u

0

1

� �u

1

; 'i

K

�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

: (29)

Este procedimento pode ser repetido para cada elemento K 2 �. Se em

(27) tomarmos v = v

1

2 L

0

1

(�) e usarmos (28), temos que

h�u

0

1

; v

0

1

i+

X

K

u

K

b

h�'

0

; v

0

1

i

K

+ h�u

0

1

; v

1

i+

X

K

u

K

b

h�'

0

; v

1

i

K

+

+ h�u

1

; v

1

i+

X

K

u

K

b

h�'; v

1

i

K

= hf; v

1

i: (30)

Ent~ao, o problema variacional resultante (30) �e equivalente a usar o

m�etodo de Galerkin com V

h

= L

0

1

(�) mais um termo que em vista de (29)

pode ser reescrito como

X

K

u

K

b

h�'

0

+ �'; v

1

i

K

=

X

K

hf � �u

0

1

� �u

1

; 'i

K

�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

h'; �v

1

� �v

0

1

i

K

=

=

X

K

hf � �u

0

1

� �u

1

; �v

1

� �v

0

1

i

K

�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

Ck'k

2

K

; (31)

onde C �e uma constante.

Isto sugere uma altera�c~ao do espa�co das fun�c~oes teste, ou seja, a inclus~ao

de fun�c~oes \bolha" funciona como um m�etodo tipo Petrov-Galerkin para

estabilizar o problema variacional.

Tomando (30) com v

1

= u

1

e usando (31) temos em cada elemnto K que

h�u

0

1

; u

0

1

i

K

+ h�u

1

; u

1

i

K

+

+

hf � �u

0

1

� �u

1

; �u

1

� �u

0

1

i

K

�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

Ck'k

2

K

= hf; u

1

i

K

;

ou
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h�u

0

1

; u

0

1

i

K

+ h�u

1

; u

1

i

K

+ C

K

hf � �u

0

1

� �u

1

; �u

1

� �u

0

1

i

K

= hf; u

1

i

K

;

onde

C

K

=

Ck'k

2

K

�k'

0

k

2

K

+ k�

1

2

'k

2

K

:

Podemos reescrever a �ultima equa�c~ao como

h�u

0

1

; u

0

1

i

K

+ h�u

1

; u

1

i

K

+ C

K

[h�u

0

1

; �u

0

1

i

K

� h�u

1

; �u

1

i

K

] =

= hf; u

1

i

K

� C

K

[hf; �u

1

i

K

� hf; �u

0

1

i

K

]: (32)

Usando a desigualdade (13), e tomando � tamb�em constante, temos que

(�+ C

K

�

2

)ku

0

1

k

2

K

+ (�(1 � �C

K

))ku

1

k

2

K

�

�

�

1

2

kfk

2

K

+

(1� �C

K

)

2

2�

1

ku

1

k

2

K

+

�

2

2

kfk

2

K

+

(�C

K

)

2

2�

2

ku

0

1

k

2

K

: (33)

Rearranjando (33) temos que

(�+ C

K

�

2

�

(�C

K

)

2

2�

2

)ku

0

1

k

2

K

+ (�(1 � �C

K

)�

(1� �C

K

)

2

2�

1

)ku

1

k

2

K

�

�

�

1

+ �

2

2

kfk

2

K

; (34)

que �e uma estimativa para a estabilidade de (27). Na �gura abaixo, temos

uma simula�c~ao com coe�cientes � = 10

�3

; � = 1:0; � = 1:0; f(x) = e

�x

.

4 Conclus~oes

Dos m�etodos apresentados como alternativa ao m�etodo de Galerkin, os

m�etodos do tipo difus~ao arti�cial têm a desvantagem de serem inconsitentes

com a equa�c~ao diferencial. O m�etodo \Streamline Di�usion" e o m�etodo

de Galerkin com fun�c~oes \bolha" têm bom comportamento, mas o primeiro

introduz di�culdades adicionais em sua implementa�c~ao, o que n~ao ocorre no

segundo, ao menos no caso unidimensional. Por isso, pretendemos intensi�-

car nossas pesquisas neste, para modelos bidimensionais.
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Figura 5: Simula�c~ao com o m�etodo de Galerkin com fun�c~oes \bolha"
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