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Abstract: O método dos elementos finitos é um dos mais conhecidos e
utilizados para a discretizagdo de equagoes diferenciais, mas em sua forma
padrao, conhecida como método de Galerkin, nao apresenta bom compor-
tamento em equacoes de difusdo-conveccao quando o coeficiente de difusdo
é pequeno. Neste trabalho, apresentamos algumas variantes do método
de Galerkin para a resolucao deste tipo de equacoes , construidas para a
obtencao de melhores propriedades de estabilidade numérica.

1 Problema Variacional Simétrico

Vamos considerar (H, (-,-)) um espago de Hilbert com || - ||z a norma asso-
ciada ao produto interno (-,-) . Uma forma linear b(-) em H ¢é dita continua
se existe ¢c; < oo tal que

| b(v) |< cil||v]|g, Vv e H.

De forma analoga, uma forma bilinear a(-,-) em H ¢ dita continua se
existe cg < oo tal que

| a(v,w) |[< ef|vl|lmllwlm, Yo,weH



e coerciva se existe cg > 0 tal que
a(v,v) > c3lv||%,, Vve H.

Se a(u,v) = a(v,u), Vu,v € H entdo dizemos que a(-,-) é uma forma
bilinear simétrica.

De modo geral, dada a(-,-) uma forma bilinear simétrica, continua e
coerciva em H e dada uma forma linear continua b(-), podemos definir o
problema variacional simétrico

encontrar u* € H tal que a(u,v) = b(v), Vv € H. (1)

Teorema de Lax-Milgram: Sejam H um espaco de Hilbert, uma
forma bilinear continua e coerciva a(-,-) : H x H - R e b(-) : H — R uma
forma linear continua. Entdo, existe um unico u* € H solucao da equagao

a(u,v) = b(v), Yv e H,
além disso, vale a seguinte estimativa de estabilidade

1
lulle < —.
€3

Se tomarmos a(-, -) simétrica, entdo a demonstracdo do teorema acima é
uma aplicacdo do Teorema de Representacdo de Riesz. Em ambos os casos,
simétrico ou nao-simétrico, a demonstracao pode ser encontrada em [1].

Associado ao problema variacional (1), temos o seguinte problema va-
riacional discreto ou aproximacao de Ritz-Galerkin: dado um subespaco de
dimensao finita V}, C H,

encontrar up € Vy, tal que a(up,v) =b(v), Vv € V. (2)

De forma andloga ao problema variacional (1), o problema variacional
discreto (2) tem solucdo tunica.

Lema de Céa: Considerando validas as condicoes do Teorema de
Lax-Milgram e supondo que u seja solugao de (1). Entao, para o problema
variacional discreto (2) vale que

¢ .
lu—unlln < = min[ju—vllu, Vo€ Vi,
3

onde ¢y é a constante de continuidade e c3 a constante de coercividade.



Vamos considerar o seguinte problema variacional:

encontrar u € H = H}(0,1) tal que a(u,v) =b(v), Yv € H, (3)

onde

a(u,v) = /01(04(:1:)1/ (z)v' (z) + o (z)u(z)v(z))ds e bv) = /01 f(z)v(z)d.

Associado ao problema (8), temos o seguinte problema de valores de
contorno:

— (@) () + o(@)u(w) = f(z), @€ (0,1) (4)

u(0) = u(1) = 0, (5)

com «(x) e o(z) fungoes dadas.

Buscaremos uma aproximacio da solucao de (1) pela resolucao de (2).
Seja uma particao II : 0 = 29 < z; < -+ < zp41 = 1 do dominio.
Sobre esta particdo definiremos o espaco das funcoes de Lagrange lineares
por partes

Li(I) = {v € HY(0,1);v |g€ P1(K),VK €11},

gerado pela base {¢; ?:"'rol, onde P;(K) é o espago dos polindomios de grau

menor ou igual a 1, definidos em K. Como as condigdes de contorno (5)
sao homogéneas, podemos retirar ¢y e ¢p+1 da base. Assim, temos um
novo espago denotado por LY(I1) = {v € Ly (II); v(0) = v(1) = 0}. Note
que LY(IT) C H(0,1) e tem dimensdo finita. Portanto, podemos escolher
Vi, = LY(II).

Uma fungdo v € LY(II) tem a representacio

v(z) = Zajgbj(:r), onde o = v(x;).
j=1

Desta forma, o problema (2) é equivalente ao sistema linear

Ca=d (6)

onde C = [¢;j] é uma matriz quadrada de ordem (n—1) com elementos dados
por ¢;j = a(di, pj), o= [oy] é o vetor de incognitas com oy = up(x;) ed é
o vetor do lado direito, d = [d;], com d; = b(¢;).



2 Problema Variacional Nao-Simétrico

De modo andlogo a secao anterior, se a forma bilinear a(+, -) ndo for simétrica,
podemos definir o problema variacional nao-simétrico, bem como, o seu
respectivo problema variacional discreto.

Como j4 citamos anteriormente, o Teorema de Lax-Milgram continua
valendo neste caso, assim como a estimativa dada pelo Lema de Céa. Por-
tanto, podemos garantir a existéncia e a unicidade da solucao tanto de (1)
quanto de (2), com a(-,-) nao necessariamente simétrica.

Na proxima secao trabalharemos com problemas de valores de contorno
cujo problema variacional associado é nao-simétrico.

3 Equacgoes de Difusao-Convecgao

Equacoes diferenciais associadas a fendmenos de transporte tém grande im-
portancia pratica na modelagem de um vasto ntimero de problemas. Estas
podem ser de dificil anélise, tanto do ponto de vista teérico quanto numérico,
nos casos em que ocorram predominancia do termo convectivo sobre o termo
difusivo. Isto se explica pela possibilidade da presenca de ondas de choque,
que correspondem a regioes de descontinuidade da solucao, ou entao de
regiodes de transicdo muito rapida.

Vamos nos ater ao caso unidimensional da equacao de difusao-convecgao:

— (a(@)u'(2)) + Blz)u (2) + o(z)u(z) = f(z), = € (a,b) (7)

com as condicoes de contorno de Dirichlet

u(a) =0, wu(b)=0. (8)

A fungao a(z) é conhecida como coeficiente de difusao, 3(z) é o coe-
ficiente de conveccao - respondvel pelo transporte da solucdo - e o(z) é o
coeficiente de absor¢ao. Todas elas, a(z), B(z) e o(x) devem ser estrita-
mente positivas em (a,b).

Podemos formular o seguinte problema variacional nao-simétrico equiva-
lente a (7): encontrar v € H¢ (a,b) tal que

/ab(a(:r)u' (2)0' () + Blx)u (z)v(z) + o(@)u(z)o())dz =



Se tomarmos Vj, = L{(II), estaremos buscando uma aproximagio para a
solugdo do problema (9). Este método recebe o nome de método de Galerkin
e pode ser resumido como: encontrar u, € LY(I) tal que

a(up,v) = b(v), VYou e LY(I), (10)

com

alup,v) = / b(a(x)u’h(x)v’ (z) + B(z)uy, (z)v(x) + o (z)up (z)v(z))dz

b0) = (100 = [ F@ole)d.

3.1 Estimativas da Solucao de Galerkin

Vamos obter uma estimativa da estabilidade do método de Galerkin. Para
isto, tomando v = u;, em (10) obtemos

a(un, up) = (e, up) + (Bup, up) + (oup, up) = (f, up). (11)

Assumindo que o campo de velocidades 3 corresponda a um fluxo im-
compressivel, isto é ﬂ' () = 0, e levando em consideragao as condigoes de
fronteira do nosso problema, podemos integrar (ﬁu;l,uh) por partes e con-
cluir que este termo se anula identicamente.

Desta forma, (11) se reduz a

(au;7,7ulh> + (O'Uh,’u,h> = <f7uh>' (12)
Considerando a desigualdade

b2
2a0b < a’e + —, VYe,a,beERee>0, (13)
€

podemos reescrer (12) como
l l € 1
(o, up) + (oun, un) < 5(f, ) + o (un, un),

que implica em

() -+ {(0 = 5 Juns un) < S5 5),



ou

1 ]. 1 €
lozup|* + (o = o) 2unll* < SIIFI7, (14)

onde

b
Jul? = [ w @)

Observacgao 1: Na estimativa (14) podemos observar que se f for limi-
tada na norma Ly obteremos um controle no comportamento das solugoes
aproximadas up, bem como em sua derivada de primeira ordem, desde que a
funcao a(z) ndo seja pequena. Se «(z) se aproxima de zero em |a, b], entdao o
controle sobre o tamanho de u'h se perde. Aparecem entao oscilagoes espurias
na solucao up, como pode ser visto na figura abaixo, grafico da simulacao
numérica com coeficientes o = 1072,0 = 1.0, 8 = 1.0, f(z) = e ~.
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Figura 1: Simulagdo numérica com o método de Galerkin

Para a obtencao de uma estimativa do erro da aproximacao do problema
(7)-(8) via método de Galerkin, vamos definir e, = u, — Uy, 2, = u — Uy, €
e = u — uy, onde u, € LI(II) é a funcio que interpola a u que é a solugio
de (7)-(8) e uy é a sua solugao numérica obtida pelo método de Galerkin.

Desta forma, ep, =z, — ¢ e

’ ’

a(ep, en) = (e, e,) + (oep, en) = alzn, ep) — ale, ep). (15)



Fazendo a diferenca entre as solugoes das formulagoes variacionais continua,
(9) e discreta (10), concluimos que

a(u —up,v) =0, VYo e LY(II). (16)
Como e, € LY(TI), reescrevemos (15) como

’ ’

<a6h76h> + <06h76h> = G(Zh,eh) =

(a2, en) + (Bzn, en) + (0zn,en) <

]. ’ ’ ]_ ’ ’ € ! !
< 5(042117211) + 5(046117611) + §</Bzh7ﬂzh> +
1 1 1
+ _<6h76h> + —<O'Zh,Zh> + _<06h76h>'
2¢ 2 2

Para a obtencao desta tltima desigualdade, usamos (13). Logo,

! ! ].
(aehv eh> + ((U - g)ehv 6h> <

< Aazp, z) + €(Bzy, Bzp) + (02h, 2n) <

< C12llz )17 + llzall?),

onde
C1 = max(sup a, € sup 2, sup o).

De acordo com [2], se Vj, = L) (II), o espago das funcoes de Lagrange de
grau menor ou igual a k, para qualquer u € H*t1(a, b) existe um interpolante
up, € Vp, tal que

lu — a1 < CR*|lullf; 1, (17)

onde

! k
i = lull® + [+ -+ a2,



h = max(zg41 —xg), k=0,1,---,n—1

Entao,

1

. ! !
min(c, o = =)lenl|T < {aey, e4) + (0 = “)en,en) <

1
€
< Ch?*|lull 1,
ou

lenlly < CR*|lull1.

Como e = zp, — e, usando a desigualdade triangular concluimos que

lelly < CR¥[lullg1- (18)
Observacao 2: Podemos observar que a constante C depende do reciproco
da constante min(a, o — %) Portanto, se « for pequena, a estimativa (18)

nao garantirda um bom comportamento das solugoes aproximadas.

3.2 Método de Difusao Artificial

A forma mais simples de evitar o aparecimento das oscilacles citadas na

- , .. . . ep - N ~
observagdo 1 é adicionar um termo difusivo artificial —du & equagao (7).
De forma mais precisa, queremos encontrar uj, € L{(II) tal que

Clup, ') + (Bup, v) + (oup,v) = (f,v), Yo € LY(II),

De maneira andloga a secao anterior, temos a estimativa de estabilidade
na norma Lsy(a,b):

1 1.1 €
1CZuy |* + [|(o — 2_6)2Uh“2 < =[£I (19)

A constante C' depende da escolha do pardmetro §. De acordo com esta
escolha temos trés métodos diferentes, a saber:

‘ Método ‘ 0 ‘ C ‘
Difusdo Artificial Classico h—« h
Difusdo Artificial Modificado | 8%(h — ) | h + a(1 — 3?)
“Classical Upwind” h h+ao




Estes métodos produzem solucoes numéricas sem oscilacoes, mas in-
troduzem uma perturbacao na equacdo original que ndo permite que a
precisao do método seja melhor que O(h), mesmo quando usamos, em
cada elemento, interpolacao polinomial de ordem maior que 1. Nas figu-
ras abaixo, apresentamos graficos de simulagoes numéricas com coeficientes

a=10"3, 0 =10, B=1.0, f(z) ="
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Figura 2: Simulagdo com o método de difusao artificial modificado
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Figura 3: Simulacdo numérica com o método “Classical Upwind”



3.3 Método “Streamline Diffusion”

Se alterarmos o espaco das funcoes teste tornando-o diferente do espaco de
aproximagcao, estaremos nos referindo a uma familia de métodos conhecidos
como métodos de Petrov-Galerkin. O método “Streamline Diffusion” é um
membro desta familia. Para estabelecé-lo, multiplicamos a equacao (7) por
uma funcao teste do tipo v + 08v’, com v € H}(a,b), e integramos para

obter :

(o' ,v') — 0{(aw’), Bv') + (Bu',v) + 6(Bu’, Bu') +

+ (ou,v) + (5(011,,,30,) =(f,v+ 5ﬁv’>,

onde 0 é um parametro que definiremos posteriormente.
O problema variacional discreto associado a (20) é
encontrar u, € Vj, C H = H}(a,b) tal que

(o, v') — 0{(auy,) , v') + (Buy,v) + 6(Buy, Av') +

+ (O'Uh,l)> + 5<Uuh7ﬁvl> = (f,U + 5/6,Ul>7 Vo € Vha

onde d =Chsea<hcomC>0ed=0se«a>h.
Tomando v = uy, podemos reescrever (21) como

!

(o, up) — 0((cewy,)', Bup) + (Buy, up) + 6(Buy, Buy,) +

+ (oup, up) + 8oy, Buy) = (f,up + 6uy).

(20)

(21)

(22)

Se tomarmos o e 3 constantes e V;, = L{(II), entdo , integrando por

partes e usando as condicoes de contorno vem que

(au;u u’h> + 5(/3“”}1,7 ﬂulh> + (Uuha uh) = (fa Up, + 5ﬁu;7,>

Usando (13) e tomando « constante temos que

5ﬁ62

l ! €1 1
allun|® + 062 |up |? + o llun|® < 5Hf!|2 + EHWHQ 1F1%+

€1+ 5562

36 .. 1
(a+68° — e Mupll* + (o — % Munl* < (—5—
€2 €1

10

A2

(23)

LI
el

(24)



Observagao 3: Comparando (24) com a respectiva estimativa (14) do
método de Galerkin, vemos que se f € Lg(a,b) conseguimos um controle
melhor do comportamento de u'h, mesmo quando « se aproxima, de zero. Veja
na figura abaixo, a simulacao numeérica do método “Streamline Diffusion”
com coeficientes & = 1073, 0 = 1.0, 3 = 1.0, f(z) = e *.
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Figura 4: Simulac¢do numérica com o método “Streamline Diffusion”

Na obtencao de uma estimativa do erro da aproximacao do problema
(7)-(8) pelo método “Streamline Diffusion”, vamos proceder como antes.
Lembrando que, e, = 2 — e entao

’

alen, en) = (aey, ey) — 8((aey,) , Ben) + 0(Bey, Bey) + (Ten, en) =

= a(zp, ep) —ale,ep). (25)

Mas, de (16)
ale,v) =0, Vo€ LY(II).

Como ej, € LI(I) , reescrevemos (25) como
a(eha eh) = (aelhv 6’h> + 5<ﬂelhvlgelh> + (Ueha eh> = a(zha 6h) =

’ ’

(ath eh) + </6Z;1,7 €h> + 6<0-Zh7/861h> + 6</Bz;l,7lgelh> + <Uzh7 eh> <

11



1 1 1
+ ——(ensen) + s (ozn, 2n) + - (oen, en) +
2€1 2 2

+ 80(Z ey 20) + 5 (Bl Beh)) + (5 (81, B23) + 5 (Bl Ber).

Usando (13) para a obtengao desta ultima desigualdade. Logo,

(wM@ﬂ—%m%%H%w—émes

< (a+ B (er + 5))(2;“ z;l) +o(dey + 1) (zp,2p) <

< Ci(llznll* + llznll?)-

E de acordo com (17), para k =1, vem que

lenllr < Cahllullz.

Como e = zp, — e, usando a desigualdade triangular concluimos que
lells < Chllulls. (26)

3.4 Meétodo de Galerkin com funcoes “bolha”

Uma outra forma de descrever o espago L1 (II) é através de sua base local.
Se definirmos uma transformacao de coordenadas que leva cada subintervalo
(ou elemento) da particao II no intervalo [—1, 1] e vice-versa, podemos definir
as funcoes de base neste sistema de coordenadas. No caso do espaco Lj(1I),
temos duas fungoes de base em cada elemento :

- 1 - 1

Al(t) = 5(1 - t)7 >‘2(t) = 5(1 +t)7 te [_17 1]

Similarmente, para Lo(II) a base local é dada por trés fungoes das quais

vamos destacar

12



p(t) = 4A () ho(t) = 1 — 1%

Note que ¢ se anula na fronteira de cada elemento, e é positiva em seu
interior. Por isso, ¢ também é conhecida como fung¢ao bolha.
Vamos considerar o seguinte subespaco

Vy = LY(I) & B(ID),

onde B(II) denota o espago das fungoes bolha definido sobre a partigao II.
Se em (10) tomarmos Vj, = V}? estaremos construindo uma variagio do
método de Galerkin , enriquecida com fungoes bolha, mais estavel que o
método em sua forma usual no caso de equacodes do tipo difusao-convecgao.
Este método pode ser descrito pelo problema:
Encontrar uy € V,f’ tal que

(up,v') + (Buy, v) + (oup,v) = (f,v), Vo€ V. (27)

Se em (27) tomarmos v = @(z) para ¢ € K e v = 0 caso contrario,
obtemos

(up, 0 Vi + (Bug, ©) i + (oun, @) = (f, )i,

onde o subescrito K indica integragao no elemento K.
Podemos decompor a solu¢io uj, em sua parte linear u; € LY(II) e sua
parte gerada pelas bolhas, isto é,

Up = U1 + ZU[{(SC% (28)
K

onde ug( é o coeficiente da fungao bolha no elemento K.
Substituindo (28) em (27) temos

(uy, @ Vi +up (a0 Vi + (Bur, )i +up (B, )i +

+ (our, )i +up (00, 0 k = (f )k

Porém, para Yw € L{(II) e o constante temos, integrando por partes,
que (aw',¢ ) = 0. Lembrando que, para 3 constante, (3¢ ,@)x = 0,
temos que

13



’ 1 !
uy [l Ik + llo2ellk] = (f — Buy —our, o).

Isto é, o coeficiente da funcao bolha pode ser eliminado, em cada ele-
mento, por

k_ - ﬁua — ou1, P K
Uy = ) 1 9 (29)
afle Ik + llozellk
Este procedimento pode ser repetido para cada elemento K € II. Se em
(27) tomarmos v = vy € LY(I) e usarmos (28), temos que

(ouq,vq) + ZW?(CJ“P ;1) K+ (Bug,v1) + Zuf(ﬂso U)K+
K K

+ (oug,vr) + Zulf(((ﬂpavl)l( = (f,v1)- (30)
K
Entao, o problema variacional resultante (30) é equivalente a usar o
método de Galerkin com V}, = LI(II) mais um termo que em vista de (29)
pode ser reescrito como

, f—ﬂu’—aul,goK '
Zulf{(ﬁcp +o—907’01>K = Z < ; 21 1 l (‘;070—’01 _/3,01>K =
K K ollelli +llozeli

-y (f - 5“11— UUlafﬂil - ﬂvl>KC||<p||%{, (31)
K alle' % + llo2elly
onde C' é uma constante.

Isto sugere uma alteragao do espago das fungoes teste, ou seja, a inclusao
de funcgoes “bolha” funciona como um método tipo Petrov-Galerkin para
estabilizar o problema variacional.

Tomando (30) com v; = u; e usando (31) temos em cada elemnto K que

(ozu,l,ull)K + (ouy,u1) i +

— Bu, — ouy, ou; — B
(f 1 1,0U1 1>KOH

2 I ()0“%( = <f7u1>K7
alle'llx +llozelz

ou

14



(aU;aUIQK + (our,u1)x + Cr(f — BU; — Ou1,0U1 — ﬁu,1>K = (f,u1)k,
onde

Clellc

- —
alle' i + lozelk

Podemos reescrever a ultima equacao como
! ! ! !
(auy, up)k + (our, ur)k + Ck[(Buy, Buy )k — (our, our) k] =

= (fyu1)x — Cxl{f,ou)k — ([, Buy)k]. (32)

Usando a desigualdade (13), e tomando o também constante, temos que

(a+ O lull + (o(1 = oCx)lur || <

(1-0Ck)? (6CKk)*

€1 2 2 €2 2 "2
< 2 = . 33
< DB+ S e+ 2+ CE e
Rearranjando (33) temos que
BCK)?. 1 — 0C)?
(@+ st ~ LI i 4 (01— 00k0) — BT i <
€2 €1
€1 + €9
<re (59

que é uma estimativa para a estabilidade de (27). Na figura abaixo, temos
uma simulagio com coeficientes @ = 1073,0 = 1.0, 8 = 1.0, f(z) = e~ ~.

4 Conclusoes

Dos métodos apresentados como alternativa ao método de Galerkin, os
métodos do tipo difusao artificial tém a desvantagem de serem inconsitentes
com a equagao diferencial. O método “Streamline Diffusion” e o método
de Galerkin com funcoes “bolha” tém bom comportamento, mas o primeiro
introduz dificuldades adicionais em sua implementacao, o que nao ocorre no
segundo, a0 menos no caso unidimensional. Por isso, pretendemos intensifi-
car nossas pesquisas neste, para modelos bidimensionais.

15
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Figura 5: Simulacdo com o método de Galerkin com funcoes “bolha”
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