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Sejam K um 
orpo de 
ara
ter��sti
a p (que pode ser 0), A uma K-�algebra de

dimens~ao �nita e R � A um subanel. (Consideramos s�o �algebras e an�eis asso
ia-

tivos; mas, em geral, n~ao-
omutativos e possivelmente sem 1.) Primeira observa�
~ao:

Com uso da 
onstru�
~ao R 7! k 


Z

R � R, podemos supor que R �e uma �algebra

sobre 
orpo k(� K). Talvez o 
aso parti
ular de R �nitamente gerada seja mais

importante:

Teorema [A.I.Mal

0

t
ev, 1943℄. Seja R uma k-�algebra 
omutativa e �nitamente

gerada, onde k �e um 
orpo. Ent~ao R �e residualmente �nita

1

e existe uma K-

�algebra A de dimens~ao �nita sobre K tal que R � A, onde k � K �e um 
orpo

apropriado

Assim, para uma k-�algebra R �nitamente gerada, R �e uma k-sub�algebra de uma

K-�algebra A de dimens~ao �nita sobre um 
orpo K � k se e s�o se R �e uma k-

sub�algebra da k-�algebra Matr

m

C das matrizes sobre C, onde C �e uma k-�algebra


omutativa.

De�ni�
~ao 1. Uma k-�algebra R �e dita represent�avel se R � Matr

m

C, onde C �e

uma k-�algebra 
omutativa

Quais aspe
tos 
omuns têm �algebras 
omutativos e �algebras de dimens~ao �nita?

Elas satisfazem uma identidade n~ao-trivial.

2

A teoria de PI-�algebras (isto �e, de algebras satisfazendas uma identidade n~ao-

trivial) foi 
ome�
ada em 1940 { 1950 por I.Kaplansky, S.A.Amitsur, N.Ja
obson

et al. Depois de apare
imento da teoria estrutural de PI-�algebras (muito linda),

em 1957 I.Kaplansky 
onjeturou que 
ada PI-�algebra �e represent�avel. Rapidamente

P.M.Cohn e V.N.Latyshev deram os 
ontra-exemplos.

Como �e 
onhe
ido, 
ada �algebra 
omutativa �nitamente gerada �e noeteriana.

Em 1968 { 1970 V.N.Latyshev e I.V.L

0

vov foram estudando as 
ondi�
~oes de maxi-

malidade para PI-�algebras na linguagem de identidades.

De�ni�
~ao 2. Uma �algebra R �e dita fra
amente noeteriana se R satisfaz a


ondi�
~ao de maximalidade para ideais bilaterais

1

Uma k-�algebra R �e dita residualmente �nita se R �

Q

i2I

R

i

, onde 
ada k-�algebra R

i

, i 2 I,

�e de dimens~ao �nita sobre k.

2

Por exemplo, uma algebra de dimens~aom�1 satisfaz a identidade

P

�2�

m

(�1)

�

y

0

x

�(1)

y

1

x

�(2)

y

2

: : : y

m�1

x

�(m)

y

m

=

0, onde �

m

denota o grupo das permuta�
~oes e (�1)

�

�e o sinal da permuta�
~ao �.
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Para falar na linguagem de identidades, usa-se a seguinte

De�ni�
~ao 3. Seja T um 
onjunto de identidades (isto �e, um 
onjunto de

polinômios n~ao-
omutativos sobre k). A 
lasse V (T ) de todas as k-�algebras satis-

fazendas todas as identidades de T �e dita uma variedade de k-�algebras

Um pou
o estranho, mas na linguagem de identidades v�arias propriedades podem

ser mesmas:

Teorema [1977℄. Seja V uma variedade de k-�algebras, onde k �e um 
orpo

in�nito. Ent~ao s~ao equivalentes:

a. V �e lo
almente fra
amente noeteriana (isto �e, 
ada R 2 V �nitamente gerada

�e fra
amente noeteriana)

b. V �e lo
almente residualmente �nita (isto �e, 
ada R 2 V �nitamente gerada �e

residualmente �nita)


. V �e lo
almente represent�avel (isto �e, 
ada R 2 V �nitamente gerada �e repre-

sent�avel)

d. Existe uma identidade de tipo

xy

n

x =

P

0<i+j�n

a

ij

y

i

xy

n�i�j

xy

j

,

onde a

ij

2 k, satisfeita em 
ada �algebra de V

e. Existe uma identidade de tipo

3

[x; y; : : : ; y

| {z }

m

℄ � z

m

� [t; u; : : : ; u

| {z }

m

℄ = 0

satisfeita em 
ada �algebra de V

f. Cada R 2 V �nitamente gerada satisfaz a identidade de tipo (l depende de R)

[x

1

; : : : ; x

l

℄ � y

1

� : : : � y

l

� [z

1

; : : : ; z

l

℄ = 0 (1)

O 
aso de �algebras que n~ao s~ao �nitamente geradas foi mais dif��
il. Existiam o

problema de L.W.Small

�

�

E represent�avel 
ada �algebra nilpotente?

o problema de D.Passman

�

�

E represent�avel a �algebra kG de um grupo G, 
aso kG satisfa�
a uma

identidade n~ao-trivial?

e um fato s�o provado por J.Lewin: Cada k-�algebra satisfazenda a identidade [x; y℄ �

[z; t℄ = 0 �e uma sub�algebra da �algebra Tr

2

C das matrizes 2�2 triangulares sobre C,

onde C �e uma �algebra 
omutativa.

Teorema [1989℄. Se uma k-�algebra R satisfaz as identidades (1) e

[x

1

; y

1

℄ � : : : � [x

l

; y

l

℄ = 0; (2)

ent~ao R �e uma subalgebra de Tr

m

C, onde C �e uma algebra 
omutativa (m depende

s�o de l)

Em 1976 o autor 
onje
turou o

Corol�ario [1989℄. Seja k um 
orpo de 
ara
ter��sti
a 0. Ent~ao uma variedade V

de k-�algebras �e represent�avel se e s�o se V satisfaz as identidades de tipos (1) e (2)

3

Onde [x

1

; x

2

℄ = x

1

x

2

� x

2

x

1

e, por indu�
~ao, [x

1

; x

2

; : : : ; x

l+1

℄ =

�

[x

1

; x

2

; : : : ; x

l

℄; x

l+1

�

.
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O Corol�ario d�a uma resposta positiva ao problema de D.Passman.

Como 
ada vez s�o mergulhos em �algebras de tipo Tr

m

C apare
iam, assim o

autor 
ome�
ou estudar os 
ondi�
~oes ne
ess�arios e su�
ientes para existên
ia de tal

mergulho.

Consideremos o polinômio n~ao-
omutativo de tipo

f(x

(1)

i

; : : : ; x

(m)

i

) = f(a

(1)

i

; : : : ; a

(m+1)

i

; x

(1)

i

; : : : ; x

(m)

i

) =

P

i2I

a

(1)

i

x

(1)

i

a

(2)

i

x

(2)

i

: : : x

(m)

i

a

(m+1)

i

,

onde I �e um 
onjunto �nito de��ndi
es. Para 
ada 1 � j � m e 
ada i 2 I , de�nimos

�f

�x

(j)

i

= f(x

1

; : : : ; x

m

)j

x

(j)

i

=1; x

(j)

i

0

=0 para 
ada i

0

2I tal que i

0

6=i

Por indu�
~ao obtemos as derivadas de tipo

�

r

f

�x

(j

1

)

i

1

� : : : � �x

(j

r

)

i

r

, onde 1 � j

1

< � � � <

j

r

� m e i

1

; : : : ; i

r

2 I .

�

E poss��vel veri�
ar que Tr

m

C 
om C 
omutativa satisfaz a propriedade seguinte:

Para quaisquer a

(1)

i

; : : : ; a

(m+1)

i

; x

(1)

i

; : : : ; x

(m)

i

2 Tr

m

C, a impli
a�
~ao

^

j

1

<���<j

r

0<r

�

r

f

�x

(j

1

)

i

1

� : : : � �x

(j

r

)

i

r

= 0 ) f = 0 (3)

�e v�alida.

Teorema [N.Nesterenko, 1989 e 1989

0

℄. Uma k-�algebra R �e uma sub�algebra de

Tr

m

C 
om C 
omutativa se e s�o se todos os quasiidentidades de tipo (3) s~ao v�alidas

em R

A partir de 1980, o Teorema existia na forma de 
onjetura.

4

O problema 
entral na teoria de PI-�algebras foi o problema de Spe
ht:

� Seja k um 
orpo de 
ara
ter��sti
a 0. Tem 
ada variedade V de k-algebras

uma base de identidades �nita? Isto �e, V = V (T ) para um 
onjunto �nito T de

identidades.

Seja V uma variedades de k-�algebras. Denotemos por T (V ) o 
onjunto de todos

os identidades que s~ao satisfeitas em 
ada �algebra de V .

�

E 
laro que T (V ) / khXi,

onde khXi denota a k-�algebra (dos polinômios n~ao-
omutativos) livremente gerada

por X = fx

1

; x

2

; : : : g. A �algebra khXi=T (V ) �e dita a �algebra livre na variedade V

(livremente) gerada por X ou a �algebra relativamente livre.

Teorema [A.R.Kemer, 1988℄. Sejam k um 
orpo de 
ara
ter��sti
a 0 e V uma

variedade pr�opria de k-�algebras. Ent~ao 
ada �algebra �nitamente gerada e livre em

V �e represent�avel

5

4

O autor pensou que tinha uma prova da 
onje
tura e, sendo bastante pregui�
oso, es
reveu

s�o 12 p�aginas de formulas sem palavras. Depois n~ao teve jeito re
onstruir a prova. Puxa vida!

Nun
a fa�
am isto.

5

Uma 
oisa se
reta, que �
ar�a entre n�os: Con
luimos que existe a C -�algebra de dimens~ao �nita

\livre". Qual pode ser a estrutura de tal �algebra?
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Corol�ario [A.R.Kemer, 1987℄. Cada variedade de �algebras sobre um 
orpo de


ara
ter��sti
a 0 tem uma base �nita de identidades

6

A id�eia b�asi
a da prova: A.R.Kemer 
onseguiu interpretar as propriedades es-

truturais da �algebra relativamente livre pelas identidades apropriadas.

Pensando um pou
o, podemos ver a raz~ao porquê para variedades as v�arias

propriedades s~ao equivalentes. A linguagem n~ao pre
isa de identidades n~ao d�a para

distinguir algumas propriedades. Portanto, vale a pena 
on
entrar-se no estudo de


ada �algebra separavelmente.

Dada uma k-�algebra R. Cada elemento a 2 R de�ne duas transforma�
~oes k-

lineares r

a

: R! R, r

a

: x 7! xa, e l

a

: R! R, l

a

: x 7! ax, asmultipli
a�
~oes direita

e esquerda por a. Denotemos por r

R

(por l

R

) a �algebra de todas as transforma�
~oes

r

a

's (l

a

's), a 2 R. PonhamosM

R

= r

R

� l

R

= l

R

� r

R

. A �algebraM

R

�e dita a �algebra

de multipli
a�
~oes de R. Temos a a�
~ao natural de M

R

em R. Os M

R

-subm�odulos

de R s~ao exatamente os ideais bilaterais de R.

Seja R uma k-�algebra �nitamente gerada e represent�avel. Ent~ao temos uma K-

�algebra A de dimens~ao �nita sobre K � k tal que R � A. As 
ondi�
~oes sequintes

s~ao v�alidas em R:

m. Os 
onjuntos de tipo Ann

R

S = fa 2 R j aS = 0g, S �M

R

, satisfazem

a 
ondi�
~ao de maximalidade

l. (I.V.L

0

vov) Para 
ada I / R, existe um sub
onjunto �nito S � I tal que

Ann

l

R

I = Ann

l

R

S, onde Ann

l

R

S = fa 2 R j aS = 0g

r. (I.V.L

0

vov) Para 
ada I / R, existe um sub
onjunto �nito S � I tal que

Ann

r

R

I = Ann

r

R

S, onde Ann

r

R

S = fa 2 R j Sa = 0g

Realmente, Ann

R

S = R \ Ann

A

S e Ann

A

S tem K-dimens~ao �nita. Pelos

mesmos argumentos (l) e (r) s~ao v�alidas.

Teorema [1992℄. Seja R uma PI-�algebra �nitamente gerada sobre um 
orpo k.

a. Se R �e noeteriana �a direita, ent~ao R �e represent�avel

b. Se R �e fra
amente noeteriana e satisfaz a 
ondi�
~ao (m), ent~ao R �e repre-

sent�avel


. Se R tem um �uni
o ideal bilateral minimal n~ao-nulo e satisfaz as 
ondi�
~oes

(l) e (r), ent~ao R �e de dimens~ao �nita

7

O Teorema (a) d�a respostas positivas aos problemos de I.V.L

0

vov e V.T.Markov:

�

E represent�avel (residualmente �nita) 
ada PI-�algebra noeteriana �a direita?

O teorema seguinte pode ser um 
ome�
o da pergunta do rodap�e n�umero 5:

6

Durante 
in
o anos, as vezes, A.R.Kemer perguntava ao autor 
omo um espe
ialista em

�algebras represent�aveis, qual �e a probabilidade da validade do Teorema men
ionado. O autor n~ao

sabia que o problema de Spe
ht e a pergunta eram rela
ionados e 
ada vez respondia | 0! Nun
a

a
reditem nos espe
ialistas.

7

�

E bem 
onhe
ido que 
ada �algebra �e uma sub�algebra do produto direto das �algebras que têm o

minimal ideal n~ao-nulo. Portanto, para provar que uma �algebra �e residualmente �nita, �e su�
iente

tratar do 
aso de tais �algebras. Observemos tamb�em que a propriedade \represent�avel" �e mais ou

menos a propriedade \ser residualmente �nita" gen�eri
o.
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Teorema [1992

0

℄. Seja 1 2 R uma PI-�algebra �nitamente gerada sobre um


orpo k. Denotemos por N o radi
al de R.

8

Consideremos as 
ondi�
~oes seguintes:

(1) Para 
ada I / R e 
ada i � 0 tais que IN

i+1

= 0 e IN

i

6= 0 (onde N

0

= R

por de�ni�
~ao), temos fa 2 R j IaN

i

= 0g = N

(2) O 
entro m�odulo N (isto �e, uma sub�algebra Z � R tal que N � Z e Z=N �e

o 
entro de R=N) satisfaz a identidade

[x

1

; : : : ; x

l

℄ = 0

para algum l > 1

(3) R �e uma k-sub�algebra de K-�algebra A de dimens~ao �nita sobre um 
orpo

K � k, A = KR e o quo
iente de A por seu radi
al �e uma K-�algebra simples

Ent~ao (1) e (2) impli
am (3), (3) impli
a (1) e, 
aso K seja algebri
amente

fe
hado, (3) impli
a (2)

Para tratar do 
ase em que uma �algebra n~ao �e �nitamente gerada, 
onsideremos

a parte II:

\PI-Categiorias Represent�aveis"

(A 
ontinuar)
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E bem 
onhe
ido que o radi
al de Ja
obson e nilpotente em 
ada PI-�algebra �nitamente

gerada.


