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Resumo. No presente trabalho, caracterizamos o modelo cosmolégico de de-Sitter bem
como sua representacao plana, o chamado Cronotopo de Castelnuovo, através do grupo
de Fantappié. No Cronotopo de Castelnuovo, obtemos e resolvemos a equacgio de Laplace
dependente de um pardmetro chamado grau de homogeneidade (Equagio de Laplace
Generalizada) com simetria radial e discutimos a relagio com o Laplaciano Classico(V).
Ao estudarmos esta equacido de Laplace com o grau de homogeneidade da funcio
sendo um nimero inteiro, emerge uma nova classe de polinémios. Para tais polindmios
discutimos as chamadas relagbes de recorréncia, fungao geratriz e a possivel conexio com

os chamados polinémios classicos. Finalmente discutimos os casos em que o grau de ho-
mogeneidade da fun¢do nao é um numero inteiro.

1. Introdugao

A Relatividade Especial baseada no Grupo de Poincaré pode ser generalizada para
um espago com curvatura constante positiva +1/R? - O Univero de de-Sitter. — obtendo
assim a Relatividade Especial Projetiva'), baseada no grupo de Fantappié, também com
dez parametros do qual o grupo de Poincaré é um caso limite, obtido quando R — oo.

Esta teoria é desenvolvida de modo relativamente simples se utilizarmos a “repre-
sentagdo geodésica” do Universo de de-Sitter, na qual suas geodésicas sao representadas
por retas no espago projetivo Py, conhecido como cronotopo de Castelnuovo, formado
pelos pontos externos a quadrica absoluto de Cayley-Klein dada pela equagio

A*=1+z,2,/R*=0 (1.1)
com $s=1,2,3,4 e ), =z; 23 =y; a3 =2, T4 = ict.
No espago-tempo de Castelnuovo vale a métrica de Beltrami
Alds = A*(dzidz;)? — (zidzi/ R)? 1=1,2,3,4, (1.2)
*Bolsista CAPES




que corresponde a representagao geodésica do Universo de de-Sitter.

Introduzindo coordenadas projetivas homogéneas no Universo de de-Sitter T4, A =
0,1,2,3,4 temos as seguintes relagdes com as coordenadas cartesianas z; do cronotopo de
Castelnuovo, correspondente as coordenadas projetivas nao homogeéneas.

Iy = Rﬂ. (1°3)

TATA = R (1.4)
e eliminando a variavel To resulta que
X; - R
T; = Z) To = ‘_4- (15)

A partir da métrica (1.2), a equagio de Laplace generalizada para o espago-tempo
de Castelnuovo, é dada por

AYA + (zickdids + 20:85) [ R }(z;) = 0 (1.6)
onde A é o laplaciano classico, e
0
a9, = ?a;

E importante observar que nao temos dependéncia temporal na equagio acima; r4 = 0.

Utilizando-se dos métodos da Relatividade Projetiva('), supondo que a fungao @(Z 4)
seja homogénea de grau ), generalizamos a equagao (1.6) obtendo a equagao de Laplace
Projetiva, que é escrita em coordenadas cartesianas como:

A%{A + [ziexdiOh + 220+ M + k= 1)]/R*}(z;) =0 (1.7)

onde k = 1,2, 3 (dimensao espacial) correspondendo a uma equagao de autovalores.

No limite R — 00, as equagoes (1.6) e (1.7) se reduzem a equagao classica de Laplace.
Isso de certa forma é 6bvio pois no limite, o Universo de de-Sitter torna-se plano, valendo
o grupo de Poincaré.
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2. A Equacgiao de Laplace Generalizada no Universo de de-Sitter
- Castelnuovo

Considerando-se

1 :
= glel + 27 +33)/ (2.1)

a equagio (1.6) com simetria esférica ¢ escrita como(®

d?
{ae o+ 2= 4215 (o) =0 (22)

cuja solugao geral sera dada nos seguintes casos
i) k = 1 (potencial unidimensional).

Y(p) =a arctagp+b (2.3)

ii) k = 2 (potencial bidimensional)

‘ — P
P(p) = aln (-—-———1 T \/;IT-F_I_) +b (2.4)

iii) k = 3 potencial tridimensional.

W)=+ (2.5)

onde a, b sdo constantes arbitrarios.
E interessante observar, restringindo a uma aproximagao linear, no limite R — oo,

as equagdes (2.3) e (2.4) fornecem a solugao cldssica da equagao de Laplace. No caso
tridimenional a equagio (2.4) coincide com a equagao cldssica de Laplace, evidentemente
temos a mesma solugao.

3. A equacao de Laplace Projetiva

Consideremos a equacao de Laplace projetiva (1.7) com simetria esférica, no caso
tridimensional (k = 3). Introduzindo a mudanca de varidvel (2.1) esta equagao assume a

forma(®

& 2d AMA+2) _
{Eﬁ-i- ;‘—l’l;+"‘—"_'—(] T p,)g}’/’(l’) =0 (3.1)

Fazendo a mudanca de varidvel independente



A X
wp) = 2 (3.2)

obtemos a seguinte equagio diferencial ordindria:
(1+p")55 - 20—+ AA+1)} X(p) =0 (3.3)

dp dp
Para estudar esta equagdo desenvolveremos sua solucio em série de poténcias,
X(0) =Y s’ (3.4)
3=0

segue assim, a férmula de recorréncia

208 —s(s—1) = A() + l)a
(s+1)(s+2) )

Tomando ap = 1,a = 1 ou ap = 0,¢; = 1 obtemos duas solugdes linearmente
independentes (solugdes fundamentais) Ay e By, logo

Asyp =

(3.5)

X\(p) = aAx + bB, (3.6)

onde a, b sdo constantes arbitrarias.

Se a,+2 = 0 entdao Ay e B, serao truncados e teremos solugdo polinomial, evidente-
mente isto ocorre se e somente se,

A= (2s=1)A+3(s—1)=0

ou seja para A = s ou A = s — 1. Logo para A inteiro positivo a solugio de (3.3) é dada
por um polinémio.
A solugao geral da equagdo (3.3) pode ser escrita do seguinte modo

Xa(p) = a1 +ip)*! + B(1 — ip)*+ (3.7)
com a,  constantes arbitrarias.
Observando a relagio, valida para p real:

(1+1p)™*" = Ax(p) + iBy(p) (3.8)
podemos escrever (3.7) como

Xy = aAx(p) + b Bi(p) . (3.9)

onde a,b 830 constantes arbitrarias, pois as solugdes fundamentais siao conjugadas com-
plexas,



Aplicando a férmula de Moivre na equagio (3.8) temos

Ay = AM cos|(X + 1) arctangp)

. (3.10)
By = AM?! gen[(\ + 1) arctang p)
das quais segue a relagio
A2 4 B? = 4204 (3.11)
A partir da equaéio (3.8) temos as seguintes férmulas de recorréncia.

Ax=Axa - pBaa By = By_y + pAr-r. (3.12a)
iA. =—(A+1)B 5 iB =(A+1)A (3.12b)
dp A= A-1 ) dp N — A-1 sha

Ag,\..] = A?\ == B§ H Bz,\+1 = 2A)‘B,\. (3.120)

Para ) inteiro positivo (A = N) A, e B, se reduzem a polindmios, 0s quais sao dados
pelas férmulas

T L R =5

fn+1 k41 n
By = (—1)*( )p’ + (k:O,l,... H)
; 2% + 1 2

Finalmente, utilizando a equacao (3.2) a solugao da equagao (3.1) é dada por

(3.13)

((lA)\ + bB,\)

Y(p) = e

(3.14)

onde A, e B, sao dados acima.

E interessante observar a relacio existente entre a equagao (3.7), e consequentemente
as equacdes (3.9) e (3.14), com o absoluto de Cayley-Klein de equagao (1.1).
Um outro tratamento poderia ser dado a equagio (3.1), obtendo solugao em termos

da funciao hipergeométrica de Gauss e dos polinomios de Jacobi®; obviamente essas
solugdes sao equivalentes.

(@13



4. Estudo dos polinémios Ey(z) e An(z)

Quando consideramos a equagio 3.3, com o parimetro A sendo um niimero inteiro N
obtemos uma classe de polindmios, chamados na literatura de polinémios nao classicos.

Entdo, sendo A = N na equacio 3.3 tem como solugiao os polindomios Ex(z) e An(z)
dados por

e I, B vy,
w(z) = ,§o KN — 2k +1)1° Ax@) = X G DIV — 20

Para tais polinémios obtém-se relagoes de recorréncia do seguinte tipo

Yisa(e) = 2 (=) + (1 + 29)¥n(z) = 0

¥y (z) + (N +2)[Yn(z) = Yun(z)] =0
onde Yy(z) denota, Enx(z) e An(z).
Finalmente, obtém-se as respectivas fungdes geratrizes dadas por,
1—t(z2+1)
(1 —1t)%+t%?

T
(1 —1t)% + 1322
as quais, respectivamente, fornecem os referidos polinémios a partir de
1 NGe(z,t)| 1 VG4(z,t)
S En(z) e N BN e An(x)

O estudo de tais polindmios nao classicos esta em fase final de estudos.

Gg(z,t) = Ga(z, 1) =
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