R.P

CONVERGENCIA NO ESPECTRO REAL
DE UM ANEL

J. C. Cifuentes

Agosto RP 22/92

RT-IMECC

IM/4112

Relatério de Pesquisa

Instituto de Matematica
Estatistica e Ciéncia da Computagao

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Campinas - Sao Paulo - Brasil

1M/22/92 |

==

DR R T

T IR S R S RN S T T




ABSTRACT - It is well known that the real spectrum of a ring A, Specg(A), is a compact space with
respect to the constructive topology. In this note we exibit an underlying uniform structure for that
space, which is totally bounded, and prove the completeness of this space constructing the limits of the
Cauchy nets. The main theorem (Theorem 1) gives a characterization of the compactness of Specp(A)
by means of the net convergence modulo ultrafilters.

IMECC - UNICAMP

Universidade Estadual de Campinas
CP 6065

13081 Campinas SP

Brasil

O contetido do presente Relatério de Pesquisa é de tinica responsabilidade do autor.

Agosto — 1992

The author is a PhD student having Prof. A. M. Sette as advisor.



CONVERGENCIA NO ESPECTRO REAL DE
UM ANEL

J. C. Cifuentes

Abstract. It is well known that the real spectrum of a ring A, Specg(A), is a compact
space with respect to the constructive topology. In this note we exibit an underlying
uniform structure for that space, which is totally bounded, and prove the completeness
of this space constructing the limits of the Cauchy nets. The main theorem (Theorem 1)
gives a characterization of the compactness of Specg(A) by means of the net convergence
modulo ultrafilters.

Seja A um anel comutativo com identidade 1. Um ideal I de A é dito real se
a? + ...+ a2 € I implica que a,,...,a, € I. Um anel que admite ideais reais primos é
chamado de semi-real. (cf. LAM [1982] pag. 2.2).

Seja o C A, a é dito um cone primo de A se (i) a + a C a, (ii) a-a C a, (iii)
A’ C a, (iv) -1 € a e (v) ab € —a implica que a € o ou b € a. Verifica-se facilmente
que a condigao (v) é equivalente a (v') aU —a = A e aN —a é um ideal primo (real) de
A. O ideal a N —a é chamado de suporte de a e denotado por supp(a).

A existéncia de cones primos de A é equivalente a A ser um anel semi-real e também
ao fato de —1 ¢ 3~ A%. Denotamos com Specg(A) a cole¢io de cones primos de A (cf.
Bochnak, Coste e Roy [1987] pag. 80 ss).

Define-se a topologia ordindria sobre Specy(A) pela seguinte sub-base de abertos:
B = {Hs(a)}seca onde Hy(a) = {a € Specr(A) /| a § —a}. A topologia construtiva
sobre Specgr(A) é definida tomando como base o fecho booleano de B, i.e. a colegao de
combinagdes booleanas finitas de elementos de B. E claro que a topologia construtiva é
mais fina que a topologia ordinaria.

Um caso particular importante é quando o anel é um corpo real F. Neste caso,
os cones primos de [’ sao exatamente os cones positivos de ordens de F, e Specg(F),
denotado também por Xy, é o espago de ordens de F. A topologia ordinaria e a topologia
construtiva coincidem pois B é fechado por complementares (Hp(a)° = Hp(—a)). Esta
topologia é chamada de topologia de Harrison sobre Xp.

Observa-se que Specg(A) com a topologia construtiva, que de aqui em diante de-
notaremos por S, é um espago zero-dimensional, i.e. tem uma base de clopens (abertos-



fechados), a qual é gerada pela seguinte sub-base: {H (a)}sea U {Ha(a)}uea-

Nesta nota mostraremos que o espago S é uniformizavel mediante uma estrutura
uniforme totalmente limitada. Neste caso, a compacidade do espago considerado é equi-
valente & sua completude como espago uniforme (i.e. toda rede de Cauchy converge). O
espago S é compacto (c[. Bochnak, Coste e Roy [1987] pag. 114) e aqui sera fornecida
uma outra demonstracio deste fato mediante a analise da completude, explicitando o
limite de toda rede de Cauchy do espaco.

A topologia construtiva sobre Specp(A) é gerada pela seguinte sub-base de unifor-
midade: {lf,},e4, onde U, = {(a, B) € SX S5/ a € —a & a € —f} (observa-se que
U, olU, C U,). Esta sub-base tem a seguinte propriedade, a que, além de garantir que
a topologia construtiva é gerada por essa uniformidade, mostra que o espago uniforme
resultante é totalmente limitado: para todo @ € S e todo a € A,

Hi(a), se ad —a
H.i(a), se a€ —a.

Ulo] = {p €S/ (o, B) €U} = {

Também pode-se verificar [acilmente que a topologia construtiva é Hausdorff pois
U = As = {(e, @) | « € 5}
a€A

A seguir daremos uma caracterizagdo da compacidade de S em termos da con-
vergéncia em ultrafiltros.

Definigoes.

1. Seja (;)ies uma familia em S e U um ultrafiltro sobre /; define-se limy o; = o see para
todo a € A existe X € [/ tal que para todo ¢ € X, (a, a;) € U,, ou equivalentemente, se
para todoa € A, {i € [ / (a, a,) € U,} € U. (Esta defini¢do é ainda equivalente, sendo
S um espago zero-dimensional, a usual de convergéncia em ultrafiltros: o = limy o; see
para todo @ € A, se a € Hy(a), entdo {1 € [ [ a; € Ha(a)} € U, e se a € Hy(a)®, entdo
{i€el/a; € Hyla)}el).

2. Seja (D, <) um conjunto dirigido; uma rede em S é qualquer familia (o;)iep de ele-
mentos de S.

3. Uma rede (;)iep em S 6 dita de Cauchy se para todo a € A existe k € D tal que para
todo zls .7 > k, (a'is a;j') € U,.

4. Seja (a;)iep uma rede e S5 define-se lim;a; = a see para todo « € A existe k € D
talque para todo 7 > k, (a, ;) € U,.

b



5. Um ultrafiltro U sobre um conjunto dirigido D é chamado de “livre” se contém todos
os subconjuntos Y, = {i € D /i > k}, k € D. (A nogao de ultrafiltro livre sobre um
conjunto dirigido generaliza a de ultrafiltro nao-principal sobre os naturais N; observa-se
que a familia {Yi }rep tem a Propriedade de Intersecao Finita).

Lema. Seja (q;)iep uma rede de Cauchy em S e U/ um ultrafiltro livre sobre D, entao
a = limy a; see a = lim; a;.

Demonstragao.

a) Suponhamos a = lim; a; e seja a € A com o € H(a); temos que existe k € D tal que
para todo ¢ > k, (a, a;) € U,, i.e. a; € Usla] = Hyla), logo Yy = {i € D [i 2k} C
{i € D/ a; € Hu(a)}, portanto, como U é livre temos que {i € D [ a; € Hy(a)} € U, se
a € Hy(a)® procede-se em forma analoga, em consequéncia, o = limy a;.

b) Suponhamos a = limy a;, entio para todo a € A existe X, € U tal que para
i € X,, (a, a;) € U,, mas como (a;);ep é de Cauchy, para todo a € A existe k, € D tal
que para i, j 2 k,, (a;, a,) € U,.

Seja a € A, entao como [/ é livre, Z = X, N Y}, € U (em particular, Z # 0).

Seja k € Z qualquer, entao, se i > k temos que: como k € X,, (o, ax) € U,, mas
como i, k > kg, (ar, ;) € U,, i.e. (o, a;) €U, oU, CU,, logo, a = lim; ;. g

Teorema 1. Sao equivalentes:

i) Para toda familia (a;);e; e todo ultrafiltro {7/ sobre I, existe a = limy a; e para todo
a € A:

a € Hyla) e {1 €1 [ a; € Hyla)} € U.

ii) Para toda rede de Cauchy (a;);ep e todo ultrafiltro U/ livre sobre D, existe a = lim; a;
e para todo a € A:

a€ Hyla) & {i€D [ a;€ Hyla)} € U.

ii1) O espago S é completo.

iv) O espago S é compacto.
Demonstragao.

(i = ii): E consequéncia imediata do Lema.

(ii = iii): Por (ii) toda rede de Cauchy (a;);ep converge a a = lim; a;.



(iii = iv): E imediato por ser S um espago uniforme totalmente limitado.

(iv = i): Suponhamos que para todo a € S existe a, € A tal que a € Hy(a,) e
{i €I/ a € Hylas)} ¢ U. Obviamente {H4(a,)}aes € um cobrimento aberto de S,
logo, como S é compacto, existem ay,...,a, € S tais que {H4(aq,)}, Kk =1,...,n, é
ainda cobrimento de S.

Afirmacio. {i € I/ a; € Ha(ao,)} U...U{i € I / a; € Ha(aq,)} = I.

Com efeito, dado :t € I, a; € S = UHA(aO,,‘), entao existe k = 1,...,n tal que

k=1
a; € Hy(a,,),ie. t € {i €1 [ a; € Hyla,, )}

Portanto, como I € U e U é maximal, existe k = 1,... ,ntalque {1 € I [ o; €
Hu(aa,)} € U, uma contradigao. Logo, existe limy a;.

Seja a = limy a; e a € A. Se a € H,(a) entao, por definigao, {1 € I [ a; € Hy(a)} €
U. Se a  Hy(a) entao a € H,(a)® (que é um aberto da topologia construtiva), logo, por
definigdo, {1 € I [ a; € Hy(a)} € U,ie. {i€] [/ a, € Hala)} gU g

Lema. Sejam A = (A,...) uma estrutura-modelo de uma linguagem de 1# ordem L, P
um predicado (monadico) adicional e L” a linguagem aumentada. Sejam {(A, o:)}ier
uma familia de estruturas-modelo de L” e U um ultrafiltro sobre I. Definindo a = {a €
A/ {i€el ] ac€ a)} € U} temos que se satisfaz a seguinte versio do teorema (de
ultraprodutos) de Los: se p(x),...,2,) é uma formula da linguagem L” e ay,...,a, € A
entao,

(A, a) E plar,...,a.) & {i€ 1] (A o) Eglar,... a0} € U.

Demonstragao. Por indugao sobre a complexidade de .

Caso 1. Se ¢ ét; =13 com t; e t; termos de L:

(A, a) E (b = ty)[ar,...,a.] & tilay,...,a.) = ta]a,. .., a,]

< para todo ¢t € I : (A, a) E (ti = t3)|a1,...,a,] (pois ¢ nao depende de 1)
L= {l E I / (A, 0,‘) F (tl = tg)[al,. ..,ﬂ“]}(z 1) E IJI

Caso 2. Se ¢ é R(ty,...,t,) com R um predicado n-ario de L e t;,...,t, termos de L:
analogo ao caso 1.

Caso 3. Se p é P(t) com t um termo de L:
(A, o) E P(t)a,...,a,] & tlay,...,a,] € a & (por definigdio de a) {i €
I/tlay,...,a,)€a;} el {iel] (A o) P(t)|a,..-,a,)} € U.



Caso 4. Se ¢ é =) ou ¥ A #: é imediato por propriedades elementares do ultrafiltro U.

Caso 5. Se ¢ é (3z)y:

(=) (A, a) E (32)¢[ai,...,a,] = existe b € A tal que (A, a) = P[b, Gy i, 0]
(por hipétese indutiva) existe b € A tal que {i € I / (A, &) = ¥[b, a1,...,a0] €U =
{iel] (A &)k (3z)¢la,,...,a,)} € U; (isto demonstra o Lema para toda férmula ¢
no sentido =). '
(«) {i € I ] (A &) E (Ba)lar,...,an]} € U = {i € I | existe b € A:
(A, a) E ¢[b, a1,...,a.]} € U = U{z €l /(A o)k b a,...,a.]} € U;

bEA
suponhamos que para todo b € A, {t € I | (A, o) E ¢[b, a),...,6.]} € U,
entdo, por hipdtese indutiva, para todo b € A, (A, a) ¥ ¥[b, ay,...,a,], logo,
(A, a) E (Vz)¢lay,...,a.), ie. (A, a) E ~(3z)Ylar,...,a.], portanto, pela parte
(=) temos que {i € I / (A, a;) F ~(3z)¥[ay,...,a.]} € U, uma contradigio. g

Uma versio generalizada do teorema de Los e que na realidade corresponde ao nosso
teorema 1 parte (i) é estudada com certa amplitude em Cifuentes [1992]. Observa-se que
a versdo dada no lema anterior nao depende do axioma de escolha; de fato a estrutura
(A, a) ai construida nao é um ultraproduto das estruturas (A, a;). E interessante ob-
servar que a = | J [ e

JeUieJ
O lema anterior, de natureza puramente logica, é suficientemente geral e permite

aplicar os resultados desta nota ao caso, por exemplo, do espago de g-ordens (ou semi-
ordens) Yr de um corpo (real) F (cf. Prestel [1984] pag. 62 ss).

Teorema 2. Seja (a;);c; uma familia em S(= Specg(A)) e U um ultrafiltro sobre I. Seja
a={a€cA/{i€l/a€ae;} €U} entao:

)aesS

ii) limya; = a

iii) para todoa € A:a € Hy(a) & {i €1 [ a; € Hula)} € U.
Demonstragao.

i) E consequéncia imediata do lema pois as propriedades que caracterizam os cones primos
de S podem ser expressas mediante formulas da linguagem L”, sendo L a linguagem da
teoria de aneis.

ii) Seja a € A e suponhamos que a € Hy(a),entioa g —a={a€ A/ {i€l /a€
—o;} € U}, logo, {i € I | a € —a;} € U, portanto, {i € I [ a € -} € U, i.e.



{i € I | a € Hy(a)} € U. Se a € Hu(a)® procede-se em forma analoga. Em con-
sequéncia, limy o; = a.

iii) E imediato pela prépria definigio de a g
Coroldrio.

i) Specr(A) com a topologia construtiva é um espago compacto (e completo como espago
uniforme).

i) Specr(A) com a topologia ordinaria é um espago compacto.
Demonstragao.

i) é consequéncia imediata do teorema anterior e o teorema 1 parte (i).

ii) é consequéncia do fato da topologia ordinaria ser menos fina que a topologia constru-
tiva, e a parte (i) g
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