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APLICACAO DO METODO DE FRAISSE A

COMPACTIFICACAO DE LOGICAS COM
QUANTIFICADORES CO-FILTRO

A. M. Sette e J. C. Cifuentes

Abstract - In this paper we adapt the method of Fraissé (c.f. [Fr]) to the construction of limits
of Cauchy sequences of structures for the logic L7 (Q), where 7 is a finite type of similarity,
and @ is a co-filter quantifier.

As we show, this limits are obtained as inductives limits of certain subsequences of the
given sequences.

Seja 7 um tipo de similaridade finito (que podemos supor, por simplicidade, relacional).
Denotamos com St™ a classe de todas as estruturas de tipo 7 munida da topologia elementar
cujos abertos sao gerados pela seguinte base: { Mod (¢)/¢ é uma sentenca de L], }. Esta
topologia, pelo fato de 7 ser finito, admite a seguinte estrutura uniforme: {U,,}me. onde
Un = {(A,B)/A Z B}, sendo = a m-equivaléncia elementar, i.e. a equivaléncia elementar
para sentengas até grau quantificacional m. A estrutura uniforme assim definida é totalmente
limitada pois para cada m existe no maximo um numero finito de sentengas, a menos de equi-
valéncia légica, de grau quantificacional < m.

Em [Fr] Fraissé faz uso da caracterizagao algébrica, por ele préprio descoberta, da relagio -
em termos da existéncia de m-isomorfismos parciais, para construir um limite de cada sequéncia
de Cauchy de estruturas como um certo limite indutivo, provando, deste modo, a completude
do espago St” e, portanto, a sua compacidade (pois sendo o espago totalmente limitado, ambas
as nogoes coincidem).

Seja @ um quantificador (monadico) e St7(Q) a classe de todos os pares (A, Fg(A))
onde A = (A,...) € St" e Fp é uma aplicacao que a cada conjunto A associa a colecdo
Fo(A) C P(A). Fg(A) fornece o que podemos chamar de “interpretagao standard” do quanti-
ficador @ na estrutura A e s6 depende do dominio A respectivo.

@ é um quantificador co-filtro se para todo conjunto A, a colegio Fgg(A) é um co-filtro,
i.e. satisfaz:
¢;) (monotonicidade) Se X € Fy(A) e Y D X, entao Y € Fp(A), e
¢z) (distributividade) Se X UY € Fy(A), entao X € Fp(A) ou Y € Fy(A);
estas duas condigoes significam que a colegao “dual” ﬁq(/l) = {X C AJ X ¢ FglA)}) é
um filtro sobre A. Sao exemplos particularmente importantes de quantificadores co-filtro os
quantificadores cardinais (), @ um ordinal, onde Fg, (A) = {X C A/ |X| > w,}.

Por L7 (Q) denotamos a extensao de L7, mediante o quantificador @ decretando que



como subclasse de St7,(Q), mediante a colegéio de todas as sentengas de L[, ,(Q) que envolvem
o quantificador Q, e que séo satisfeitas por todos os Fg(A).

Definigéio 1. Sejam (A, Fp(A)), (B, Fo(B)) € St"(Q),

i) um isomorfismo parcial f : (4, Fq(A)) = (B, Fo(B)) (ou abreviadamente 0-iso) é uma
fungdo f : dom f € A — im f C B tal que f | dom f é um isomorfismo de A | dom f em B |
im f.

ii) seja f : (A, Fo(A)) = (B, Fo(B)) um n-iso; dizemos que f é um (n + 1)-iso se as seguintes
condigdes séo satisfeitas:

a) para todo a € A existem b€ B e J 2 f tais que f é um n-iso, a € dom f e F(a) = b ; além
disso, definido para § C A : [a]} = {a’' € A/ existe um n-iso g : (A, Fo(A)) — (A, Fg(A)) tal
que g | S = id e g(a) = a'}, temos que}a]:m, € Fo(A) implica [b)f,,; € Fo(B).

b) para todo b € B existem a € Ae f 2 f~! tais que f é um n-iso, b € dom f,Fb)=ae
Bty € Fo(B) implica [a}jon € Fa(A).

i) (A, Fg(A)) & (B, Fo(B)) se existe um n-iso f de (A, Fg(A)) em (B, Fg(B)), ou equiva-
lentemente, se ¢ é um n-iso de (A, Fg(A)) em (B, Fgy(B)).

Proposigdo 2.
i) para todo n € w e todo S € A finito, os conjuntos [a]3 formam uma particdo finita de A.

if) para todo n € w : (A4, Fo(A)) & (B, Fq(B)) see (A, Fo(A)) £ (B, Fq(B)).
Demonstragio. (cf. [Ca] pag. 94, teorema 5.1 (a)) g

Observagéo. E claro que na definigio de & podemos substituir cada estrutura A pela sua ex-
pansio n-FULL, i.e., por A,_purs = (A, {R,/p é uma férmula de L7, (Q) com gr(p) < n}),
onde para quaisquer ay,...,a, € A, Ry(ay,...,a,) & A |= ¢lay,. .. ,a,]. Este fato ndo altera
o resultado dado na proposi¢io 2, sendo que a parte (ii) adota a forma seguinte: para todo

n € w, (An-ruiL, Fg(A)) = (B,_puLL, Fo(B)) see (A, Fo(A)) & (B, Fq(B)).

Proposigio 8. (Construgio de Fraissé). Seja ((An, Fg(An)))new uma sequéncia de Cauchy
em St(Q), que abreviaremos simplesmente por (A,), entdo existe um diagrama ((Bn), fa)
associado a (A,) satisfazendo as seguintes condigdes:

1. (B,) é uma subsequéncia de (A,)
2. para todo n, f, : B, = B4 é um n-iso com im f, € dom f4y
3. dom f, é finito para todo n.

4. para todo a € B, existem b € dom [, € T, 2 f. tal que J, é um (n = 1)-iso e F.(a) =b.

Demonstragio. O diagrama ((B,), f.) serd construido por indugio. Deve-se observar que
(A,) é de Cauchy see para todo m existe ky, tal que para quaisquer i, j 2 k. tem-se que

(Ai, Fo(A)) & (4, Fo(A))), ie., ¢ 1 A = Aj & um m-iso.



n = 0: tomando m = 1 existe k, (que podemos supor minimo) tal que para i, j > k;, A; é A;,
ie, ¢: A — A; é um l-iso.

Consideremos a subsequéncia A, 3 A 41 LA Ap 42 2, ... e definamos By =
Ay, By = A4 e fo = ¢ que satisfazem trivialmente as condigbes 1 - 4. Observa-se que
na sequéncia construida By Ap S Ap, 42 2, ... todas as fungdes subsequéntes sio 1-iso e
tem dominio finito, e em toda a sequéncia a imagem de uma fungéo esta contida no dominio
da seguinte.

n > 0: em geral, como hip6tese indutiva para o passo n sui)oremos construida uma subsequéncia
BeAA BB . A5 B iy mhon

para um certo k, onde fo, ..., f.-y satisfazem as condigbes 1 - 4, as fungdes subsequentes sio
n-iso e tem dominio finito, e em toda a sequéncia a imagem de uma fungio estd contida no
dominio da seguinte.

Seja m = d + nl, + (n + 1) onde d = |dom g¢| e £, = |{[b]3,.,/b € B.\ dom g}|, entio
existe k,, > k (minimo) tal que para i, j > ky,, ¢ : A; = A; é um m-iso. Temos entéo

Bo'&B] £’...B,._'] !r" B,."’*...'e*Ak,_ "‘""Ak”.}]-:'...;

observa-se que ¢’ = ho...0 g é um n-iso por hipétese indutiva. Podemos definir entdo Bnyy =
Apg,. € fu = ¢ e tem-se, também por hipétese indutiva, que im f,-, C dom f.(= dom ¢ =
dom g).

A seguir construiremos as fungdes subsequentes de tal maneira que sejam (n + 1)-iso e em
toda a sequéncia a imagem de uma fungdo esteja contida no dominio da seguinte.

Estendemos o m-iso ¢ : Byy1 — Ag,41 a im f,, a qual tem d elementos, obtendo um
né, + (n 4 1)-iso que chamaremos de g”. Agora consideremos a particio de B, dada por
{[b]3/b € B,} sendo S = dom f, = dom g; entdo temos a seguinte configuragao:

Bﬂ Bn-u Ala,,,-r 1

dom f,, > im 4, —_—

De cada classe [b]} com b & dom f, escolhemos no maximo n elementos, entéo, como f, é
um n-iso, para cada um deles, digamos ¢, existe um elemento d € B, ,,\ im f, e uma extensao
7. 2 fa. que é um (n — 1)-iso tal que f,(c) = d. Percorrendo todas as classes [b]3 obtemos
em B,,;\ im f, no midximo nf, elementos. Finalmente estendemos ¢g” a esses nf, elementos
obtendo um (n + 1)-iso ¢": B.y1 — As, 41 tal que dom g™ é finito e im f, C dom ¢g". Devese
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observar que dom g¢"” serad tomado como dom f,,, no passo indutivo seguinte.
O processo se conclui estendendo ¢ : Ay, 41 — Ap,,+2 & im ¢g", que tem no méximo d+né,
elementos, obtendo um (n + 1)-iso, e repetindo-o para as subsequentes fungdes ¢.
importante observar que a particio de B,, mdédulo a existéncia de um n-iso em
(Bn, Fg(B,)), foi escolhidd justamente para satisfazer a condigdo 4, j4 que se a € B,, existe
a' € [a] que, pelo processo anterior, é levado por uma extensio f, de f, a dom fu41 (= dom

9 m

Definigdo 2. Se (A,) é de Cauchy em St"(Q) e ((B.), f») é um diagrama que satisfaz as
condigdes 1 - 4 da proposigdo 3, definimos £(B,) = (lim, B.|domf,, §) onde

i) lim, Baldomf, = (B, {R,/¢ é uma férmula de LI, (p)}) com B = {(a,n)/n € w
e a € domf,}/~, sendo que a relagio ~ é dada por: (a,n) ~ (bym) com n £ m se
fam(@) = fm-10...0 fu(a) = b. Além disso, denotando com [a,n] a classe de equi-
valéncia de (a,n), define-se para cada ¢(zy,...,2,) € LT (@) : Ry([ar,n1),...,[ar,n,]) see

B, = ¢lfaym(ar), .., fa,, n(ar)] onde n = max(gr(y), m,...,n,). E claro que, neste caso, se
m > n, entdo B, = tp[fm,m(al)s ces ,fm.m(ar)]-

ii) LA.) E ¢lla,ni)s...,[arn]] see Ry([ay,ni),...,[ar,n,]), i.e., see para todo m 2
max(gr(p), niy... )y Bm | @[fay, m(@1)s. -+, far, m(@r)]. Um caso particular é o seguinte: se
¢ é uma sentenga, {(A,) |= ¢ see para todo m 2 qr(¢), Bm = ¢. :
iii) g define-se como a colegéo de todos os subconjuntos X C B para os quais existe uma férmula
¢(z,2y,...,2,) e parametros by,...,b, € B tais que X = {b € B/{(A,) | ¢[b, by,...,b]} e
l(An) }= Q“V[blv coybe)s

Proposigéo 4. (A,) converge a £(A,) em St (Q).

Demonstragéo. Seja ¢ uma sentenga em L7 (Q) tal que £(A,) |= ¢, entdo, pela Definigio
2 parte (i), existe n tal que para todo m > n, By, = ¢, logo, a subsequéncia (B,) converge a
{(A,), portanto, como (A, ) é de Cauchy, a prépria sequéncia (A,) converge a {(A,) g

Observagoes.

1. O diagrama ((B.), f.), associado a uma sequéncia de Cauchy (A,), ndo é tinico pois a
prépria construgio dele depende de uma escolha dos elementos de domf, para cada n. Além
disso, o limite indutivo introduzido na definigdo 2 parte (i) é um tanto diferente do limite
indutivo usual, onde todas as estruturas sio de mesmo tipo de similaridade. Ele pode ser con-
siderado como limite da sequéncia acima onde cada B,, é substituido pela sua expansao n-FULL
B, n-ruLL correspondente.

2. A proposigdo anterior significa que £(A,) € CSt"(Q). Portanto, pelo corolério da proposigio
1, @, como definida acima, é um co-filtro.

3. § ndo é, em geral, a interpretagdo standard de Q em £(A,). Uma construgdo puramente



algébrica de g é dada em (S - S] para o caso dos quantificadores cardinais Q,.

4. A definicio de satisfagao para o limite indutivo £(A,) ndo é trivial, ela é sugerida pelo
fato da sequéncia ((B,), f.) preservar férmulas de grau quantificacional cada vez maior. Ela é
suscetivel de demonstragédo uma vez que se tenha uma construgio algébrica de .

5. Aplicando a construgdo de Fraissé & sequéncia constante (A) obtemos uma estrutura £(A)
que pode ser mergulhada em forma natural como uma subestrutura elementar de A, pois, salvo
identificagbes, podemos considerar as fungdes f, como inclusdes e, neste caso, a defini¢io 2
parte (ii) acima fornece: £(A) |= play,...,a,] see A |= p[ay,...,a,]. Sendo o dominio de ¢(.A)
enumeravel teriamos uma versao do Teorema de Lowenheim - Skolem relativo s interpretagdes

Fg(A) de Ae gde (A),ie ((A), §) < (A, Fg(A))
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