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COMPACTIFICACAO DE L7 (Q) COM r FINITO

A. M. Sette and J. C. Cifuentes

Abstract - In this paper we extend the usual notion of model (as an structure) to the more
general notion of Cauchy Sequence of Structures in a similar way as rational are extending
to real number by means of Cauchy sequence of rationals. We show that the structure space
St is dense in the complete space C'St™ of Cauchy sequences of structures and that CSt™ is
compact in the (topo)logical sense.

Introdugao. Por L7 (Q) designamos a légica de primeira ordem de tipo relacional finito
r, acrescida do quautificador (monadico por simplicidade) @ com a semantica usual, onde
A E Qze(z) significa {a« € A /| A | ¢(a)} € ¢(A), sendo A uma estrutura com A seu
dominio, i.e. A= (A, R",...,R) se T = (n;,...,n.), €q(A) a interpretagao do quantifi-
cador @) na estrutura A.

Por St” designamos a classe das estruturas de tipo 7. St é uma classe propria e no que
segue estudaremos alguns dos seus aspectos estruturais, por tanto vamos supor a existéncia de
uma familia conveniente de “Universos” como proposto por Grothendieck e outros.

Dados A, B € St” diremos que A e B sao n-equivalentes, em simbolos A = B, se A= ¢
see B |= ¢ para toda sentenga p € L7 (Q) com grau quantificacional ¢r(¢) < n, onde ¢gr(yp) é
definido (de modo usual) como segue:

i) gr(¢) = 0 se ¢ é atomica,

ii) gr(=¢) = qr(¢),

iii) gr(1 A w2) = max(gr(p1), ¢r(ez)),

iv) gr(320(2)) = gr(Que(r)) = gr(v(z)) + 1,

A e B sao elementarmente equivalentes, em simbolos A = B, se A = B para todo n.

1

1+sup{m/ATEl3}.

Verifica-se facilmente que d é uma pseudométrica (e, portanto, define uma topologia uni-
forme) que gera a topologia elementar de St cuja base é dada pelas classes elementares (cf. [B
- S] pag. 157). Além disso, como o nimero de féormulas ¢ de L7 (Q) com gr(¢) < n é finito,
a menos de equivaléncia, segue-se que (St”, d) é totalmente limitado (uma vez que dado s, o
conjunto das bolas b,(A) = {B € St” |/ d(A, B) < s} que cobrem St” é finito), portanto, o
espago (St7, d) é compacto se e somente se ele for completo (cf. [Ke] pag. 198). Um argumento
conhecido mostra que a compacidade topoldgica coincide, neste caso, com a compacidade logica
de L7 (Q) (supondo que os “modelos” sao os objetos de St7).

Por exemplo, como ¢ sabido (cf. (B - S] pag. 263) L7 _(Qo),onde A = Qoze(z) significa
“existe um numero infinito de elementos a € A tais que A | p(a)”, nao é compacto, portanto,
o espago correspondente (St7, d) nao é completo.

Estrutura Métrica de St”. Dados A, B € 5t” definimos d(A, B) =




No que segue consideraremos o completamento usual de (Si7, d) (cf. [Ke] pag. 195).
Por 'St" designamos a classe de todas as sequéncias de Cauchy de St” e por (CSt", d*)
o completamento de (S5t”, d), onde dadas as sequéncias (A, ), (B,) € CSt™ define-se:

4((A), (B,) = Jim d(A., By)

Com esta defini¢ao temos que i : St” — (C'St” definida por i(A) = (A,) com A, = A para
todo n, é uma imersao isométrica, 1(St”) é denso em CSt™ e C'St” é completo (cf. [Ke] pag.
196).

Observemos que a construgao de (C'St”, d”) é puramente topologica (geométrica) e, em
principio, nada tem a ver com a lgica (a nao ser através da métrica inicial d). Veremos a seguir
que existe uma maneira candnica de se introduzir uma nova métrica d’ em CSt” derivada da
logica L] (Q) e equivalente a d*.

Estrutura Légica de (St". Dado (A,) € C'St” e uma sentenga ¢ € L7 _(Q), dizemos que a
sequéncia (A, ) satisfaz ¢, em simbolos (A, )E ¢, se existe k, € IV tal que A = ¢ (no sentido
usual) para todo k > k.

Observemos que:

1. Dados (A,) € CSt” e £ € IN existe kg € IN tal que para todo k, k' > ko, A L Ay
portanto, se ¢ é uma sentenga de L] (Q) com ¢r(¢) < ¢ temos que (A,)E ¢ ou (A,)E —~¢ (e
nao ocorre ambos os casos), i.e. (A,)[E ¢ estd bem definida e (A, )E —~p see (A,) E ¢.

2. (An)E @1 A w2 see (AL)E @1 e (AL)E o

3. A semantica dada por = é uma extensio da semantica usual = uma vez que A = ¢ see
i(A)E ¢, qualquer que seja a sentenga ¢ € L7 _(Q).

4. O seguinte é um exemplo particularmente interessante e, a nosso ver, motiva uma rediscussio
sobre o conceito de infinito: segundo a semantica [ aplicada a légica L _(Qo), existem objetos
(An) € CSt™ “finitos”, i.e., tais que (A,)E ~Qoz(z = 7), mas “arbitrariamente grandes”, i.e.,
(AE 321 ... Fz,(x) # 23 A ... Axy_y # T,,) qualquer que seja m. O mesmo fendmeno ocorre
em qualquer logica deste tipo onde se possa “expressar a nogao de finito”.

Com estes preliminares definimos entao para (A,), (B,) € CSt" d'((A,), (B.)) =
1 m :
— , onde | neste caso, (A,) = (B,) tem o significado da m-equivaléncia
1 +sup{m / (A,) = (B,)}

correspondente a nova semantica.

Verifica-se facilmente que d' é uma pseudométrica em C'St™, que o espago uniforme de-
finido é totalmente limitado, pela mesma razao que no caso de d, e que a topologia gerada é
definida tomando-se como base as classes elementares de sequéncias de Cauchy.

Portanto, no caso de ser o espago (C'St”, d') topologicamente compacto, a légica L7 (Q)
sera logicamente compacta no seguinte sentido: seja ¥ um conjunto de sentencas de L7 (Q),

entao ) tem modelo (generalizado) em C St se e somente se todo subconjunto finito de ¥ tem
modelo em C St7.

Proposigao 1. A identidade [ : (CSt”, d') — (CSt", d*) é uma isometria.

Demonstragao. Basta provar que sup{m / (A,) Z (B,)} = limy_.. sup{m / Ax = B:}.



1. Suponhamos que sup{m / (A,) = (B,)} = £ € IN, entao tem-se que
) +1
a) (An) = (B) e b) (An) # (By).
¢ 41 . ) :

Afirmacao. Existe ko tal que para todo k > ko, Ax = By e Ay # By, isto implicara que para
k> ko, sup{m / Ay = B} = ¢, ie., klim sup{m [/ A Z B} = ¢

Com efeito, por (a), para toda sentenga ¢ com gr(p) < ¢ tem-se que (A,)E ¢ see (B,)E ¢.
Seja e = A / qr(p) < l e (AL)E ¢}, entao (A,)E ¢¢ e portanto, (B,)E ¢, logo, existem
ky e ky tais que se k > k, entao A, = ¢/ e se k > ky entao By = ¢r; tomando k' = max(k;, k)
temos que para k > k', A, = ¢ e By | e, 1. Ay é By.

Por (b) existe ¢ com ¢r(y) = £ + 1 tal que (A,)|= ¢ e (B,)|= ¥, logo, existe k" tal
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que para todo k > k" temos que A, E ¢ e By | —¢, i.e. Ay # Bi. Finalmente, tomando
ko = max(k’, k") segue-se a afirmagao.
m

2. Suponhamos agora que k]im sup{m | Ay = By} = £ € IN, entao existe k' tal que para todo
rpm

m ) 41 )
k> Kk, sup{m | A, = B,} = {, i.e. para k > k' tem-se que A - Bi e A, # Bi. Dai segue-se
€41 m

que (A,) = (B,) e (A,) Z (B,), ie. sup{m [ (A,) =(B,)} =1
Se (1) e (2) segue-se que sup{m / (A,) = (Bn)} = oo see klim sup{m / A = B} = co.

Isto completa a demostracao. g

Temos demonstrado entao o seguinte:
Teorema Central. Para toda logica L] (Q) com 7 finito existe uma extensao CSt” da
semantica usual St™ tal que:
1. CSt™ é um espaco topologico uniforme cuja topologia é gerada pelas classes elementares.
2. St™ é denso CSt".
3. CSt™ é totalmente limitado.
4, CSt™ é completo e, em consequéncia, compacto.
5. LT (Q) é compacta a respeito da semantica estendida. g

Existe uma outra forma de se introduzir uma logica subjacente a C'St”™ que é equivalente
a dada por |=. Observe que a equivaléncia mencionada é dada, na proposi¢ao 2 a seguir, na
forma de um Teorema de Los para CSt”.

Sejam (A,) uma sequéncia de estruturas em St”, U um ultrafiltro nao-principal em w
e ¢ uma sentenca de L7 (). Dizemos que (A,) U-satistaz ¢, em simbolos (A,) Fuv ¢, se
{kew/ AcE=p)el.

Proposigao 2. Se (A,) € C'St” e U é um ultrafiltro nao-principal em w, entdo, para toda
sentenga p € L] (Q) temos

[A?!)E ¥ see (An) ":U $.

Demonstragao.

1. Suponhamos (A, )E p, entao existe kg tal que para k > ko, Ax | ¢, portanto, o conjunto
X ={kew/ A E ¢} é cofinito, i.e. X € U por ser U nao-principal, logo, (A,) Euv .

2. Se (A,) Eu v, entdo o conjunto X = {k € w /| Ax | ¢} € U, logo, como U é nao-principal,



X é infinito, portanto, cofinal, i.e. para todo k € IN existe j > k tal que j € X.
Afirmacgao. Existe ky tal que para k > ko, Ai = .

Com efeito, como (A,) é de Cauchy, para ¢ = g¢r(¢) existe k; tal que para todo
i, J] 2 ki, A; £ A;, em particular para ¢, A; |= ¢ see A; = ¢.

Pela cofinalidade de X, para k, existe ko > k, tal que kg € X, i.e. Ay [ ¢, logo, se
k > ko(> k1) temos que A, = ¢; portanto, (A )E ¢

Corolario. Se (A,) é uma sequéncia convergente em St” e A = lim A,,, entdo para toda
sentenga ¢ € L7 (Q):

AEy¢ see (A,) Fu e
Demonstragao. Basta provar que (A,) = I(A) no sentido de [=. Seja ¢ € L7 (Q), e k' tal
que para todo k > k', A, £ A, sendo £ = gr(p).
1. Se (A,) E ¢ entao existe ko tal que para todo k > ko, Ax | ¢. Logo, tomando k >
max(k, ko) temos que A |= ¢, i.e. I(A)E ¢.
2. Se I(A)E ¢, i.e. A=, entao, para todo k > k', A, |= ¢, logo, (A )E ¢ m

Observa-se que os espagos St” e C'St” nao sao Hausdorff, mas, em ambos os casos, os li-
mites de sequéncias convergentes estdo determinados salvo equivaléncia elementar. Além disso,
o corolario anterior implica que se L] _(Q) é compacta no sentido usual, e portanto, St é
completo, entdo a compactificagdo C'St” de St” nao introduz nenhuma propriedade logica a
L7 (Q), uma vez que neste caso, (A,) = lim A,

Notas.
1. Tarski foi o primeiro a observar que a compacidade logica de L7 é equivalente & compacidade
de uma certa topologia definida em St pelas classes elementares (cf. [T]). Fraissé (cf. [Fr] pag.
32) utiliza pela primeira vez o fato da topologia usual de St” (r finito) ser uniformizavel para
demonstrar a compacidade de L, . X. Caicedo tem feito recentemente um estudo extenso de
certas familias de logicas com quantificadores generalizados com métodos de topologia uniforme
(cf. [Ca]). C. Karp (cf. [Ka]) introduziu o uso de familias de estruturas, os sistemas dirigidos
de estruturas, como modelos generalizados de linguagens infinitarias. Recentemente, o primeiro
dos autores, em colaboragao com D. Mundici, obteve uma simples e nova prova do Teorema
de Compacidade de L] para 7 finito (cf. [M-S]). Um estudo mais amplo e aprofundado do
assunto tem sido objeto de estudo do segundo autor (cf. [Ci]).
2. A nogao de Légica Abstrata no sentido de Lindstrom (cf. [E] pag. 27-30) generaliza
de modo conveniente a nogao de férmula das diversos linguagens L™ que aparecem de modo
natural na légica, no entanto, conserva a nogao de modelo classica como estruturas de tipo 7.
E facil observar que se definirmos isomorfismo entre dois modelos em C St” como segue:
dados (A,), (B,) € CSt", dizemos que (A,) e (B,) sao isomorfos se existe ko tal que para todo
k > ko, Ai € By sao isomorfos (no sentido usual); entao a relagao [ satisfaz todas as condigdes
de uma logica abstrata salvo aquela que permite definir “satisfagao”, (cf. [E] pag. 30: Def.
1.2.1 (iv)).

3. Observemos que os resultados acima obtidos sao ainda validos para légicas L7 (C) onde C é



uma familia finita de quantificadores.
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