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Sur 'existence d’élément primitif et base normale

Artibano Micali et Antonio Paques

"

1. Introdugio. Le but de cette note est de faire quelques considérations sur la validité,
pour des anneaux commutatifs en général, de deux théoremes classiques de la théorie des
corps commutatifs, a savoir, le théoreme de I’élément primitif et celui de Ja base normale.
Théoréme de I"élément primitif (TEP). Si K est un corps, toute extension L de K,
finie et separable, possede un élément primitif. c'est- a-dire, il existe un polynome unitaire
f dans K|X| tel que L = K|X|/(f)

Théoréme de la base normale (TBN). Si K est un corps, toute extension galoisienne
finie L de K posséde une base normale, c'est-a-dire, si G = {g),....a,} est le groupe de
Galois de L sur K, il existe un élément z de L tel que {o,(z) 1 <1 < n} est une base de
L sur K.

Pour des anneaux commutatifs a élément unité, ces deux théoremes ne sont pas. en
géneral, vrais. Pour les anneaux pour lesquels on a pu démontrer ces deux théoremes. le
TBXN maintient la méme version mais le TEP a été modifié, sa nouvelle versions étant la
suivante:

TEP pour les anneaux. Soit K un anneau commutatil a élément unité. Toute extension
séparable L de K de degré n possede un élément primitif si et seulement si card(L/p) > n
pour tout idéal maximal o de K. :

Comme exemples d’anneaux pour lesquels on a le TEP et le TBX, citons les anneaux
locaux, semi-locaux. absolument plats ainsi que les LG-anneaux. Ceux-ci figurent pour
la premiere fois dans la littérature dans I'article de Estes et Guralnick (cf. [3]). Il s’agit
d’anneaux K pour lesquels on a le principle local-global suivant: tout polynéme f dans
K1Xy,...,Xnl qui représente un élément inversible dans I'anneau K, pour tout idéal
maximal p de K, représente aussi un élément inversible dans K. Comme exemple de
tels anneaux on a ceux cités ci-dessus ainsi que les anneaux K tels que K /rad(K) soit
absolument plat.

Le TEP pour les anneaux a été démontré pour la premiere fois par Janusz en 1966
das le cas des anneaux locaux (cf. !4!). Le TBN dans le cas des anneaux semi-locaux
a élé considéré par Chase, Harrison et Rosenberg en 1965 (cf. [1]). Le TBN pour les
anneaux absolument plats a été démontré par Kreimer et Cook 11 (cf. |5]) et le TEP pour
les anneaux semi-locaux a é1é démontré par Thérond (cf. [13]). Ces deux théoremes pour
les LG-anneaux sont diis a Paques (cf. [10]).

11 est intéressant de remarquer que dans tous ces cas connus les anncaux considérés



sont tels que les deux théorémes sont vérifiés. Ceci nous conduit, dans une certaine me-
sure. a la question qui suit.

Soit K un anneau commutatif a4 élément unité. On se demande sous quelles conditions
sur K I’équivalence suivante est vraie pour des extensions galoisiennes finies A de K: (PN)
il existe un élément primitif pour A si et seulement si il existe une base normale de A sur
K-

Le cas des extensions, quadratiques a été considéré par Small (cf. [12]) en 1974. 1
démontre que si K est un anneau commutatif 2 élément unité dans lequel ou bien 2 est
inversible ou bien 2 appartient au radical de Jacobson de K. |'équivalence (PN) est vraie
pour des extensions quadratiques de K.

Cette assertion de Small est un cas particulier des résultats concernant les extensions
p-cvcliques de K présentés au paragraphe 2 de cette note si p est un nombre premier dans
le radical de Jacobson de KA et d’un théoréme démontre par Childs (cf. '2') en 1977 dans
le cas ou p n'est pas diviseur de zéro dans K el K conlient une racine primitive p-ieme
de 'unité.

L’equivalence {PN) a été encore demontree par Micali, Paques et Solecki (cf. [8]) pour
des extensions cubiques d’'un anneau K en supposant que 2 soit inversible dans K.

2. Les cas des extensions p—cycliques. Soient K et A deux anneaux commutatifs
a élement unité. A contenant K comme sous-anneau. Si G est un groupe fim de K-
automorphismes de A, on dira que A est une eztension galoisienne finte de K de groupe
de Galois G si les conditions suivantes sont vérifiées: (i) A = {z|z¢ A. ofz)=2.V 0 &
G) = K: (i) pour tout ¢ dans G, ¢ = 1, et pour tout ideal maximal p de A, il exisie un
élement 7 dans A tal que o(z) - 7 ne soil pas dans p. On sait que si 4 est une extension
galoisienne finie de K de groupe de Galois G, alors A est un A - module projectif de type
fini et rang égal a IG| (cf. [1). Lemme 4.1.). 51 G est un groupe cyclique d’ordre p > 0 ou
p est un nombre premier, on dira que A est une ertension p-cycligue ou cycligue de degré
pde K.

Nous montrons, dans ce paragraphe. que }'équivalence (PN) est auss) vraie dans le cas
des extensions p-cycligues et. tout d'abord, un résultat qui nous sera utile par la suite:

Proposition 2.1. Soient p > 0 un nombre entier premier et K un anneau commutatif
a élément unité tel que p soit dans le radical de Jacobson rad(K). Si' A est une exten-
sion p-cyclique de K de groupe de Galois G = (o), un élément a dans A engendre une
base normale de A sur K, c’est-a—dire, I'ensemble {¢'(a)|0 < 1 < p - 1} est une base
normale de A sur K si et seulement si tr(a) = 3-'_] o' (a) est un élément inversible dans K .

Démonstration. Si a dans A est tel que les vecteurs a*(a), (0 < i < p ~ 1) forment
une base de A sur K alors les vecteurs o'(a)® 1, (0 <i < p- 1), de A®k (K/p) sont
linéairement indépendants sur K /g pour tout idéal maximal p de K. Il s’ensuit que tr(a)
n’appartient a aucun idéal maximal p de K donc il est inversible dans K.
Réciproquement, étant donné a dans A tel que tr(a) soit inversible dans X, alors



ir(a)® 1 # 0 dans K/p p0ur tout idéal maximal p de K. On note que pour chaque
idéal maximal p de K, = K/p est un corps de caractéristique p car p € rad(K)

t A = A®y K est une extension p-cyclique de K de groupe de Galois G = () ol
@ =0®1 Comme G est cyclique d'ordre p, le Lemme 1.2 de [6! nous dit que A est
uncorpsouA:ffx XE(pfois)et dans ce second cas,  : A — A est défini par

(Z1y--es2p) — (Tps 21y .. ., Zp=y). Si A est un corps, il résulte du théoreme 1 de [lll que
@ = a® ) engendre une basenormalede Asur K. Supposons alors que A=Kx:-xK
(p fons) ans ce cas, si @ = (a),...,ap), il découle de tr(a) = trfa) ® 1 # O que
ay + -+ ap # 0. Nous disons que les vecteurs &'(a), (0 <i < p- 1), sont linéairement

mdependanus sur K donc ils forment une base de A sur K. En effect, on ' remarque. tout
d’abord. que de 7,& + z6(a) + ---+ z,0" (@) = 0 avec 1,,...z, dans Kona
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Ceci nous dit que M est inversible donc 7, = --- = z, = 0.

On conclut alors que pour tout idéal maximal p de K. I'ensemble {a'(a)®1 o'(a)2
1€ Ag@x (K/p), 0 <1< p- 1} est une base normale de A ®x (K/p) sur K/p ce qui
entraine que {¢'(a)!0 < i < p- 1} est une base normale de A sur K.

Corollaire 2.2. Si K est un anneau commutatif a élément unité et A est une extension
p-cyclique de K de groupe de Galois G = (o) ou p > 0 est un nombre entier premier
appartenant au radical de Jacobson de K, alors A possede une base normale.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que, puisque A est une extension galoisienne de
K, il existe un élément o dans A tel que tr(a) = 1 (cf. |1}, Lemme 1.6.).

Théoréme 2.3. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité et A une extension
p-cyclique de K de groupe de Galois G = {g) oul p > 0 est un nombre entier premier



lppaﬂcuantmrsdicdde.hm&mdel’. 11 existe alors des éléments a et z dans A tels
que tr(a) = 1, 0(z) = 2+ 1 - paet A= K|z = K|X]/(f) ob f = |2y (X - ¢*(2)). De
plus, I'élément y = 77! engendre une base normale de A sur K.

Démonstration. En effect, comme A est une extension galoisienne de K, il existe
un élément a dans A tel que tr(a) = 1 (cf. [1], Lemme 1.6.). Si l'on pose z =
T lp-ie'"Ma) ona ofz)=z~1-padonca’(z)=z~i-p E;;:, o?(a) et. par
suite, o'(z)-r=1-p ,__,-,;’(. o?(a) est inversible dans A pour tout s tel que 1 <1 < p-1,
car p < rad(K). D’apres la Proposition 1.1 de (7], r est un élément primitif de A sur A ou
encore, A = K|z . Le fait que A = K{X'/(f) avec f = [/} (X - o' (z)) découle de ce que
I'application K| X|/(f) —= K z| définie par h{X) mod(f) — h(z) est bien définte et est un
morphisme surjectifl de K -algébres qui sont des K -modules projectifs de type fini et de
méme rang p. Finalement. étant donnéy= 27! onatr(y) = 27 '+ (z+1-pa)t--.-=
(r+p-1- pE::; a’(a))’~!. Comme p € rad(K ), pour tout idéal maximal o de K on a
dans A@k (K. @), tr(§) = T '+ (= 1) ' == (Z=(p-1)) ' o0 T=z@) et § = yS1.
Or, de tr(g) £ K/ on a nécessairement tr{g) = 1714+ 2P 1o oc s (p QP = p—1= -1
oi encore, tr(y) # 0 dans K/p pour tout idéal maximal p de A et, par suite. tr(y) est
inversible dans K. D’apres la Proposition 2.1, I'élément y engendre une base normale de
Asur K.

Corollaire 2.4 (cf. [9], Théoreme 1.2). Si K est un anneau commutatif 3 élément unité
de caractéristique premiére p > 0, toute extension p-cyclique A de K de groupe de Galois
G = (o) est de la forme A = K[z| = K|X|/(X? - X — c) avec c dans K et z = X
mod(X? - X - c)avec o(z)=z+ L.
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