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TEORIA GERAL DA MEDIDA - APLICACOES
Rodney C. Bassanezi
Texto baseado em notas de Conferéncias proferidas pélo Prof.

Mario Miranda (Univ. Trento) no IMECC (UNICAMP) em 1976.

Seja F uma familia de conjuntos e a uma fungao definida sobre 7' com
valores em [0,+=] = {x € R|x > 0} U {+=},

Assumiremos sempre que @ € F e que al(f) = 0.

DEFINIGEO 1. Diremos que o & numeravelmente subadiiiva (NSA) se

@

VFEF,V{Fh} CF com e BA L S
hEN h=1
L
= I ol(F) > atF). .
h=1 i
PROPOSIGCAO 1. Se {aj} © uma familia qualquer de fungdes de conjunto
jeg

NSA definida sobre F , entao

B = sup a, (i.e. B(F) = sup «.(F), YF € F) & NSA.
g je3

PROVA. Obvia.

DEFINIGAO 2. Diremos que o definida sobre F & uma medida externa se

a) a @& NSA

b)Y XEF, ¥vXC U- P “(Ffm PV “P))
FEF FEF

DEFINICEO 3. Diremos medida externa gerada por o definida sobre F a ma-
xima medida externa definida sobre subconjuntos de Y F cuja restrigdo
F seja majorada por a. i



NOTAGEO. 8 = sup{B|f medida externa scbre U F , B8(F) < al(F), VF € F)
= ) FeF =

OBSERVAGEO 1. B_(X) = inf{ 2 a(Fp) |Fh € F, UF, 2 X} com a convengao que
¢ h=

inf @ =+ w, %

OBSERVAGCEO 2. Bal = g == g & NSA.
F

EXEMPLO 1. F & o conjunto de todos os intervalos de IR, i.e.,

FEF &= F

fa,b] com a<b; ab€ IrR; "

n

a(la,bl) B="a =R

@ a medida exteana de Lebesgue sobre IR.

EXEMPLO 2. F & o conjunto de poligonos de IRz;

Se FE€ F , a(F) = "area" do poligono = Ba & a medida de Lebesgue sobre

e,

PROBLEMA : (Aditividade de uma medida externa)
f E verdade que, para XC VU F e YC VU F com XNY =4,
vale 8 (X) + B (¥) = B (XU ¥)? 4 wef

(Resposta: Nao vale).
EXEMPLO DE VITALI. Consideremos sobre IR a relagdo de eguivaléncia:
X vy<es x -y € Q= {nimeros racionais}.

Pelo postulado de Zermelo, existe um conjunte X € [0,1] tal gue

a) xl#xz, xl’x2Ex==° xl-xzﬂo.

By & IR , ¥ € X Eigs T = HC 0 .

Consideremos a familia enumeravel de conjuntos

{ onde xq={x+q!x€x}

X}
9 geq, |g|<t



Temos:
U X C {_1:2] e v X 5 [0,1)
g 9 qco 9
gl <1 lq] <1

Portanto, se Bu & a medida externa de Lebesque sobre IR temos pela
NSA

Bgtiey S r< T E TR

lql <1

uma vez gue se tenm Ba(xq) = sctx) para todo g.

Da desigualdade acima segue que Butx) > 0.
Existird portanto um numero inteiro N tal gque K (X) > 3.

Se a aditividade valesse para todos os conjuntes X e por conse-
guinte um numero finito (observemos gque ©0s conjunto$ xq sao disjuntos
dois a dois) teremos o absurdo.

BG[-I,ZI =3 > T ac(xq) - NBQ(X)

ql,...,qnGQ =
(ql,--.,qn € uma n-dupla de racionais qualguer, distintos, de mddulo <1).

DEFINIGAO. Seja B uma medida externa definida sobre B, diremos que M C B
€& um subconjunto B-mensurdvel se

(2.1) B(X) =B(XN M) + B(X-M) , ¥YXCB.

Evidentemente B e @ sdo B-mensuraveis.

TECREMA. Se B & uma medida externa sobre B e “B =M C P(B) & a familia

de todos os conjuntos B-mensuraveis, temos:

1. Mg & fechada en relagao a& unido e intersecgdo enumerdvel a ao

complemento.

2 BI“ & enumeravelmente aditiva.



—— e r—— |

PROVA.

19 PASSO. Seja_m Ml
da mensurabilidade de M

e M, E M, demonstremos gue My nM, s M. Seja XCB,

> aplicada a X N Hl s, temos:
a) B(x n My NM,) + BXN My = Mz) = B(X n Ml). Da mensurabilidade

de Ml aplicada sobre X - Ml n Mz temos:

b) B(Xnnl-Mz) +8(X—M1] = 8(X - M f\Mz).

1

De (a) e (b) segue-se que

B(x n M, N Mz) + 8{X =M, N MZ) =B(X N Ml) +B(X-M1) =B(X).

g 2 1

. = - .
29 PASS0O. Se Mz Ml e HI'MZ € M = Ml MZ € M

De fato; seja X € B, da mensurabilidade de Ml aplicada a
X - (Ml - Mz} C B, temos

c) le—{ml-ﬂz)) -B(X-Hl) +B((X-(H1-M2)) n Mll -
= B(X-M)+ B(XN M.

Pela mensurabilidade de Mz aplicada a X N Ml s temos

d) B(xn Mll = g(Xn My —MZ) +B(X N My n le =
= B(xXn (l“i1 - Mz) + B(X N MZ).

Somando (c) e (d), temos

B(X - (l\'!l1 -Mz) +B{XN (Ml —Mz)) =B8(X -Hl) +B(XﬁMl) =£(x).

3 n = V] € M.
39 PASSO. Sejam Ml,MZ € M com Ml Mz 2 =-——-'-M1 M2 M

De fato; seja X € B, pela mensurabilidade de M aplicada a X -M

2 3

temos

e) ﬁ(X-Ml) = B((X-Ml) n MzJ + B(X-M,) - M

5)
B(X0H2)+B(X -M

1

= BUX-M,) NM,) +E8(X-M UMz)

1 TEade
Pela mensurabilidade de M2 aplicada a X N (Ml v Mz) + temos
£) B(X N (Ml v MZI} = g(x n (Ml Y] le n Mz) +B(X N (MIUM2) —MZJ =

= 8(Xn Mz) + B(X N Ml)'



Somando (e) e (f), temos

B(X -M, UM2) +5(xn(u1unzn = B(X-M,) +5(xnn1) = B(X).

49 PASSO. Se ME€ M e XCB com XN M= @, entao aplicando a mensura
bilidade de M ao conjunto M U ¥ :

B(XUM) =B(XUMNM + B(XUMN=-M = B(M + B(X)

=> g & finitamente aditiva quando restrita a M.

59 PASSO. se Mheﬂ,h-l,Z,... e M th =¢'3Vhl#h2' entac
1 2
e .
u €EM .
h=th

De fato, se X € B devemos verificar se

(1 B(X) = B(XN(UM)) +B(X=-VUM). ;
h h

Uma vez que B & subaditiva* basta verificar que

(2) B(X) > B(XN( v )) #B(X =V X ¥
= nelnh h=1Mh

podemos supor que B(X) < +« pois para B8(X) = +« a desigualdade aci-
ma & trivialmente verificada.

N
Aplicando a mensurabilidade de VY Hl- ao conjunto X (conf. R
Passo) ,, b=l
N N
(3) B(X) = 8(xn(V Yiowgln e 3o
h=1 "n h=1 "n

N
e uma vez que supomos B(X) < + = = B(XN (U M)) <+, VN
h

Pela mensurabilidade dos conjuntos Mh : temos

N N ;
(4) Bix A { VM= L B(XN M) » VN,
h=1uh, h=1 "n



Usando (3) e (4), pcdemos escrever:

N -]
(5) B(X) > £ B(XNM) +B(X - U ) VN ;
h=1 " g, "W
=3 @ -] @
=> B(X) > I B(XN M) + B(X= U ) >B(XN (U }) +8(Xx =~ U Jies
= "n h=th h-th h-lmh

6° PASSO. Se M € M, h=1,2,..., se »ﬁqlnnhz-qz, Vh) # h,

=

W18

B(M) =B(UV b o
h=1 "n h=1 "

De fate: 8(V M) < I B8(M) pois 8 €& medida exterior.
h=1 h=1

Por outro lado, para todo N inteiro

-3 N -« N N
B(U M) =B(U M) +8( U ) >B(V M) = T B(M) , VN
ey B hey D sy W =0 S S, T

=>g( U 1> I BIR) .
h-1Mh ~ h=l "n aad,

PROPOSIGAD. Seja .

a:F —[0,+], se A= UF & o dominic de a, se B, & a medida ex-
FEF

terna scbre A gerada por a, e

se MCA @& "a-mensurdvel" entdo M & Bu-mensurivel.

M & a-mensuravel -se : YFEF= MNFEF, F-MEF
e ai(F) =a(FN M) + a(F - M).

PROVA. Seja M a-mensurével, indicuemos por Y a funcao de con-
junto definida socbre P(A) por

Y(X) = Bgtx n M + Ba(x ~M) => y & uma medida externa sobre A e

Y Sa=> y<8 .



"
w

Por outro lado & Gbvio que - Y > 8, e portamnto Y ou seja,

¥YXCAa
se tem

Bn(x) = Ba(x n M + Sa(x -M)
o gue prova que M @& Ba—mensurével.

EXEMPLO. Seja F o conjunto dos intervalecs de IR e a(F) =comprimento de
F (F € F)

= as semi-retas {x € IRja < x} ou {x € R|x < a}

s3o "c-mensuradveis" e portanto a familia dos conjuntos gue & fechada em
relacdo a intersecgdo e unido numeravel e ao complementc, devendo conter
a semi-reta, contém todos os conjuntos de Borel de IR, em particular con
tém todos os abertos e fechados.

MEDIDA DE HAUSDORFF GERADA POR a : F —[0,+ =] ;
Consideremos F C P(S), onde S & um espago metrico.

Para todo p > 0, indicamos com F,J = {F € Fldiam F < p} e com

o a|r . Indicamos por B, a medida externa £, ., isto €, a medida ex

£
terna sobre § gerada por e, - Denotamos finalmente por . a medida
externa sup £ .

020 5 2
< nta ;
Observemos gue se 0 < 2y e, entao Epl = Ep2
Portanto,
H =lime ; dgtore, H (X) = lim B (X} "~ ¥X%€& .
¢ pi0 - p+0 P

Quando «(F) = (diam F)* , 0 < k € IR se cbtém a medida de Hausdorff k-
dimensional (a menos de um eventual fator multiplicativo).

No caso em que S = r" ; n >0 escrevemos H: para a medida de
Hausdorff sobre IR" gerada por &(F) = (diam F} .



OBSERVAGEO 1. HE+E(RH) =0 WeEo,

n
Basta provar gue Hn+£(CL) =0 VL > 0 , onde

€ = in @ & x| <5, is1,3,....0).
n = n+e 2L Vn_
B’ (C.) < lim inf{ I (diam X ) lux >¢C e diamx_ < =B} <
PHE L T Netew  hml " B e : B
n nt+e —n+e n+¢ n+e
< 1im NLEE) o e SRV o -
€ N++ @ NE

T Nt N

OBSERVAGAO 2. Para k < 0, temos H (X) =+ =, VX# f e H) = nimero
de pontos de X.

Podemos concluir portanto que as H; s3o significativas para

0 xk-<n .
A seguir, discutiremos os dois teoremas

n

TEOREMA 1. Bn

& proporcional 3@ medida de Lebesgue.
TEOREMA 2. Se k€N, 0<k<n e V variedade k-dimensional , entao
HQ(V) coincide com a medida classica k-dimensional de V.

n

k+e(X) =0, ¥Ye > 0.

PROPOSIGRO. Se X CR” e Hy(X) < + » => H

k+e

u

X ,diam X, < o}.

PROVA. B, (X) = lim 4nf (I (diam x,) 4

: |u x

K+eE Q",o N =

Como I (diam x)** < ¢ (aiam x)%.0% = inf(z (I)**", ete.) <
h ~ % h h "

3 k € N

< p .inf {I (diam T v x 2 X, diam <pl< p H (X).

I (alem x5 |V X, % k

Portanto, H2+ (X) < lim pt.Hﬁ(x) = 0.
: p+0

€

COROLARIO. Se K (X) > 0 =sHy__(X) =+ = , Ve > 0.
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DEFINIGAO. Dimensdo de Hausdorff de um conjunto X € R' & o niimero real,
definido por

dim X = inf k = sup k
(H) (HR (X)=0)  (H} (X) =+=)

OBSERVAGCEO: O Teorema 2, isto &, se X = V variedade "k-dimensional® de
R", entdo Hi(V) = med |V implica que dim V = k.
H
OBSERVAGAO! A dimens3o de Hausdorff de um conjunto n@o & necessariamente
um nimero inteiro.
Por exemplo, seja C = [0,1] -f (4 £ 0 {%

2
33 S

+S) V...}): conjunto de

Cantor; tem-se que dim (C) = log,
H

Observagoes sobre a Teoria Geral da Medida de Hausdorff
(Medida externa sobre. um espago metrico)

TEOREMA. Se B & uma medida externa sobre um espago métrico §, aditiva

sobre todo conjunto gue tem distancia positiva (i.e., B(A) + B(B) =
B(A Y B) se dist. (A,B) > 0) ; entdo todo conjunto fechado de S & 8-
mensuravel.

PROVA. Seja F C S fechado e X C S, desejamos provar que

B(X) > B(XN F) + B(X = F).

Podemos supor que B8(X) < + =,

Para todo n inteiro temos gque
se X = {x € X | dist(x,F) > %} = dist(X n F,'xn) > 0 e portanto,
€3y B(X) > B(XNF) + (X ) .

Por outro lado, temos gue os conjuntos

Xons1r ~ ¥on
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s3o disjuntos 2 a 2, com distancia positiva e todos contidos em X e por
tanto temos, para todo N
N g N

BXoney "X} = BLY (Xpppy =Ky ) < B < 48, VE =

n=1

- X, ) 2 B(X) < + o,
n=1 o

Xan+1
Analogamente, podemos concluir que
) € B(X) < + = .

25 ~ %21

Finalmente, pela NSA, temos

@ =
B(X~F) < 3(x2n) + I (x2t+2 _x2t+1) + I B(x2t+l-—x2t).
t=1 t=1
Portanto, pela desigualdade (1), segue
BIXN F) +B(X =F) < B(X) + L BI(X, -X )+ T BI(X -X..)
ey 2E¥2 T2t T L 2t+1 T2t
-]
Temos que lim R - X Y- g,
nee t=n 2u+d 2t+1
e =]
lim L BiX -X,.) =0
56 bon 2t+1 2t '
logo, B(X N F) + B(X - F) = B(X).
cgd.

OBSERVAGEO. Facilmente se verifica qgue toda medida de Hausdorff & aditi-

va sobre todos os conjuntos com dist3ncia positiva.
Podemos portanto concluir o seguinte enunciado:

TEOREMA. Todo conjunto de Borel @ mensuravel segundo Hausdorff e Hgy /g0y

e N.A.



il

EXERCICIO. H 2(Cantor) =1 ,

1093

onde Cantor = [0,1] = U A

1 X 1 7 8
com Al‘(sf‘j)a AZ-(§'§) u Aas(glg)t---

MEDIDA DE RADON.

-

DEFINIGAO. Medida de Radon sobre um espago métrico S5 & uma funglo
u oz EO{S) — [0, +=) gque seja NA ,
onde B_(S) = {BC S|B de Borel, B compactol.

TEOREMA. Se u & uma medida de Radon sobre § entdo vale a seguinte proprieda
de.

(r) u(B) = inf u(a) = sup u(® , - . VB € B .
BCAEB CcCB

A aberto C compacto

DEMONSTRAGAO. 12 etapa: (P) Vale para todo aberto A € B,

De fato, basta observar gue dado

Cp = {x € a|distix, 5-2) > ¢},

se tem que Ch & compacto, v Ch = A e portanto, segue, pela NA de

e h=1
u(A) = u(cli e u(Ch+l -Ch) =
h=1
n 2
= u(C,) + lim I (C_=C,) = lim p(C ) =
1 n++® h=sl B S n+o 5

H(A) = sup [y kos S
ol

C compacto



-
o

a i€ n - i
2= etapa. Se Bl e B, verificam (P) =By Bz e Bl B, verificam (P)

De fato, pela hipotese se tem gque

Ye >0 ; BAI,Az abertos de BO e Cl, c2 compactos

verificando:

A, DB 2C

b Ay DB DT,y WAL =CL) € 8 A, =C) S &
1 1 1l 2 2 1 3 2 2

2

Temos, portanto, gque:

Al n Az e Al - C2 sao abertos
e
= =. &
Cl C2 e Cl Ay _ 820 compactos
com
n n - > = =
Al n Az 2 Bl Bz 2 Cl C2 v Al C2 Bl 32 = Cl 12 -
e logo
= - ] =
Ay Ol =By P 8 € Ak = Gg) YRRy = R0
e

(Al = Cz) - (C1 = Az) < (Al = Cli A (A2 - Cz} .

Donde, segue finalmente gue

r

u(Al n AZ = C1 n Cz) < 2¢

u((A1 - Cz) =M = AZ)) < 26 .

y 2

32 ctapa. Seja Bh » h=1,2,... satisfazendo (P) com Bh = Bh+l . ¥h

o
= U Bh satisfaz (P).

Ne 0.0 ¥b 5 Ehh aberto de Bo r Ch compacto tais gque

<h
Ay 2B, 28 , ulh, -G < €2 ¢ AP h =



i3

@ @ w© © @ @

= N :)nBDn T g Y B UL &0,
hei B h=1 i B pei B pey B e o

usando o fato que u @ NSA, segue-se
w

(4.1) (nAh-3C)sz
h=1

(Ah - Ch} < o€,
Pela NA de p temos, por outro lado, que

"(h:1 By # E W = Ay) =@y

=>p( N ) # lim (u(A,) = u( )) = u(a,)) =
S s 1 AN+l 1

(4.2) ut n Ah) = l.tm u(AN) .

De (4.1) e (4.2) segue gque existe N tal que

4 @
HlAg) - u(h:1 Ch) LR ] 5
o @ @
como Ay 2 h:l By 2 hzl Ch se tem a propriedade (P) para h:1 B, -

42 etapa. Como Bo € a minima familia de conjuntos contendo todos os
abertos de S e fechados em relagao a diferenga e i intersecgdo enumerd
vel, temos que (P) vale para todo B € 80 =

O conhecimento dos valores de uma medida de Radon sobre os abertos
relativamente compactos, determina portanto o valor da mesma sobre os bo
relianos relativamente compactos. Este fato & particularmente interessan
te em IR" . onde todo aberto pode ser obtido como uniaoc enumerivel de
cubos do tipo

m
(4.3) {x € B® I;é < x € ;E+;E ¢ X = [xl,xz....,xn)]
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cnde Mysesep®m sac inteiros relativos e k € N.

C conhecimentc portanto do valor de u sobre cubos do tipo (4.3)
determina os valores de u sobre gualguer conjunto de Borcl limitade. Em
parficular se u & invariante por translagio basta conhecer o valor de u
sobre somente um de tais cubos. Segue-se portanto gue se o e p sao duas
medidas de Radon sobre IR", invariantes por translagdes e a nio & iden-
ticamente nula, entido se tem:

ul{ix € ®"| o x, < 1})
B o= -a

al{ix e ®"| o < 1))

1A

A

*3

OBSERVACAO. A medida de Lebesgue sobre ®" & a medida de Radon invarian-
te por translagao que tem valor i'sobre o cubo

{xe ®"| 0z x <1k
PROVA. As medidas de Hausdorff sao NA sobre Bo , portanto elas sao de Ra-
don uma vez gue sao localmente finitas.

Hg & localmente finita, sendo facil verificar que

H:(X) < (aiam X)" , e portanto se tem
r ¢
Hn (%)

n n
Hn = const. Lebn , i.e., const = = NX € BO(R ) (S

Lebn(X)

INTEGRAL

DEFINIGAO. Seja A um conjunto e Y :P{A) — [0,+=] uma funglc crescen
te mondotona, i.e., y(Bl) < 7(32) se B1 c 52 y VBl,32 € P(A). Seja
£f:A— [0,+0] e B C A , por definigdo:

+
[ fdy = j y({x € B |£(x) > that
‘B ) o

-

Observamos que ({x € B | f(x) > t}) & uma fungdo decrescente de t defi-
nida sobre [0,+w) com valores em [0,+=] .,



b
wn

PROBLEMA. Seja fh R (s R SRS T R o S e fh(x) Sog

¥x € A, Yh. Entao, se pode calcular

he1 (%) o

lim fh(x), U g lim J fhdv s VBEC A e W¥h .
h-e h-+= ‘B

Desde que fh(x} < lim fa(x} s, ¥Y*€ A e Vh , temos
Jw g

£ay < | 1im £.ay
jn B = ippee B0

e portanto,

(5:.1) lim J fhdy £ J lim fhdY r YBCT A
hee B B h+=

O problema & a outra desigualdade, isto &,

(5.2) J lim fhdy < lim [ £ f@ys

B hoe hew ig D

Este resultado € a tese de um teorema que classicamente & chamado de
Beppo Levi. i ~

A condigao necessaria para que o Teorema de Eeppo Levi seja verda-
deiro & que

r

(5.3) VB, 4+ B =b Y{Bh) S . & 2 )

h

Chamaremos (5.3) de continuidade por sequéncias crescentes.

Podemos agora enunciar e provar o seguinte:

TEOREMA DE BEPPO LEVI. Se vy @ uma fungaoc positiva crescente e continua
para sequéncias crescentes de subconjuntos de A, entao th(x) + f£(x) =

J fh(x)ﬂY t J fix)dy , ¥BC & ¢
B B

DEMONSTRAGEO. ¥Vt > 0 , {x € B [£.(x) > t} + {x € B |£(x) > ¢t} =

= y({x€B|f(x)>th + y({x€B> b lm) > Rk -
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Desde gue o teorema & valido para fungdes decrescentes sobre [0,+=) temos

+= . +o
I y({x € B ]fh(x) ¥ EY) 4t ¥ J yilx e 8. | £(x) » that , 1.8.,
0 0

J fhdY 4( fdy , V¥B C A.
B Is

LEMA DE FATOU. Se Y & crescente e continua sobre seguéncias crescentes
de subconjuntos de A, entao:

V@h tA =+ ] 0,4+ ==of lim inf Gh dy < liﬂ inf J

¢hdY: VB C A .
B hoe

B

DEMONSTRAGAO. Indicamos por £, = inf ¢j . Podemos usar B. Levi para os
h

fh e escrever 32
J lim fh dy < lim J fh dy , VBECA.
B h-= h+= ‘B
Desde que £ £ 9 Yh e 1lim £ = lim inf ¢
9 h= % B B N -k
temos

f
J lim inf ¢, dy £ lim ian ¢, dv , VBCA.
B hee h+e B

OBSERVAGAO. Nossa definigdo de integral pode ser aplicada a qualquer me-
dida exterior 8 definida sobre A, pois todas as medidas exteriores sdo
crescentes. Entao o seguinte teorema é muito importante, apesar de sim-
ples, uma vez que da uma condigdc suficiente para continuidade, sobre se
quéncias crescentes, da medida exterior Bu gerada por uma fungado de con-
junto a.

TEOREMA. Se F € P(a) & fechado em relagio a unido e intersecgdo enumerd-
vel e por diferenca; se a & enumeravelmente aditiva (NA) sobre F, entao

Bq & continua sobre sequéncias crescentes.

DEMONSTRACRO.Nossas hipdteses especiais implicam "



By (B) = inflo(P) | F e FE B 0:B) ,' VB CK.

Entao, se B, t+ B, para provar gue Su(Bh) + EG(B) podemos assumir que

h
B“(Bh) <+, Yh , e precisamos so verificar

(5.4) 8,(B) £ iiﬁ Bu(Bh) P
De fato,
et =h
Yh , !Ph 2 Bh 7 Fh € F tal que u(:h) < sn(Bh) + 2

Se F, = U F , teremos
h i<h i
s -h+l
{5.5) a(Fh) < Ba(Bh} +.2 | e
-] o
Se F=V Fh = U I-‘h » teremos
h=1 h=1l

-

¥YFO2B e, a(F) = lim q(?h) pois & & NA ==

h=o

B (B) £ alF) £ ;iﬁ Bu(Bh) '

cgd.
COROLARIO. Se F C P(A) & fechado por unido e intersecgdo enumerdveis e
por diferenga, se a & NA sobre F=> o Teorema de Beppo-levi e o Lema
de Tatou valem para a integral jfd Bu'

Consideremos as seguintes definigdes

DEFINIGEO 1. a: F —[0,+=) & uma medida se a familia de conjuntos F &
fechada por uniao e intersecgao enumeraveis e por diferenca, e se 2 & NA
DEFINICAO 2. a: F —[0,+®] & uma medida se F @ fechada por intersecgao
enumeravel e por diferenca, com a NA.

A definigdo 2 @ aparentemente mais geral; no entanto, se c & uma
medida no sentido da definigdo 2 entdo a familia F, dos conjuntos que sdo
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unido enumeraveis de F & fechada por unidc e intersecgdo enumeraveis e
por diferenga, e a fungao

o:Y H FY—a- [0,+4=] , definida por

'grvhl?‘hza

uY(UFh)=Iu(Fh), se FhEFY e Fh ﬁ.‘.-‘h

h h 1 2
& NA.

As medidas verificam o seguinte
TEOREMA. Se u & uma medida = By € continua por sequéncias crescentes.

COROLARIO. Se o & uma medida wa dB_  satisfaz o Teorema de Beppo-Levi e
o Lema de Fatou. i

No caso particular das medidas de Hausdorff temos

PROPOSICAO. Se o & definida sobre F € B(S) (famIlia dos borelianos do
espago metrico §) == B el e portanto H/ & continua sobre se-

H
' alg(s)
quencias crescentes.

COROLARIO. Se a(F) = y(diam F) =g = H|
bre sequéncias crescentes.

Fechados — H, & continua so

TEOREMA DE LEBESGUE. Seja {fh] € uma sequéncia de fungdes positivas de-
finidas sobre A; se

fh(x) —= flx), VX € B C A,
e se existe g tal que
£f,.(x) <g(x) , vx€ B, com J gdy < +=; Se valem
B

£
J (g=f, )dy = J gdy - J f,dy, ¥h. e,r (e-f)ay -J gdy - J fay
B B B Ia B B

=> lim j fhdY SJ' fdy. .
hew /B s B



DEMONSTRAGAO. O lema de Fatou =

+(6.1) f fdy < lim inf J £ dy =
; B -  ®

hee

= J (g-£)dy < lim inf [ (g—fh)d'r
B h+v B

Pelas hipdteses de linearidade da integral temos

J gdy = f fay < J gdy - lim sup [ fhd*r
B B B h ‘B
entao,
(6.2) I fdy > lim sup I fhdY

B h+= B

(6.1) e (6.2) implicam gue

j fdy = lim f £, dy
B h+« /g

Lembramos gue um conjunto M € A & mensurdvel (sequndc Carathécdery)
se

VXCA, YIXOM + v(X - M) = y(X).

DEFINICAC 3. Uma fung3o £ :A —[0,+=] & dita y-mensurdvel se V& > 0 .
{x € A|f(x) >t} & um conjunto y-mensuravel.

TEOREMA. Se f & y-mensuridvel = Existe {fh}, h=1,2,... com fh Y-men
suravel, fh(A) finito e fh(x) ¥ £lx) , Ve € A,

TEOREMA. Se f,g :A — [0,+=] s3c y-mensurdveis e £(A) U g(A) & finitc

f—cr ! fdy + J gdy = J (f+g)dy.
A A A
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TEOREMA. Se f e g sao y-mensuraveis =-°J (f+g)dy = J fay +J gdy
A

A A

DEMONSTRACEO.. Sejam £, e g, y-mensuraveis Vh,com fh(m Ugh(m finito

para todo h e, £ ¢ £ .n Sy, + g .

Temos que

I fhdy fJ fdy ., I ghdy fJ gdy
A A A A

(£ +g)dy+[ (£ +g)dy .
L h 7% g
Desde gque
(f,_+g, )dy = J £ dy + J g, dy ,¥h =
L\ h h A h a h
J (f +g)dy = J fdy + J gdy . -
A A A

DEFINIGAO 5. Se £ :A — [-=,4x],
I fdy = f (£ YV o)dy - [ -(£ n o)ay ,
A A ‘a

desde que'ndo se tenha

H

-

J (£ V o)dy = J (£ N o)dy
A A

Iv

.
|fU@= flA £ _onds A ™ fx. ! 25} 0}

OBSERVAGAC % —f=f +f_
£Nn o= flA = f_ onde A_ = {x|£(x) 0}

| A

PERIMETRO DE UM CONJUNTO

Seja 0 C R” aberto, com 302 bastante regular para que valha o
Teorema de Green:
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(1) J aiv ﬂ(x)dx'-‘-J g.v(x)aH , vg e (chm®)®
0 . n=1 o

30
onde y(x) & o vetor normal exterior.

B facil verificar que vale

n
H _,(3q) = sup{Jan ﬂ(x).th)dHn_lI ge [ci(m")] Syl < 1, xd

Portanto, usando (1), podemos escrever
(2) Hn_l(aﬂ) - sup{L2 div g(x)dx | g € [(:3;{313!2“)]n s 1B x)| < 1, vx}
A igualdade (2) sugere a seguinte definigdo:

DEFINIGRO. Se E C R™ & um conjunto mensurdvel, diremos pealmetrc de E
o valor (talvez + «) dado por

.
-

asiv gaax [g € (e ™, gl €1, v

P(E) = Sup{J
E -

OBSERVAGAO. Se E satisfaz as hipdteses de regularidade do Teorema de

Green, temcs
P(E) = H _,(3E), isto & se H _,(3E) <+» == P(E) < +=,

A reciproca, no entanto nao vale, sendo vejamos um conira exemplo:
seja {BD (x(l))}i uma sequéncia de bolas de centros {x(“}i éen~-
i
n~1

@
SO em r" e com £ p < 4+,
=1 1

Provaremos gue © conjunto '

@
E= U Bp (x“‘)) tem as seguintes propriedades:
i=1 3

¥ n-1
a) P(E)inun B gy Al

i=1



r
L3¢

b) Hn(aE) = 4o,

De fato:

a) Observemcs gue para todo N inteiro, temos que se

. (1) L.
E = U E (x'"') , entdo P(EQ) € nw I
S i=

n=1
p
1 £ 1

Por outro lade, Vg € [cE(E*N™, |g)| <1, vx,

J[ div g(x)dx = 1lim J:r div @{x)dx < lim inf P(EN)
E

n-+o EN N+
n R n
b) Temos que IR" =E U 3E e H (E) < w I p, <« +=,
n =R ey 4

Como Hn(m") =+w => H () =+e,

Em seguida, trataremos do seguinte problema:

TEOREMA (De Giorgi). Se P(E) < += == 3 um conjunto de Borel J*E C 3E
e ¥x€3*E, Iv(x) € " com |y(x)| =1 e Y(x) fungdo de Baire, tal que

div #(x)dx = jr Bay(xas,_, , vgeici@@n® ,

&

o*E

e portanto P(E) = Hn 3*E) .

-y

O perimetro de um conjunto & dado por

P(E)} = sup{jr div #gix)dx | ¢ € :ci(m“) 1", e | £ 1)s
E

Entdo, P(E) < += eguivale a

sup sup{ [

5 J e staax 1s e clm®) , ol g1 < 4w
<l<n E i

Assim, podemos dizer que a condigdo do perimetro ser finito & equivalen-
te aos n funcionais lineares
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o~

3 ﬁ‘;‘;—)d" (i=1,2,...,n)

serem limitados em relagdo a norma
ol = max |¢(x)|.

X

~ Pelo Teorema de Riesz, podemos entdo dizer gque P(E) < += & equi-~
valente 3 existéncia de 2n medidas de Radon sobre ",

al,.,.,an e Bl""'en com

n
I [o,(R™) + B8, (B™)] < +=
el o %

(8.1) J ;}dx = J ¢d(ai-81)=J gta. + 0  wag
E i IRn IRn m

para todo ¢ E[Ci(ﬁ?n)]n e Vi : \ B 5 iof e ARG o

Uma maneira de definir as medidas a, , B, & a seguinte: VA.CIRH.

. 3 i
aberto
> 1 1
(8.2) ui(A) sup{JE axi ax [ ¢ € CO(A), 0 < ¢(x) < 1}
(8.3) B, (a) = -inf{J ot dx|¢ € Cl(AJ 0 < &(x) < Xk,
S i 9x o & - s Bowr

E i

Considera-se depois as medidas exteriores geradas por estas fun-
¢oes de abertos. (8.2) e (8.3) implicam em

(8.4) o, (R® =3E) = 8. (R" =3E) = 0 (i=1,2,...,n).
Ent3o (8.1) pode ser escrita por

3
(8.5) J —i-dxaf ¢$da, - J ¢ as ==J & dy
E % 3E i 39E i 3E i
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onde indicamos por y; as medidas de Radon relativas o, —Bi .
O teorema de Riesz implica ent@o a seguinte primeira formula de
Green para conjuntos de perimetro finito:

B S G |
(8.6) [ div #(x)dx = L f g.dy, , ¥YgEIC (R )] .
'E i=1 Jgg 1 1 =

Seja B um boreliano qualquer. Indicamos por

n
I¥I(B) = sup (£ ( LIy (8112

|lus, =B, B. NB_ #¢ ,h, #h, ,
n isl B P 7Ry Thy oA

By, boreliano}.

A funcdo |y| & também uma medida de Radon e tem a propriedadé de
ser a menor medida satisfazendo

n
&7 v T 0¥ tzmh) < |yltB) , vB € ®®, B boreliano.

i=1 1

A medida |y| & dita vaaiacdo total da medida vetorial T=(T£,---.Tn).

Um resultado clidssico da teoria da medida & o seguinte:

-

TEOREMA (Radon-Nikodym-Vitali-Lebesgue). Existe ©o*E C 3E de Borel tal
gue ¥x € 3*E , existe

T8 (x)) :
lim —Lfe— = v(x) , com |V(x)| =1 e Vt€ R, Vi=1,2,...,n
ed0 Iyl (B (x))

{y ?vi(y) > t} & de Borel, e

Y(B) = }f vix)alyl , vBc ®m° + B boreliano
B

) Este teorema, juntamente com o Teorema de Riesz, permite escrever
uma segunda formula de Green para conjuntos de perimetro finito:

(8.8) J div F(x)dx=J S gxivixalyl; # emitm":l“
E A*E



E. De Gicrgi provou gue

in(Bp(x))

n=1
n=-1 °

(8.9) ¥x € 3*E , lim
p¥0 w

(Richerche di Matemitica - Genova 1955)

A (8.9) juntamente com propriedades classicas das medidas de Haus~
dorff, implica que ]

H _,(3*E) = |y|(3*E) = [v[(3E) = [y[(®") = P(E)
e (8.10)
g.valy] = [ g.var_ . .
Ja*a 3*E s
Ent3o a formula de Green paode ser escrita por

N [cg(m“)]“

(8.11) J div @(x)dx = f g.vau "
- E 3 n-1

9*E

(9*E: fronteira reduzida de E).

Que & o modo cli@ssico de expressa-la, com o uso de somente uma par
te da fronteira. Lembramos porém que a diferenga JE -2*E pode ser mui-
to grande, como foi provado num exemplo anterior onde P(E}] < + = ,
Hn(E) <+ = e Hn(aE = PRR) - e,

No artigo de De Giorgi (1955) esta provada a seguinte proprie-
dade geométrica do vetor v(x) nos pontos x € B*E;

Hiy e El Jy-x| < p, (y=xl.vix) < 0} 4
lim 0 = E‘ w
p+40 P B
e
Hn{y € E| |ly-x| < p, (y=-x).vi(x) > 0}
lim =0

p+0 "
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Ainda De Giorgi em 1961 provou propriedades interessantes de 3*E e
de 3JE=-3*E no caso que o perimetro do conjunto tinha uma propriedade
de minimo. 'O resultado de De Giorgi (livro junto com Piccinini e Colom-
bini) € o seguinte:

TEOREMA. Seja EC WR® , P(E) <+« e AC IR" um aberto.

Seja P(E) < P(L) , VL C R" mensurdvel com

(*) LAE CCA. Entdo 9*E N A & uma variedade analitica e
- * N
H _,[ (3E = 3*E) A A] = 0.

OBSERVAGCAO. Federer provou em 1971 (Bull. Am. Math. ‘Soc.) que
H ((3E =3*E) N A) = 0 , Vs > n-8
ou seja

dimﬂ'(BE -3*E) N A < n-8.

Em um artigo de U. Massari (Archive for Rat. Mech.
Analysis) o teorema de De Giorgi-Federer esta também provado em um caso
mais geral, precisamente:

TEOREMA (Massari). Seja E C R’ um conjunto de perimetro finito, b b
aberto, ¢(x) € L1(A) e limitado, com

P(E) +J

$(x)dx < P(L) + J ¢(x)dx , YL € ]R"
ANE ANL

L mensuravel, com LAE €CC A. Entac 28*E N A & uma variedade n-1 dimen-
sional de classe C' e dimg (3E - 3*E) N A < n-8.

(*) LAECC A<= (L-E) VU (E-L) estd contido em um compacto de A.
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E. De Giorgi em 1961 provou o seguinte teorema (*):

TEOREMA. "Se E € IR & um conjunto de perimetro finito, se A C ® & unm
aberto tal que

P(E) £ P(L) , YL C R" , LAE CGCA,  entdo
3%*E N A & uma hipersuperficie analitica e
B*E - 3*E) N = o"
B _, (FFE=3%E) N3] =0

Em 1970 , H. Federer provou (**) gue se E verifica as hipdteses
do Tecrema de De Giorgi, entdoc

Hs[(a*E =-23*E) N Al =0 , Vs > n-8

Em 1971 U. Massari deu a seguinte generalizagdo do teorema de De
Giorgi-Federer (***):

.

TEOREMA. "Se ECIR™ & um conjunto de perimetro finito, se A C ® & um
aberto e Y(x) & uma fung3o limitada e integravel sobre A, tal qué

P(E) + J Yix)dx < P(L) + J Ylx)éx , YL € R", LAECC A
ENA LNA

entdo O3*E N A & uma hipersuperficie de classe Cl e

H [(3%E - 3*E) NA] =0 , Vs > n-8" .,

(*) De Giorgi-Colombini-Piccinini - "Frontiere orientate de misura mi-
nima e guestioni collegate - Pisa, 1972.

(**) H. Federer —Bull. Am. Math. Soc.(1970) "The singular sets of area
minimizing retifiable currents with codimension cne and of areamini-
mizing flat chains modulo two with arbitrary codimension".

(***) U, Massari -Esistenza e regularit2 delle ipersuperfici de curvatu-
ra media assegnata in Dfx Arch. for Rat. Mech. and Analysis.
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Indicaremos agora o modo de usar o teorema de De Giorgi na resolu-
cdo do problema de Dirichlet para eguagdo de superficies minimas:

PROBLEMA. Seja f# C IR" um aberto limitado e seja g(x) uma fungdo con-
tinua sobre 3.

Encontrar £(x) € c”(R) n c(f) tal que

525 (x)
n 2 xi
(1) R Et_( ) =0, Vx€Q,;
=l 71 A1y jgraa £00 12
(2) £(x) = g(x) , V¥x€ 2R .,
Na parte inicial provamos gque ©  problema tem solugdo @ini-

ca se {] & estritamente convexo.

Pretendemos agora resolver o problema com uma hipOtese mais fraca
sobre Q.

METODO VARIACIONAL. Seja £, uma sequéncia de fungdes continuas sobre 2

com

b

fj(x} = g(x) ; ¥x € an . e com

z

(3) lgraph fj[ — inf{|graph £ | t.q. £€C(R), £(x) =g(x) , ¥x € 23Q} .
a fQ

Desde que g(x) @& limitada sobre 3, podemos supor que cada fj(x) se
ja limitada pelos mesmos valocres sobre .

n+l

Consideremos agora uma seguéncia de conjuntos de IR definida por:

By =dyliine g conln sgix) oy of(x) ]
3 x €20 3

oc conjuntos Ej s3o limitados para todo 3 .
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4y E. C {(x¥) |£€ T, nin gt¥) sy < mak gix)}
J X € 30 x € 30

e, se

P(Q) < + =,

temos pela (3)

(5) P(E,) < P(Q) ( max g(x) - min g(x)) + B (@) +
J x €.30 X € 39 8

+ | graph fji K< #e Ny

As propriedades (4) e (5) da sequéncia Ej de conjuntos sdo suficien
tes (*) para a existéncia de uma subseguéncia E
conjunto Eo, i.8.;

j (s) convergente a um

lim H_ (E,

AE ) =0
TS j(s) C

Usando o teorema de De Giorgi e outros resultados de M. Miranda (**),
se pode provar gue

E o= {fx,y) |xe @, nmin glx] <y < £ (x)}
2 x € 3Q = =

com f£_(x) analitica se x € 1 e solugdo da equagado (1).

Para provar (2) precisa uma condig3o scbre Q. A condigdo necessid —
ria e suficiente & que § seja pseudo-convexc, i.e.,

(6) % E 80 ., 3p>0 tige P{O) < PR U L) 5 ML C Bp(x).

(*) De Giorgi - "Nuovi teoremi relativi alle misure (n -1l)-dimensionali
in spazio a n-dimensioni", Ric. di Mat. 4 (1955), 95=-113.

- 4
(**) M. Miranda -"Analiticiti delle ipersuperfici di area minima in IR ",
Rend. Acc. Nat. Lincei (1965).
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No caso em que &1 & localmente Lipschitiana, (6) estd provado(*)
mas a condigdo de Lipschitz sobre 22 ndo parece necessiria pelo método
da prova deste artigo.

(*) M. Miranda - "Un Principio di massimo forte..."
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 45 (1971).
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