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INTRODUCAO

F. Capobiano, em sua tese de doutorado [5], estudou questoes
do seguinte tipo:
"Quande a efasse de cobordismo [M], de uma
variedade n-dimensional M®, @ o conjunto
dos pontos fixos de uma involugao [vmk,'l'l .

em uma variedade (n + k)-dimensionafl".

Ik = do
n

Este tipo de guestdo leva ao estudo de um ideal,
anel de cobordismo de Thom N, . Em nosso presente trabalho tenta-
mos estudar o mesmo problema relacionado com as agOes semi - livres

de S'l em variedades nao-orientadas.

O principal objetivo deste trabalho € responder & pergunta:

"Quando a cfasse de coboadimo [M]l, de uma
variedade n-dimensional M', ¢ o conjunto .
dos pontos fixos de uma [v”""k , Sl agdo se-
mi-Léivee de S' em auma variedade (n +k)-di

mensional?”

Na secgao 1, apresentamos os resultados importantes referen-
tes ao cobordismo de agoOes semi-livres do circulo, gue serao rele-
vantes para nos. Analisamos a estrutura de modulo, bem como a mul-
tiplicativa. Apresentamos o J-homomorfismo estivel de Boardman pa-

ra o caso de agbOes semi-livres de g






1. AQDES SEMI-LIVRES DE g

Recordamos gque SFn(sl) € o grupo de bordismc n3o orienda-

do de agdes semi-livres de s! en n-variedades fechadas e gue
SF.(s1) = o SFn(Sl) & um N,-m3dulo graduado. Também temos ©s
n>0 3
= 2

grupos de bordismo n&o orientado 'Nn(SlJ de agCes livres de S
em n-variedades fechadas, e a soma direta fraca N*(Sl) =
= ® N (s') & um N ,-médulo.

n>0

-

Existe definido o homomorfismo de Smith
A N (sh) » N (sh).

gue & um homomorfismo de N,-modulo de grau - 2. Suponha gue

1 em uma variedade fecha-

(M",T) representa uma acdo livre de S
da. Para N suficientemente grande existe uma Gnica classe .de
homotopia eguivariante de aplicagoes equivariantes

£ OF, D) e (g3 gy

2N+1 2N+3

Podemos assumir que f & transversa regular em S c s

Tomamos

AR, r) = (£ (s, o7 (s



Seja o pareamento
SF.tsh) o, N, st = N, (sh)
* .

dado por: se [Vm, 7] ESFn(Sl} e IMn,T] 5 Hntsl) entao

(V® x M*, T x T) & também uma agio livre de - s} e tomamos

[VE ) I, T = [V x M, T xT) para definir o pareamento.

Agora, seﬁa Bn(sl) o grupo de bordismo de agoes :semi-li-

1

vres de S~ em n-variedades com bordo gue & livre mo bordo.

Temos definidos os seguintes homomorfismos de N,-mddulos:
= 1 3
33 SFn(S )= Bn(s )

gue assccia [Mn,T] a [MP,T], uma vez gue aM® = @, e também

temos:
32 B.45h) = §i_leh)
que associa (v®, 7] a. fav?,t{av].
TEOREHMA 1,.01. A seguéncia
o — sF (sh 21— 5_(sh o N (6% = 0

& exata e se fatora. (Veja [16], 8.3)..



M (st [n/ZIN &
Denotemos por 'n(s.) = kfo n-2% (38U ), onde BU_ & o es
pago classificante para os fibrados k-dimensionais unitarios. E
denotemos M, (sh) = e M_(s).
n>0

TECREMA 1.02. Existe um iscmorfismo

F : s - =) (BU, )"
dado por: a iM*,T] associamos Z [vk - Fn-2kl, onde F2k g
‘ k

& componente de dimensao n -2k do conjunto de pontos fixos e

v* & o correspondente fibrado normal.

TEOREMA 1,03, M*(Sl) & uma adlgebra polinomial graduada sobre
Ny ., cujos geradores s@o as classes [X ~ CP(n)] com n2>0, ou
seja os fibrados lineares candnicos sobre ¢P(n), com n > 0.

(Veja [16], 8.7).

TECREMA 1.04. N*(Sl) & um N, ,-mb6dulo com base dada pelos elemen
TR Tl N & T
OBSERVAGAQ 1.05. Um elemento gualquer de H2n+1(sl) pode ser

escrito de maneira Gnica como

n
1 {x2r] ISZ(n—r)-i-l'Sl]
r=0



enguanto que um elemento arbitrério de Nzntsl) pode ser escri-

to univecamente como

n

z

g ;
; [x°FHL) [g2lm-mi-l o1y
T

1

Seja 4 € Mz(sl) a acgao semi-livre de S~ no disco unitd-

rio dada pela multiplicagao escalar, entdo 3(L) = [Sl,sl] e

“LEMA 1.06. O diagrama

15 2% 1
Moxsa (87 Noge1 (87D

i

i 3 i
Hop 48} = U

2x-1 87)

conutativo.

o -

=
PRODUTQO EM @& N i R -
n>0 2n+l

Definimos um produto em @ M? +1(S]') como segue: Suponha
n>0 -

1 X 1
que a € ~2n+l(s ) e"- B€ ~2m+l(s ). Sejam a' EM2n+2_(s ) e

Bt € M2m+2(81) tals que B(a') =o e 3(RB') = B. Seja R =

méx{m,n) e Kk = min(m,n). Definimos

= AR+l g 1
ag = 4 (a'8') € Ny, (87).



No caso n=m, isto define uma estrutura de anel com unidade enm

N l(Sl) , com unidade-o elemento [San', 51] .

2n+

TEOREMA 1.07. O produto af define uma estrutura de anel en

& N (S)

n>0 2n+l

OBSERVAGAO. Como a('“”'l)' =[52m+1,sll temos gque para a €

Ny (sl). u[52m+1 1} =a para n<m desde que lea(a'im
n+l -

= 3(a') = 2. 32 n > m, temos u[SZm'l 1] = A B(u -Lm'l) An-mc.

Em particular, l(s ) & um subanel de ] ~2n+l(sl)

2n+ n>0
com unidade [S 2n+l 1], o
1
Az 2n+l(s gl _l(S )

€ um homomorfismo de anel.

O J-HOMOMORFISMO ESTAVEL DE BORDISMO

Introduzimos o anel

i i A 1
R = 1nvlim(N2n_l(S } H2n+1(5 i 3

————

- - Ly @
Um elemento em R & uma sequéncia {cn}o com o €N, .(s7) e

afe ) = @iy ¥0 2 1.



: : x
Definimos J : M*(Sl) + R, onde H.(Sl) =0 @ NZk_z.(BU.},
- k>0 =0 e
como segue:
Para A € MZk(s]'),' seja ifn(m = 350ad™ Yy . Hotanoe: - que

k+ -n+l

Bl 1 il = 1 = k 5 =
Jn(A) € N2n+1(5 ). Como an(A) = 4 3 (AL ) A" (adl)

3n_l(A), a sequéncia {En(AJ}:‘E R e tomamos:
J(n) = {gn(A)}o .

k=a=1s ).

Notatos gue se k > n + 1 entdo J (A) =4

O homemorfismo J & estdvel com relagio a multiplicagéo por

£ isto &5 TR =TFla).

TEOREMA 1.08. O homomorfismo estével

k
T3 B ¢ W, .. (BT
k>0 j=0 2¢"21" 3
& multiplicativo.
1 ' 2
Tomande o0 anel M, (S”) = @ " @& N .(BU,), vamos consi-
k>0 j=0 k=23 J :

derar o anel gquociente F obtido da seguinte forma: este anel
F & obtido fatorando o ideal de todos os elementos da forma A+

A{ onde 3 € H,(Sl).

Existe, de forma natural, um homomorfismo de anel induzido
J: F-R.



A ESTRUTURA DE R

Desde que N*(sl) € um N,-mddulo com base dada pelos ele-

. 2n+1l b 1
mentos { [8°7F ,Sll }n_>.0 podemos descrever o produto em NZ::&-].(_S)
diretamente:

Se
. z
“r=0
R
p= 3 N (e g,y
r=0 ’
Sejam
i 2r, .n-r+l
iR S el A . El
r=0
3 2
gk = % [YZr“n-r+l,
r=0
tais que
: . 2 25, ;2(n+l1) -2
LT S . MR £ Sl el 5 g -
r=0 r+s=1

n
g = An+la(u'5’) i 27 ( b [x2r] [st]) {52n+l-£'sll.
r=0 r+s=4

Podemog usar isto para identificar R com o anel, Mizn)(a)

{Zn)
* -

de séries de poténcias formais sobre o anel graduado N A
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[x%F) e

o8

- -
associamos a seguéncia {un}o onde

2rl [SZ(n-r)+1'sl]'

Temos Ao ='q e a formula para o & justamente.a
e n+l s P an J

regra para multiplicar séries de poténcias formais. Assim, te-

mos:

J: F—+ N(9).
LEMA 1.09. A imagem de 7 : "

1 - 1 - -
SFpn(87) = My (S1) = F = N(8)

estd no ideal gerado por 67, e

JCIM®™,71) = [M?®]6™ + termos em pot. > de .

LEMA 1.10. Seja £+ F € M, (s1). se

J(lg »Fl) = 83™ + termos com pot. > de 6,

ent3o existe uma variedade com agd@o semi-livre de st (Hzm,T)

tal gue B8 esta na classe de Mzm e &=+ F & o fibrado normal

ao conjunto de pontos fixos de (Mzm,T).

= 1.

=g 5 1’ g 3
LEMA 1.11. Seja 1l € M,(57). Temos Jflal

Eroct

Toman
mos |
usand

vés d
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LEMA 1.12. Sejam [st? € ~25 e AE Mzk . Entac

F(IvSia) = (V51655 (n).

No que segue, vamos definir o operador
K+ SF sty = sF,(shy.
seja (M™,T) uma agzo semi-livre de st. Para definir KiM,T]

procedemos da seguinte forma: consideramos as seguintes agdes de

s! em D% x M%:

(t, (z.lm)) L ” (tz,m)

bt
.

T, : (t,(z,m)) —> (tz,T(t,m)).
Restringindo a S1 x M" obtemos as agtes induzidas [Sl‘KMP,Tl)

eA(Sl x Mn,Tz), que sao equivariantemente difeomorfas por
¢z (st x M, 1) — (st x uP,1,)
i 2
‘_er) = (SIT(S;X)}o

Tcmando a unido disjunta (D2 * Mn,Tl) v {Dz x Hn,Tz), construi-
mos Mn+2 uma variedade fechada, e uma agido Ty de 51 em Mn+2,

usando a identificagdo de (Sl ® Mn,Tl} com (st x Mn,TZ) atra-

vés de .
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Definimes K[M",T] = [Mn"'z,'rl].

Para analizar o conjunto de pontos fixos Fq de T obses-

vamos gue Fl e PIN{T)L Mn, onde o fibrado normal de Fix(T) e

nel,~ Fix(T), onde n & o fibrado normal a Fix(T) em W e

o fibrado normal a M" & um fibrado linear complexo trivial.

Por um processo ' indutivo podemos associar a (Mn,'I') uma
seguéncia de agdes semi-livres de 51 em variedades fechadas
(Vin,k), 7,) . Tomando IV(n,O),‘rol = [M%,T] e [V(n,i];?1]=KEMn,'I‘].
A partir de (v(n,l)‘,tl) obtemos tV(n,Z),TZ); aplicando a cons-
trucdo acima a (v(n,l),'rl). As'sim aplicando, sucesﬁivamente, a
construgdo acima k vezes obtemos (Vin,k), 1)) com conjunto de
pontos fixos

k-1
Fp = Fix(T) V (V V(n,j)).
0

Alén disso, Ny |Fix(T) = n @ 1f + Fix(T), onde n -~ Fix(T) & o
fibrado normal original a Fix(T) em Mn, e nkIV(n,j) € um

(k - j}=fibrado trivial.

LEMA 1.13. Se n - Fix(T) & o fibrado normal ao conjunto de

pontos fixos de (M",T), entdo

k-1
[Vin,kX)] =[cP(n @ 1};*111 +-.E° [ee(k = 3))vin,3)].
i=

LEMA 1.14. Seja A o fibrado linear complexo candnico scbre

¢P(n). Entio
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JG) =1+ Z [Vin+ 1,1)]e"4,
- i=0

‘Para cilculos mais explicitos de J nos geradores de M,(Sl), -

isto &, nos elementos ln , como

[vin + 1,K)] = [e2(h_ ® 1&*1}1 + Tepine & £ 01 %
R :
+ .20 fcetk = M vin + 1,35)] por (1.13).
J=

& conveniente conhecermos alguns resultados referentes a classe
de bordismo de alguns espagos fibrados projetivos complexos as=-

s l]é"'l k+1) ..

sociados a )‘n ;oisto &, a [d:P(kn @ 1,

LEMA 1.15. Se £ - V° & um 2-fibrado plano ccmplexo, entao

[crp{E)] =0 enm ~m+2‘

LEMA 1.16. Para gqualguer n > 0, [G:P(Al ] 12}1 =0 en NZ(n-&-lJ'

LEMA 1.17. Seja An o fib_rado linear complexo can_énico sobre

¢P(n). Entdo [CP(A © 10‘:” =0, ¥n > 0.

LEMA 1.18. Para qualquer par de inteiros n, k

n+l

k
fee(x @ 1] + [cp(r, _, © 1z

3} = [eo(n + k).
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OBSERVACAO. Como conseguéncia do lema anterior temos

2 = 5 ] !
lee{d @ 15)) = [CP(n + 2)], pois
[ee (A, ® 12)] + [epir, © 1Y) = [ep(n + 2))
=N L4 : S C =

n+l

e por {(1.186), {mp{Al e l¢ }1 = 0. Portanto,

f@P(An'@"ié}} =[eP(n + 2)].

gue

-

va

se

Se
b |

CC

S¢

é:

o




1s

2. CONJUNTO DE PONTOS FIXOS DE ACBDES SEMI-LIVRSS DE ST

Dada uma n-variedade fechada diferencidvel M7, para quais °

valores de % existe uma (n + 2k)-variedade V°¥2K  con agio

1

semi-livre de S cujo conjunto de pontos fixos & cobordante a

" ? Dada uma variedade fechzda Mn, nosso objetivoc, no que
segue, serd mostrar gue para alguns valores de k existe uma va
riedade fechada com uma ac3o semi*livre de Sl, (Vm'zk,'l‘) , cujo

conjunto de pontos fixos & cobordante a M".

Vamos denotar por Sﬁ, cnde k & par, o conjunto de clas-
Ses no grupo de cobordisme naoc orientado Hn que sao representa
das por uma n-variedade que & o conjunto de pontos fixos de uma

{(n + k)-variedade com uma agZo semi-livre de g*,

Propriedades de Si
1)‘ sk & um subgrupo de N
n & n
Sop
2) s, =N

S§=S];+s§'+ 812‘4- ees & um ideal em N, .

3) sk=

I 48 o

n=0

PROPOSIGAOC 2.01. A classe de €P(2k) YV CP(k) x CP(k) pertenée

4
a 34;;, Vi 5=

DEMCONSTRAGAO. Sejam Asx © fibrado linear complexo candnico



lé

sobre CP(2k) e lk o fibrado 1linear complexo candnico sobre

¢P (k). Entaoc temos:

*: 3V prabass - 2
T + ) = TOITA) + FO)

]

1+ T [V(2k + 1,i))e2kti+l
1=0

w

(L + = [Vik+1,1))ek+ti+l,2 %
1=0 -

+

1+ 0vizk +1,00062%* | fveak + 1,110 4 ... 4

1% [vik V170012055 2wk +2, 151 %02K 4 4 ..

+

]

(Iveze + 3,11 + [Vik + 1,01%6%42 4 vk +1,2)10%%3 4

+

(Ivizk +1,3)] + [vik +1,0)120%5 o [y(2k + 1, 4)10%5*5 4

+ termos com pot. > de 6.

Portanto, por (1.13), a classe de €P(2k) U CP(k) x €P(k), que

= : 2 4
e a base do fibrado Azklo 2 lk + pertence a S4k'

OBSERVAGZO: Se Xk & impar, temos:

[CP(2k)] + [CP(k) x €P(k)] = [CP(2k)] = [RP(2k) x RP(2k)].
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Portanto, [RP(2k) x RP (2k)] pertence a S:k para k impar.

PROPCSIGCAO 2.02. Seja M° uma variedade fechada no grupo de bor

dismo nao criendado ”2 . Entao a classe de (Mz x €P(2k)) V

v (? x €p(k) x CP(k)) pertence a S:k+°'

DEMONSTRAGEO.
TP, + 110D = 16T (g0, + 22)

2k+2 4

[M210{([V(2k + 1,1)] + [V(k +1,0)]%)9

2k+3

i

[Vi(2k + 1,2)18 + termos com pot. > de 6}.

M%) ([V(2k + 1,1)] + [V(k +1,0)]2)82k*3

+ termos com pot. > de 6.

Portanto, a classe de (M2 x €P(2k)) U (M® x €p(k) x €2(k)), que

4

- 2 TR
@ a base do fibrado M lzklo + M lk » pertence a 54k+2 .

OBSERVACAC. Poderiamos também concluir o resultado acima, usan
4

do a Proposigdo (1.22), e lembrando que S, & um ideal em N,.
Desta forma também temos que a classe :de (M™ *x €P(2k)) Y

U (M® x €P(k) x €P(k)) pertence a S:k_'_n , para qualgquer n>0.
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PROPCSIGRO 2.03. seja CP(A, @ 1:) o espago fibrado complexo
projetivo associado ao fibrado X, @ lg . Existe uma ag3oc semi-

1

livre de S~ em CP(A, @ lg) € SFlotsl) fixando €P(2) YV ponto.

DEMONSTRAGAO. Seja (A @ 12 + CP(2)) YV (li -~ TP (0)) EMlO(Sl). Te

mos:

L]

= 2 5 = 2 =
J(lz 5] l¢ + 1¢) J(Xz -] l¢) * J(l¢}'

Jogy) + Ty

4

[vi3,0010° + [ve3,118% + [v(2,2)10% + ...

-

Como, [V(3,0)]

[ep(3)] = [RP(3) x RP(3)] = 0, e

vz, 1] = [er(a)] + [er(2, ® 12)1 - kgo [ep(1-%)] [v3,x]
= [er(4)] +7[¢P(l2 ) 15)1 +-[¢P(l)]- [(v(3, 0]l
= [er(4)] + [er (2, © 12)1
=[er(4)) + [er(4)] = 0O por (1.20).

Portanto,

-= 2 5 ;
T(hy ® 1g + 12) = [V(3,2)]6° + termos com pot. > de 6.
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Como, 1
[vi(3,2)] =lep(5)] + impcxz 8 13}1 + Z [ep(2-X%)] [vi(3,k)]

k=0

I

[e2(h, & 1)1+ [ep(2)] [V(3,00] + [e2(1)] [V(3,1)]

3
[ep(x, ® 1¢)l.

e pelo lema (1.13), concluimos gue existe agdo semi-livre de S1

em CP(X, ® lé), fixando €P(2) U ponto gque & o espago base do
b 5
~ fibrado Ay, ® 1¢ - 1m .

Vamos agora analizar o efeito do homcmorfismo de Bca:dman.
J em alguns elementos de Mlo(sl). No que segue denotaremos por
xn a classe de RP(n).

7 S
TN - 234
SF10(87) = Myg(s) = @ Myo p (BT

= Ny (BUY) +Ng(BU,) + N (BU,) + N, (BU;) +N,(BU,) +N_(BUg)

MlD(BUO) = Nlo' .
TS |
Sejam os elementos xslo ,xsll .x4A2 ,x213 ,14 pertencentes a

NB(BUI)‘ Temos:
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J{xalo) = Xg

Flxgh,) xsa3 + xg [v(2,0)18° + %e [vez,110% + ...

Tixghy) = x,0% + xg (V03,0070 + Xy [V(3fl§]65 e

Tlxyhg) = x,0 + x, (V(4,0018% + x, [v(4,1)]0° * oo

) = 1 +1V(5,010 + ...

2

Sejanm x4A°A1 - x2A°l2 " Aoka R R Az em NG(BU2) . Temos:

Rl
-

gl . " s
Flxghghy) =x492-+x4lv(2,0)}6 -+x4{v(2,1)195-+x4[V(2,2)1e i

-

Tlxphdp) =258 +3,(v(3,0016% +3,[v(3,110% 4+ x,(v(3,2)185 + ...

TGAz) =1+ [via,016* + (vis, 118 + [ve,2)10% + ...

Tl =1+ (v(2,000%% + [v(2,10125 + ...
Tad,) =1+ [v(2,016% + (v(2,2)16% + [v(3,2)78% + ...
Sejam xdl;, legll, ;\glz, Aoki em N4(BU3). Temos :
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AREER WML

J(x4lo) = x49

T, A20) =x,0 +x,0v(2,0)16% + x,[v(2,1)16% + x,[v(2,2)]65
e 2 2 ¢ 2 r 2 r s

TO3A) =1+ (v(3,016 + [v3,116% + [v(3,20185 + ...

T =1+ [v(2,0120% + [v(2,1)125 4 ...

Sejam x214 ?\gkl em N2(BU4). Temos :

fo] r
g L
J(x2ho) = xze

E(Ale) =1+ [v(z,o)lez +[v(2,1)] 83 4 [v(2,2)] 64 + [v(z,3)] Lo

Para Ag E-NO(BUS), temos: 3(12) = 1,

Portanto,

S ¥ 3
J(lo + 14) =iEVS, D) B+ 5 ..

li

= 4 :
Fxghy + %00 = x, [V(4,0)16°%+ ...

x, (V(3,0018% + .,

& 3
Tlxghy + x,00)

TOgA, + A = (IVE,2)] + (V2,310 + ..,

]

2 AT A LR r ..

Tlxxdy + 22005 = (x, [V(3,1] + x, [V(4,01)8° + ...
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Assim, concluimos que existe agao semi-livre de sl en:

{a) [Vv(5,0)]1 fixando CP(4) VY ¢P(0).

(b) RP(2) x €P(4) fixando RP(2) X €2(3) U RP(2).
(c) RP(4) * €p(3) fixanéo- RP(4) x €P(2) V RP(4).
(@) V(3,2) Y v(2,3) fixando €B(1) x €B(2) Y €2(l).
(e) v(3,2) ‘fixando €rP(2) Y ¢r(0).

(£) RP(2) x Vv(3,1) fixando RP(2) x CP(2) ; RP(2).

(g) (RP(2) xV(3,1)) VU (RP(2) xCP(4)) fixando RP(2) xCP(3) U

U RP(2) x €P(2).

Com o objetivo de calcular Sgn . isto &, o conjunto de

classes Mzn an+2

en Hzn para as guais existe uma variedade V
com ac3o semi-livre de Sl com conjunto de pontos fixos bordan-
te a Mzn, vamos primeiramente calcular esses conjuntos bara
alguns valores de n, mais precisamente calcular S%n para

2n

n=1,2,3,4,5,6. No que segue M denotara RP(2n). Observamos

gue, se um elemento o (em SFZ(n+l)(sl)) pertence a Sgn , en
t3o ja € Nzn(BUl). Sendo An' o fibrado linha complexo candni-

co scbre CP(n), temos:

Jx) =1



5

Fogp =1+lviz, 062 +1v(2, 0167 +lvz, 210t 4 [viz, 110 + ...
30,y “ 140903, 0103 + 13,0164 + 13,2165 + [v(3, 165 + ...
iy =14 1v(4,0100 1V, D167 + V(4,1 + VIS + L
T =1+1v(5,0018° +1v(5,1)16° Fvis el sivisisnst e .o,
Frg) =1+1v(6,018°% +1v(s, 11107 +(v (5,216 +1v(e, 116” + ...

Fog =1+1v(7,0187 +{ve7,n1e® vz, 2010° + vz, 31020 4 ...

. X =
e
48D HelBd = B Ko o B0

L}

H4(3U°) - NZ(BUJ_) = HO{Buz)

2
geradores de N,(BU;) : [M ]lo e Al

= 2 B - e
3 (’1a) = 14%] 0T 00y = [u]e
Ty =1+ viz,01e% + (v, e + ...

Portanto, Sg = (0).
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Fafrag) = ufe?
Fouhap = ntie? + efirvez, o0 tivez,n16® 4 Ll
S Ay = 1o+ ves,0eft + A1V, 118° 4 L.,

Ty =1+ (via,0)10% + [via,110° + [v(4,2)16% + ...

-

Portanto, Sg = (0).

5

3
3o i87) == N, 167) = kzo M1 o 25 (B0)

St NB(BUI) £ oi e
eradores de N, (BU,) : IMBIA .[MGIJ\ [M4]R ['“1214'I e X
oRe % gieuy? & o’ 1’ 5 1 ARG ey 4

Fun’iay =16

Ecmenl) 183 + vz, o8 + (811vez, 1188 + ...

Fusing) = t1e? + v1ivis,mie® + v, 6% + ...

Il

3([1-1211\3) (210 + [MA)Ivid,0018° + (M311vea,118% + ...

Iy =1+ (V(5,0)]16 +[V(5,1)18% + ...
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Portanto, Sg = (0).

%]
H
[
[ 3¥]
n
-
S
B
+
x
b
[3§]
©»
[
~—
I
@
e

g . 10
geradors de NlO(Bul) : [M

2
[M }A1 e As

Frimto A) = 10565

Fein A o= u8jef (%11v(2,0)766 & [4%10v(2,1)167

li

TN = 110% 4 111v(3,007 66 4 [1(v(3,1)167

TN = 14192 4+ (W 1v0a, 00166 [ 11v(s, 15767
JUMA) = (Yo 4 (621 v(s,0)] 06 4 (4% v(s,1)167
F _ ; & ; 7 - 8

(s) =1 +1v(6,0010% + [vi6,1)76 +lv(s,2)16" + ...

5 .
Po:tanto, 310 = (0).
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Temos:

A A o S o

ROPOSIGEO 2.04. Seja a agio semi-livre de S
conjunto de pontos fixos N & de codimensido 2, ent3c N & bor-

do, isto &, Sgn = {0}, ¥a== 0,

DEMONSTRAGAC.

1 3 1 n+l
SFy . 42(87) -——-v Mynea(87) = @ N

2 1c 8 8
2n+ k=0 2n+2-2k &

Para que um elemento a (em 3F2.n+2(sl)) pertenca a Sgn s de-
vemos ter ja € N, (BU;), mas Ny, (BU;) & gerado pelos elemen-

tos:

Como .

. Fm2n2y A ) = [M2P~21yg0-i , ¢ [Mzn'zi][vfi & 1,3')]3“"’3"’1_

i=0
. - -y -
Assim qualguer combinac3o dos elementos J([ M2~ Ag) 0<iz<nm,
contém poté&ncias de 85 menores gue n + 1. E como, para um ele-

mento a € SF2n+2(Sl), Jja  pertence ao ideal gerado por gt

ent3o n3o existe elemento, nio berdo, em SF2n+2(Sl) com a ima-

2 ) 25
gem através de j em NZn(Bul)' Portanto, 32n = A0 Y N
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2k

PROPOSIGAO 2.05. S contém a classe de cobordismo de

(g% u 2Kt 4 ek - 1),

onde Ek - Mn-2k+l & um k-fibradoc complexo e CP(Ek) denota o©

espaco total do espago fibrado projetivo complexo associado.

DEMONSTRAGAO. Considere a soma de Whitney

-

% 12 - yR2kel

e o espago total <I:‘P(F,k ® lg) do fibrado projetivo associado. A

multiplicagdo por um escalar nas fibras de Ek induz uma agao

3

‘semi-livre de S em d:P(Ek @ lz) gue fixa o conjunto

ep(eX) v M . ik - 1.

Considere £ -+ X um k-fibrado complexo. A classe total de

k+1
Chern de E + X pode ser expressa na forma fatorada I (1 +tj) '
i &
e para cada m > 0 introduzimos as fungSes simétricas elementa
res
k+1 i
s i S o
m(E) : ( J)

c;da sm(E) pode ser exi::ressa de forma linica como uma polinomial
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homogenea nas classes de Chern (as fungCes simétricas elementa-

res), logo s;nti) = Hzm(x; Z). Para uma soma de Whitney,
smtil -5, = sm(il) + sm(.‘;z}

(Veja [9]1, pag..292).

ILEMA 2.06. Seja mP(nl,nz,...,nk) o espago fibrado projetivo
complexo 2(n+k - 1)-dimensional associado ao fibrado lle aes aﬂ.k

sobre . ¢P(nl) X «ea % CP(n ), onde 1A & o pullback do fibrado

i
linear candnico sobre o i-&simc fator. Entao para S e
C2(ngreeesny) & indecomponivel em N, se, e scmente se

e R S IR o

)
it -

& impar, onde n = Iy + oees +omp .
DEMONSTRAGAO. Denotamos por B(A; 8... 81 ) =+ @@(n)) X ... xC@(n)

o (2k - 1)-fibrado esférico associado e por
P d:P(nl,...,nkJ > €P(ny) x ... x G:?(nk)

o fibrado associado com fibra @P(k -1). Neste caso o (2k-1)-fi-

brado esférico B(x; ® ... 8 .\.k) é um U(l)-fibrado principal

sobre n’:P{nl,...,nk). Seja ¢ € Hz(cp(nl,...,nk); Z,) a classe
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de Chern mddulo 2 deste U(l)-fibrado. De acordo com ({12}, pag.
36):

0

w

I
Lol & 1

p*(v.)ck-J,
3
onde l,vl,...,vk S3o as classes ‘de Chern modulo 2 de
ll i O lk - ¢P(nl) K ?P(nk).

Por indugaoc em i, podemos verificar que

ck-l+i = ;ick_l + termos com pot. < de ¢,

onde vi's sd3o as classes dual de Chern, pois: para 1 =1, te

mos :
e- HLEE ;1ck_l + x.r_.!ck“2 + termos com pot. < de c,

para i = 2:

I e Gick - vzck‘l + v3ck"2 * termos com pot. < de ¢

=v,c51 ¥V E NI Thoes T de B
2 il e 3 =

Supando gue vale para i, podemos verificar gue vale para
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1+1:

ck— l_+1+1 = ck—l+:l. >

e R o it k-2
=fve T+ vy, + Vi¥ip tiene N W Vi)S . +pot. <de cle

=X e ... = k-1
VT (Vv VY ot et oAV T ¥ Sie T pot.‘ < de c-

Ll

]

mie = = = k-1
=v;V,C + (vzvi__l T VUV g F e RV V) * Vi-i-l)-c +pot. <de ¢

-

e o - k=1
s P VoVig Fesa Wy oV, + ‘,ri+l)c + pot. < da @

_ = k-1 :
= V1S + pot. < de ec.

; - =i
Assin, — vnck + termos com pot. < de ¢, e como os

ck- 1l+n

coeficientes doc termos com poténcias < de ¢ pertencem a
Hj(m?(nlJ Xeoo XCP(my}) com j>2n, temos gue D S

e também c" = ;n » Analogamente, temos gue ™I = vn-j -

A classe total de Stiefel-Whitney da 2(n+k - 1)-variedade

d:P(nl, A ,nk) e

2n ) Nied
(2 p*(w,))I(E p*(v,) (1 + )Ty,
0 a3 0 B

onde Liwgs e ¢ Won sdo as classes de Stiefel ~Whitney de

G?P{nl) X s X d:P(nk). Seja
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n+k-1

= - n+k-1
o T L Bmep L TR B e ¢
e s S ; =
Como oy =0, pois K ¥ 1 e oy Fisee ny + k=1 >
>py + ...+ >0, Vi temos
" n+k-1
S (n+k-1) = f {c + @) :
5 n s
= kcn+x—l oy (n+¥—1)5.cn+k 2=
351 3 3
T i e T S g
e clke + & (- )s.e 7}
j:l i J

k-1, — el .
= s + Z = . Z
i e { 3 )sjvn_J}

k .
T ol & a j-ésima s-classe de A0 ... 82 E

onde SJ' = i

i=1 ks

por ([21], 3.4) o valor desta classe caracteristica e

n+k-2 n+k-2

{ T SRS A | )
iy By

2k

PROPOSIGAD 2.07. S5n contém uma classe de cobordismo indecarmo
nivel para cada k tal gue 4 < k < a(n), onde c(n) denota o

nimero de termos na expansdo diadica de n.

DEMONSTRACAO. Seja o fibrado

A ® B A~ €2(ny) x .. x CR(ny)






CONJUNTO DE PONTOS FIXOS E O FIBRADO NORMAL

2n

PROPOSIGEO 2.08, Se M & uma variedade fechada n3o bcrdo, en

tdo para k > 1 ndo existe variedade com agdo semi-livre de S

2 (n+k) k , .20 X

(v ,T) fixando 1 M com n fibrado trivial comple-

X0.

k 2n

DEMONSTRAGEO. Supondo n =+ M trivial temos:

J(nk - Mzn) = [M;n3en + pot. > de 6.

2 (n+k)

Como IMzn] # 0,_n3o existe. (V ,T) com conjﬁnto de pontos

k n i -
fixos (n =+ M), pois caso contrario teriamos:

k 2n, _ [v2(n+k)]an+k

J(n~ -+ M) + pet. > de 6.

PROPOSIGAO 2.09. Suponha que (Mzn,T) & uma ag3o semi-livre de

1 ; L s
em uma variedade fechada, e que F & a uniao das compo-

S
nentes 2m-dimensionais do conjunto de pontos fixos de T. Se

as classes de Whitney do fibrado normal a FZm sdo triviais,

para todo 0 <m<n -1, ent3o [F™]=0 para 0 <m<n-1

e M%7 = [F?7,

DEMONSTRAGCA0. Seja o fibrado normal by 2 By Fzm, 0<m <n-1l.

Como as classes de Whitney de £ s3o triviais, entdo Em é
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bordante em NZm(BU(n - m) ao fibrado complexo trivial. 'Assm.
Fizgy) =IT(E) = (M6,
Mas como,
F(zg) =Tet,m = (142" 6™ + pot. > de 6,
entdo devemos ter [F°"] = 0 para 0 <m i waee [E"m}':[b‘lznl_.
it 6

PROPOSIGAO 2.10. sSe existe uma agdo semi-livre de S V=, T)

com conjunto de pontos fixos u® entdo [Mz] € bordo.

DEMONSTRAGAC. Sejam 1, vy sV, as classes de Chern mddule 2 de

2 2 B

v" = M~ (fibrado normal complexo), portanto v, € B {Mz) = 0.

Assim, Ve 0 para i > l. Portanto existe 'rl = N2 tal gue

[v' @ 1> 8% 1 = [v? » %] Entdo

Tl s wd) =Tt e 1> wD)

3(\»2 - MZJ

ivhye? &1

Portanto, a classe de Nz pertence a S§= (0) . Mas como [M2]= [Nzl.
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temos que [le & bordo.

2k

PROPOSIGAO 2.11. S, = (0) para Vk > 1.

DEMONSTRACEO. Segue imediatamente de (2.04) e (2.10).

Seja uma aplicagio £ : M" = X. onde M® & uma variedade
fechada. Seja A" e (X Z,) uma classe de cohomologia de  X.
Para toda partigao il + oee. + i1c =n - m, o puimero

-

O v W P R0 € R,
il ik it 2

onde wis sao classes de Stiefel ~Whitney de Mn, e e

n
Hn(.‘in; :22) & a classe fundamental, esta definido. Chamamos es-

te nimero um niimero de Whitney da aplicagdo £ associado com B

TEOREMA 2.12. Se £ : M' = X & uma variedade singularnio crien
tada em um CW = complexo X, entdo [M%,£] = 0 se, e somente
se, todos os nimeros de Whitney de [M',£] s3o nulos.(Veja [11],

17.2)¢

Seja [MP,8] € N’n(Sl), entio M' > M2 /S & un Sl-fibrado

principal, logo existe uma aplicagao £ : MP/s » ¢P~  classifi-
cando este fibrado, Gnica a menos de homotopia. Agora H” ('ﬁ?”;?ﬁz)

& uma algebra polinomial com um gerador de dimensdao 2 denotado
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por. &, Byiste FE{oY € Hz(Mn/S: 2'2), gue serad chamado classe

caracteristica da aq?a'o semi-livre. Portanto,

TEOREMA 2.13. A classe de bordismo [Mn,'r] em Nn(sl) de uma

acao semi-livre de s em uma variedade fechada & univocamente

determinada pelos inteiros modulo 2 Cwy  oen Wy
- i "k

w, sdo as classes de Stiefel-Whitney de Mn/s, anHn(Mn/s;Zz)

m
C o_) cnde
R !

& a classe fundamental de M'/S, € i, + ... + i, = n-m. Estes

7 i
nimercs sao os nimeros de Whitney da agdo semi-livre.

-

2 gl .
™ um fibrado complexo k-di-

2m

PROPOSIGAD 2.14. seja § : B~V

mensional sobre uma variedade conexa V°, onde todas as classes

-

de Stiefel-Whitney de v?® s3o triviais. Entdo se [S(E),s] =
bordo em N2m+2k—ltsl) + £ @& bordante em N, (BU} a um fibrado

complexo trivial.

DEMONSTRAGCEO. Como [S(E),S] @& bordo, tecdos os niimerns de
Whitney desta ag@o livre sd3o nulos. Mostraremos gue para gual-

quer partigdo r = i; + ... + i'j

m+k~1-r
p*(vil cee Vg Je

=0- em H*(CP(E), Z,)
4

onde v/s sdo as classes de Whitney de £, c € HZ(CPfE):ZZ}

e p* : H*(Vzm, Z,) » H* (ep(E), Z,). Para r = 0, cm+k—l =0

desde gue (cm+k_"', °m+k—1) =0 e €P(E) & conexa. Supondo gue
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tenha sido provado para r < r_ s vamos provar gue vale para

r, « Escolha uma partigac r_ = i, + ... 1j ¢+ €ntao

m+k=1-r
B R °=09
1 *4

et
onde os Ws s30 as classes de Stiefel-Whitney de C€P(£). A
classe total de Stiefel-Whitney da (2m+ 2k - 1)-variedade &P (£)
é:

2m k ¥y
W= (2 p*(w))(Z p*(v.) (1 + e)" J)
0 doem d

onde 1,Wy s eee W sdo as classes de Stiefel-Whitney de i

Como as classes de Stiefel-Whitney de Vzm sd80 triviais temos
gue
2m
( 2 p*(w,)) = 1.
0 J
Portanto,

1

H=(i+0® ¢ privp L+l 4 priv)ara® 2 s Ll s p*(v,) .

Assim,

Kook

: |
i)c

W, = {(

K= =g~
i + (i_l)c P* (Vl) e a W p*.(vi)_o

Entao,
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pelo resultado anterior o fibrado normal a F

tanto,
3 > 7% = 1p%6% = 0
; 2k - -
pois, F e bordo. Como também

T%®, 1) = (°P16® + pot. > de

éavemos ter [MZn] = 0.

2k

8,

& trivial. Por



1]

[-23)

=275

[4]
53

[6]

£71
[8]
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