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RESUMO: A intengio deste trabalho é divulgar o esquema algébrico desenvolvido por
David Hestenes para trabalhar as dlgebras de Clifford. Assim, esperamos que a formulagio
da teoria Eletrodinimica através desse esquema sirva para destacar os éxitos do mesmo.
Em particular, devemos contrastar a formulagio feita neste trabalho com a formulagio
tensorial da Eletrodinimica e observar dois fatos marcantes: (1) a linguagem apresentada
é intrinseca; (2) ela permite uma transposigio rigorosa entre a formulagio relativista,
sediada no R1.3, e a formulagio vetorial, sediada no R3. Nas formulagdes usuais os
elementos da formulacio vetorial sdo identificados “i dedo” com elementos da formulagio
tensorial.

Além da simplicidade computacional e da forga de expressio de seus elementos, devemos
destacar também o poderio de tal linguagem, demonstrado na obtengio das Leis de
Conservagio diretamente da Equagio de Maxwell.

Por fim, num "ato de fé”, acreditamos que o desenvolvimento desta linguagem pode ser
comparado ao surgimento do cilculo vetorial, introduzido nos fins do século passado por
Gibbs. Assim, esperamos que tal linguagem além de propiciar um alargamento dos hori-
zontes tebricos, seja também acessivel a estudantes que estejam terminando a graduagio,

fornecendo “ferramentas” poderosas para a formulag3o e investigagio das teorias fisicas
e matematicas.
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ELETRODINAMICA: FORMALISHO DA ALGEBRA DE CLIFFORD

Palavras chaves: Algebras de Clifford, Equagoes de Maxwell, Cam-
pos Relativistas, Leis de Conservagao (Diferenciais).

Apresentagao: As algebras de Clifford oferecem um instrumental
simples e poderoso para a formulagio de varias teorias fisicas, compa-
tibilizando dois aspectos que acreditamos serem os mais sauddveis para
a fundagao de uma teoria: poucas expressoes primitivas, condensando
muitas informagoes, e simplicidade nos cdlculos para obtermos as in-
formagoes. Neste trabalho apresentamos os resultados obtidos para a
teoria Eletrodinamica. Os principais resultados tecricos das formula-
¢oes usuais da Eletrodinamica sio obtidos sem dificuldade, apresentan-
do expressoes simples e significativas.

§1. REVISAO DO ESQUEMA ALGEBRICO .

A construcdo das algebras de Clifford € assentada na natureza
dual de seus nimeros: um nmero de Clifford representa tanto um ope-
rando quanto um operador que transforma um numero em outro. Além do
mais, tanto o numero em si quanto as operagoes existentes dentro da
algebra sao passiveis de uma significativa interpretagdo geométrica.

0 carater geométrico das algebras de Clifford é realgado pelo es- ,'

quema algébrico desenvolvido por David Hestenes (ver Zn, He e HS) aqui
adotado, que introduz generalizagGes dos produtos interno e exterior
para operagoes entre diferentes objetos da dlgebra. As algebris de
‘Clifford (C,) sdao algebras associativas associadas a espagos vetoriais
(v,) munidos de produto interno. O produto de Clifford € aqui denomi-
nado produto geométrico. Temos dois resultados basicos para a constru-
cao do edificio teorico. '



Estrutura dos ntmeros de Clifford: qualquer nimero de Clifford
pode ser escrito como uma soma scbre multivetores de diferentes gra-
duagdes, o0s quais sao linearmente independente entre si (aqui denomi-
namos por multivetor um nimero de Clifford de graduacao homogenea). Um
r-vetor (multivetor de graduacao igual a r) tem como forma geral uma
soma sobre r-laminas. As laminas sao os cbjetos fundamentais da alge-
bra. Uma r-13mina e formada pelo produto geométrico de r vetores orto-
gonais entre si.

Estrutura do Produto Geométrico: o produto geométrico entre dois
vetores quaisquer pode ser expandido como:

ab =
onde a.b & o produto interno usual do espago de base (Vn), que € comu-
tativo e resulta em um escalar, enquanto que aab é denominado o produ-
to exterior entre a e b, que € anticomutativo e resulta em um bivetor.

A partir desta formula podemos desenvolver o produto geométrico
entre quaisquer elementos da algebra usando a associatividade do pro-
duto e sua linearidade (ver He, Zn ou HS). As generalizagoes mais
Uteis exploram a decomposigao do produto geométrico em parte simétrica
e antisimétrica. No caso do produto geométrico (representado por jus-
taposigao) entre um vetor e um r-vetor (A ), temos que:

VA_ = V.A_+ VvaA_, onde definimos

V.AL = 1/2 WA, - (1) Av) = <A

VAR = 1/2 {vA_+ (-1)7 AV} = <vA >
onde < >, seleciona o multivetor componente do nﬁmgro de graduagao k.
’No caso de Ar ser uma r-lamina formada pelos vetores 89,8p,83,.-4,8
nessa ordem, temos alternativamente ‘que:

VLA

a.b + aab

r-q » © também

n

r ’
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vaA_ = tA_, onde t é a componente do vetor v que é ortogonal a
todos os vgtores que compoe A, (t.aj = 0, qualquer que seja j).

0 produto geométrico entre dois multivetores de quaisquer gradua-
¢ao tem como forma geral a seguinte expressao (ver Zn ou HS):.

ABg = AABD> g )+ ABD g 12 oot ABdg g + ABos.,

0 fato essencial é a graduagao dos multivetores resultantes. En-
tre outros resultados, a formula acima mostra que o subespago de C,
gerado pelos multivetores de graduagao par é fechado pelo produto geo-

métrico, e forma uma subdlgebra de C, denominada a subdlgebra par de



C,- 0s multivetores componentes do produto (A B ) de graduagao extrema
fornecem a definigao geral para os produtos interno e exterior:

Ar.Bs = <ArBs>[5_r| , enguanto. que: ArABs s d\rBs)s'r

"Para o produto entre laminas sao validos os seguintes resultados:

A B, = (a;3,...2,_43,).B, = (a,a,...a_ _,).(a,.B)) = ..., e as-
sim por diante, onde consideramos s>r. -

A8, = TB, , onde T, e o r-vetor derivado de A, formado por ve-
tores (tj.s) que sao a componente de cada fator (aj) de A, ortogonal a
todos os vetores de B..

0 produto exterior entre varics vetores pode ser definido como o
produto geométrico entre as componentes dos vetores que sao ortogonais
entre si, sendo portanto equivalente a uma lamina. :

Os multivetores de maior graduagzo em c, sao denominados pseu-
doescalares. 0 que faz os pseudoescalares receberem atengao especial &
o resultado de que o produto geométrico de qualquer nimero da algebra
por um pseudoescalar reduz-se simplesmente ao produto interno entre os
mesmos elementos. Esse resultado permite-nos definir uma dualidade en-
tre os r-vetores e os (n-r)-vetores, denominada dualidade por pseu-
doescalar (ver Zn ou He).

Introduzimos agora as operacoes de inversao (ou conjugagao) e re-
versao em C, . As operagoes sao lineares, e quando quadramos-as obtemos
a identidade. O reverso de um nimero & obtido revertendo-se o produto
entre os vetores que formam os multivetores componentes do numero. O
reverso (A,*) de um r-vetor (A ) € dado por:

A,+ " (_”r(roﬂlz A,

A operacao de inversao inverte o sentido de todos os vetores do
espago de base. 0 conjugado (A.*) de um r-vetor (A)) ¢ dado por:

A = (-1)" A,

§2. ALGEBRAS DE PAULI E DE MINKOWSKI
A algebra de Clifford associada ao espago vetorial euclidiano R’
e denominada algebra de Pauli (P). Os vetores da base (ortonormal) do
R’ serao indicados pela letra s, e obedecem as seguintes relagoes:
S+ = 0, se j +k; e também: sz = +1
Uma base para P € dada por {1,55,5,,1}, onde s, ='s.n5,, @ Ie
a unidade pseudoescalar em P, definida como:



I = 5,5,5,= 1/6 € 1k Sip

0s pseudoescalares de P comutam com qualquer elemento de P. :

0 produto vetorial (x) entre dois vetores do R? ¢ definido como:

asb = -1 (anb)

Desta definigao decorrem provas simples e significativas para
muitas identidades do cdlculo vetorial.

A &lgebra de Clifford associada ao espago vetorial de Minkowski
(R"3) & denominada naturalmente de dlgebra de Minkowski. (M) (em He é
denominada, erroncamente, de algebra de Dirac, ja revisto em He2). Os
vetores da base do R"'? serdo indicados pela letra e, e satisfazem as
seguintes relagdes:

ea2 = 4% , ejz‘ = -1 e,-e, = 0, se u#v

Uma base para M e da?a ?or 113 eu' euv, ewY ’ES} E onde a uni-
dade pseudoescalar em M, indicada por e_, e dada por:

< ~RVaB 3 0123

e = epe,e.e, = 1/24 € €Ll * onde € = +1 !

0s pseudoescalares em M comutam (anticomutam) com multivetores de
graduacao par (impar).

A base reciproca é dada pelos versores e que satisfazem:

eVe, = &) , entio e’ = uiﬁ I ety

Assim, também devemos ter: "V = es’e‘f\’mB

As &lgebras de Pauli e de Minkowski sao relacionadas de modo que
P & a subdlgebra par de M. Afim de ser consistente com as relagoes ja
estudadas, definimos a projegao de M em P como abaixo:

o b Sy s e assim segue que:

e b Sy e e também: e, w1

k

Os vetores e trivetores de M sao projetados em P multiplicando-os
por e, . Por exemplo, seja v um vetor em M, entao temos que:

ve, v' + 7, onde v° e ¥ s3o escalar e vetor, respectivamente.

Em vista da relagao entre P e M, é conveniente extender a conju-
gagao, indicada por *, existente em P para M (conjugacac em M é indi-
cada por barra sobre o numero). Assim, definimos:

A* = eDAeD , onde A pertence a M.

~ Para completar nossa exposigao necessitamos introduzir operadores

diferenciais sobre as variedades, espago euclidiano e espago-tempo da
relatividade especial, cujos espagos tangentes (em qualquer ponto da
variedade!) sdo respectivamente, os espagos vetoriais R® e R'*’. Para



trabalhar com tais operadores nos restringiremos a sistemas de coorde-
nadas cujos versores sio constantes em qualquer ponto da variedade, de
modo que as operagoes algébricas possam ser efetuadas separadamente
das operagoes de diferenciagao (a diferenciacdo atua sémente nas coor-
denadas dos objetos, enquanto que as operacoes algébricas atuam sobre
0s elementos da base de C"). Assim, definimos o operador gradiente em
P(Vv)eenM (o), respectivamente como abaixo:
V=59, o= e“aLl

A projegao do operador g em P € dada abaixo:

eObk 3, +V

Devemos observar que a projecdo acima viola a convengdo anterior
para a projecdo de vetores de M em P. Assim deve cer, por causa da ba-
se recfproch que em P ¢ igual a base natural, e em M nao.

0 operador gradiente ao quadrado € um escalar. Em M ele represen-
ta o operador da equagzo de onda, e em P representa o laplaciano, sen-
do relacionados como se seque: o’ = a§ - vt

§3. ELETRODINAMICA ;

Utilizamos a representagdo usual para os campos elétrico e magne-
tico, E e B: eles sio vetores em P, devendo assim, ser representados
por bivetores em M, tendo somente componentes temporais, isto &:

t=els., B Bl s, . et énavants que

E =gl g:o i- B gi? é'o » eém M, onde as coordenadas contra-
variantes'(supérfndices) em M sao iguais as coordenadas em P.

Ao inveés de trabalhar diretamente com os campos Ee Bem M, &
conveniente trabalhar com o bivetor de campo (F), dado por:

Fim Eo esB » Cujas componentes temporais sao as componentes

de E, e as componentes espaciais'ség as componentes de B, isto é:
pilg gd0 gk Ejan (F™ = . P9
E.por vezes conveniente utilizarmos objetos derivados de F a par-
tir das. operagdes anteriormente definidas dentro da algebra. Entre
eles destacam-se o conjugado espacial (F*) e o dual (D), dados por:
: F* = - €+ B, enquanto que: D = eF =Fe = - B+ e E
Explicitamente, as componentes de D sao dadas por:
DV = 1/2 G"‘“BFBa i



Assim, os campos E e B podem ser expressos em termos de F e F*

como mostrado abaixo:
= 1/2 (F - F*) , enguanto que: B = -1/2 eS(F + F¥)

0 vetor corrente (J) em M engloba a densidade de carga e o vetor
corrente em P e e dado por:

gi=.3 gy + 3* e ,ou Je, bp * I (p=13".

Antes de prosseguzrmos devemos destacar um dos maiores exitos da
algebra de Clifford: todos os elementos da algebra transformam-se do
mesmo modo quando efetuamos uma transformagao de coordenadas no espago
de base, V, (de outra forma nado teria sentido somarmos multivetores de
dlferentes graduagoes). Este nio é o caso do calculo tensorial, onde
as coordenadas dos tensores de diferentes graus ( rank’) comportam-se
distintamente em relagao a transformacao de coordenadas..

Podemos escrever uma transformagao de coordenadas dentro da alge-
bra de Cleford sob a segu1nte forma (ver He ou Br):

g ef , onde: £ ta520 51

Nesta representacao é imediato verificar que qualquer elemento da
algebra transforma-se do mesmo modo, quando efetuamos uma transforma-
¢ao de coordenada. Considere por exemplo um elemento da base dos bive-

tores, e = eue . 0 elemento transformado, elN , € dado por:

o

ey = edev = £'1e oE , como queriamos demonstrar.

Este resultado 1mp11ca que as equagoes da Eletrodinamica obtidas
pelo formalismo da algebra de Clifford s3o invariantes na forma quando
passamos de um referencial inercial para outro, mesmo que nossas equa-
¢oes envolvam multivetores de diferentes graduacoeS‘ ou seja, a formu-
lagao aqui obtida ¢ covariante. '

Em particular, as transformagoes de Lorentz (préprias e homogé-
neas) sao geradas por bivetores, sendo os operadores da transformaqao
( £) formados somente por multivetores de graduagao par. Entao, F2 re-
presenta os invariantes do campo eletromagnetxco, pois FZ tem somente
componentes escalares e pseudoescalares (note que os pseudoescalares
comutam com multivetores de graduagao par!), dadas por:

<FP>y = F.F = 1/2 PVFy,

<FF> = FAF = 1/4 PV o = - 1/4 PFBe e €l
ou de outra forma, os 1nvar1antes do campo eletromagnetico sao:

F““’F\,u , e também: F? Dvu



0s axiomas da teoria eletrodinamica, formulados por Maxwell, as-
sumem em M uma expressao simples, dada por uma simples equagao:
oF = 3
A expansao do produto geométrico envolvendo o operador gradiente
nos produtos interno e exterior leva as seguintes equagdes para F:

o.F = J , enquanto que orF =0
Quando multiplicamos a equagdo de Maxwell por e , obtemos:
ob = - esJ , Ou equivalentemente: 0.0 =0, e onD = -esa.

A equagao para a divergéncia do dual (D) é equivalente a equagio
para o rotacional de F, e vice-versa. Quando expressas por componentes
as equagoes acima resultam ser as mesmas encontradas na formulagao
tensorial.

A projecao da equagdo de Maxwell em P é imediata, desde que F &
um bivetor, e assim temos que:

ep OF = e b (3, +V ME+18) =p -3

ApGs desenvolvermos o produto geométrico anolvendo 0 operador
gradiente (note que v(IB)= 1vE), e equacionarmos separadamente mul-
tivetores de mesma graduagao, encontramos a forma vetorial das equa-
¢oes de Maxwell, esquematicamente temos que:

V.E = o parte escalar

aof + I(9AB) = -3F (ou, mB=1T+ aOE) parte vetor

UAE + laoﬁ =0 (ou, WXE = -30§) parte bivetor

I(v .B) =0 (ou v.B =0) parte pseudoescalar

Nossas equagoes devem ser iguais as equagoes escritas no sistema
de unidades CGS, a menos de fatores de 4n . Consideramos também a ve-
locidade da luz igual a unidade.

Podemos obter diretamente da equagao de Maxwell em M a equagdo de
continuidade para o vetor corrente, assim como estabelecer a equagao
de onda para as componentes do bivetor de campo (que nos permite o de-
senvolvimento dos campos E e B, em P, em multipolos vetoriais). Para
isso aplicamos a equagio de Maxwell (oF = J) novamente o operador
gradiente, resultando em:

o’F = 0l , e desde que o° & um escalar, devemos ter:
o’F = ond » enquanto que 0.3 = 0 (ou, 3;p +V J=0).

A teoria de potenciais para o campo eletromagnético pode ser de-

senvolvida notando que o objeto bisico em M & um bivetor e tem rota-



cional nulo. Ent3o, o bivetor F pode ser escrito como o rotacional de
um vetor, denominado vetor potencial (A) em M, isto e:

onF = 0, se e somente se: F = rA
A equagao satisfeita pelo potencial e dada por:
o.( om) = ofA- olo.A) = 3

Notamos que a alteragao do potencial pela adigao do gradiente de
uma fungao escalar (fungdo de calibre) nao altera o bivetor de campo.
Assim, podemos aproveitar a liberdade oferecida na construgao dos po-
tenciais para facilitar a equagdo satisfeita pelos mesmos.

0s potenciais que tem divergencia nula (em M) pertencem ao cali-
bre de Lorentz, e satisfazem a equagao de onda desacoplada por compo-
nente, isto é:

se 0O.A =0, entdo: oA = 2

Uma solucao da equagao de Maxwell em termos dos potenciais sempre
pode ser escrita no calibre de Lorentz efetuando-se uma transformagao
dee calibre sobre um potencial solugdo qualquer'(A)} onde a fungdo de
calibre (y) satisfaz:

Dzw = - oA, entdo se: A= A+ Dy, A  gera o mesmo campo
eletromagnético que A e pertence ao calibre de Lorentz.

0 calibre de Coulomb é fofmado pelos potenciais cujas componente
vetor em P tem divergéncia espacial nula. A equagao em M para o poten-
cial fica:

oA - o(3y0) =3, se O.A= 3.0 (onde: Aey ik @+ )
Quando projetamos a equagao acima em P temos que:
Vz¢=—p.e: D2K= 3-\?(30(1’)

Uma solugao da equagao de Maxwell sempre pode ser escrita no ca-
libre de Coulomb efetuando uma transformagao de calibre sobre uma so-
lugio qualquer (A) tal que a fungdo de calibre (y) satisfaga:

Vy= - VA, entiose:A = A+ Vy ,e=0,A gera o
mesmo campo que A e € um potencial do calibre de Coulomb.

Estudaremos agora as leis de conservagao (ver Zn, He ou 6r). E
interessante notar que na formulagdo da eletrodinamica pela algebra de
Clifford essas leis (e consequentemente o "acoplamento" correto entre
os campos e as fontes) sao obtidas diretamente da equagao de Maxﬁell.
sem necessidade de postularmos alguma outra equagdo, tipo equagao de
movimento (for¢a de Lorentz, ou formalismo lagrangeano).



Trabalhando  com a cquagio de Maxwell ¢ com a cquagao oblida des-
ta por reversao, desenvolvemos a seguinte expressao:

1/2(F 0 fF + FYofF) = 1/2(F%3 + 3'F} |, onde Ot atua sobre obje-
tos a sua esquerda. Como Ft = - F, e também J1 = J, segue que:

-1/2{FOF + F O'F} = 1/2(JF - FI) = 3.F = - F.3J

0 produto interno F.J € identificado com o vetor forga de Lorentz
relativista, cujas componentes sao mais facilmente reconhecidas em P:

Qey = 1/2(F3 - JF)ey= 1/2(Fde; - Je F*) b W+ :
onde W = 3.?. e ﬁ = pE + 3x§, sao reconhecidos como o trabalho efetua-
do pelo campo sobre as fontes, e a forga aplicada sobre as fontes.

Na equagao de conservagio, o termo a esquerda reduz-se a forma
auS”.onde sM = -1/2 Fe¥F. € imediato verificar que "t = S | e que
SH = - s¥ | 0s (nicos objetos em M que se comportam desse modo ‘sobre
inversao (7) e reversdo (+) no espago-tempo sio vetores, e portanto
somos obrigados a concluir que os SH sao vetores.

A lei de conservagdo acima obtida quando explicitada por compo-
nentes é dada por: '

3, "= -0q =-FM )

Uma forma mais conhecida desta equagao pode ser obtida explorando
a simetria entre as componentes dos vetores SY , isto &, SHV = sVM
(observe que S*V é a parte escalar de -1/2 FeMfeV). Assim, podemos es-
crever a lei de conservagao como:

avS““ =-Q", ou oS¥=-q¥

A componente temporal expressa a conservagao da energia, e as
componentes espaciais expressam a conservagao do momento linear asso-
ciado aos campos e fontes, conforme a identificagao das componentes
dos vetores SV feita a seguir. A expressdo para as componentes dos ve-
tores S pode ser obtida adotando-se o seguinte procedimento:

st = -4z FeoFeoe0 = -1/2 FF* e, . Assim, temos que:

s, » U+ 37, onde U= 1/2(E% + B?), e $° = ExB, sio identifi-
cados com a densidade de energia do campo eletromagnético e com o ve-
tor de Poynting (este representa o momento linear do campo eletromag-
netico), respectivamente.

Analogamente, as componentes dos vetores (em M) Sj sao obtidas
escrevendo: h

si =172 FeerJ.ej , onde ndo devemos somar sobre o indice j-



Prossequimos notando que: eerj =k - EDB —2([]‘0 - e,).Bjo]ej0 %
Trabalhando somente com a parte vetor da expressao acima, segue que:

Sje0 b $30 4 %) onde as componentes dos vetores (em P) 3 sio
identificadas com as componentes do tensor das tensoes de Maxwell:

si* = ysd* - 2(eJe*+ BBY)

Por fim discutiremos a lei de conservagao para o momento angular.
0 momento angular relativista associado ao campo eletromagnético @ ex-
presso em M por quatro bivetores (MY ) dados por:

MY = SYax , onde x é o vetor posigao em M (xe, b t + %).

para facilitar a representagao dos bivetores MY , projetamos-os
em P e escrevemos o resultado da projegao como se segue:

MY b MY + INY, onde os vetores MYe NYsdo dados por:

WY o= 13 - Y% N = %Y '

0 vetor ﬁu e o momento angular do campo eletromagnetico (momento
do vetor de Poynting).

A lei de conservagao para o momento angular relativista é obtida
notando que an = ey, e por outro lado, temos que SYM?.f = 0, desde que
s - s¥Y_ Entan, temos que:

aYMY - ay(SYAx) = (aYSY)Ax = - Qax

0 ultimo termo engloba o torque sobre as fontes causado pelo cam-
po e mais um vetor (em P) relacionado com o centro de massa relativis-
ta do sistema campo-fontes. Sua projegao em P e direta:

Qrx » R+ IT, onde temos que:

-ﬁ " tﬁ - bﬁ -'f = ?(x‘ﬁ

Com a notacdo acima definida, a lei de conservagao para o momento
angular relativista (que em M é uma equagao em bivetor!) é melhor re-
presentada em P por duas equagoes vetoriais, a saber: '

a fY = - R aYﬁY =-1

A primeira destas equagoes expressa a conservagao do centro de
massa e a segunda expressa a conservagao do momento angular do sistema
campos-fontes.

Conclusao: a simplicidade nos calculos e expressoes € possivel
porque utilizamos uma linguagem intrinseca para os objetos, ao invés
de trabalhar somente com as coordenadas, como é feito usualmente no
cilculo tensorial (onde os indices causam um rebuscamento por vezes
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imemoriavel das expressoes, vide por exemplo a expressao para o tensor
energia-momento do campo). Manifestamente, alguns leitores gostam de
poder se referir as operagoes da algebra (e principalmente aos opera-
dores de diferenciagao) por nomes comuns do calculo vetorial (diferen-
cial) elementar. Também a utilizagao de operagoes da algebra fornece
métodos simples e gerais para efetuarmos os calculos e "explorarmos"
as expressoes.
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