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' RESUMO. Através de processos de fatoragio discute-se as formulas resolutivas para

equagdes algébricas com coeficientes constantes, até quarto grau, a partir de suas

equagdes resolventes.
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1.) INTRODUGAO
Ao procurarmos as rajizes de um polinomio, de uma s6 varii-

m coeficientes constantes, de grau n

vel, co
n n-1 1
£ + ...+ a;x" + a
P_(x) W 1 o
onde a_ # 0 nos deparamos sempre com uma equacao algébrica do
n

tipo

n

1 n=l, a2 x" =0
i§0 a;x~ = ag+a;x +... +a _1X =

sendo ©s ai's os coeficientes, e, para a, # 0 a equagao é cha

mada equagao algébrica de grau n com coeficientes constantes.

O teorema fundamental da algebra afirma:
"Toda equagcao algébrica de grau maior que zero, com coeficientes
constantes, no.corpo dos numeros complexos,admite solugéo, em C",
oy, equivalentemente, "C €& um corpo algebricamente fechado", foi
provado por Gauss (1777-1855). Nesta revisao apresenta-se e discu
te-se as foérmulas resolutivas para equagoes algébricas, com coefi

cientes constantes, expressas em termos de radicais,

com n=1,2,3,4, uma vez que Abel (1802-1829) e Galois (1811l-
1832) provaram nao existir férmulas resolutivas, em termos de ra-

dicai o ébri
cais, para equagoes algébricas de grau maior ou igual a cinco.
exceto em casos particulares.

2.) EQUAGOES DO 19 GRAU

Toda equac3i
- quagao do 19 grau de uma s6 varidvel, com coeficientes
antes, pode ser reduzida a forma

1

Eaxi= -
i=0 1 ao+alx=0



onde a, e a, sao os coeficientes, pertencentes ao corpo dos ni-

meros complexos.

A solugao desta equagao & dada por

onde a, # 0 . No caso em que a; = 0 temos uma equagao de grau

zero e o teorema fundamental da algebra nao se aplica. Neste caso
temos

a =20 identidade
4. =0 Ll e
a #0 incongruencia

3.) EQUAGCAO DO 29 GRAU

Uma equagao do 29 grau, em sua forma mais geral, & dada por
B.d

onde os coeficientes ai's pertencem ao corpo dos numeros com

plexos, com a, # 0. O caso em que a, = 0 recaimos no caso dis

cutido anteriormente.

-

Discutiremos, entao, o caso em que o coeficiente az# 0. Pa

ra obter a solugao usaremos um processo de fatoragdao, a saber, re-
cairemos numa equagao de 19 grau, que & chamada de resolvente pa-

ra a equagao do 29 grau.

Multiplicando-se a Eq. (3.1) por 4a2 e adicionando-se af

em ambos os membros obtém-se

2.2 . -7
4a2x + 4a2a1x + ay = aj - 4a2a0.

O primeiro membro desta equagao € um quadrado perfeito,logo,



extraindo-se a raiz quadrada de ambos OS membros obtem-se

2a,x + a; = t Yaj - 4aja,

que nada mais € gue uma equagéo do 19 grau -resolvente , ~para a

equagdo do 29 grau - cuja solugao &

i f 2

onde o sinal (*) indica que temos duas solugoes. Note-se que se
ai - 4ajag 2 0 as raizes sio reais, caso contrario, complexas con

jugadas.

4.) EQUAGCOES DO 3?9 GRAU

A foérmula resolutiva, em termos de radicais, de uma equagao

do 39 grau, com coeficientes constantes, obtida primeiramente por
Cardan (1501-1576), reguer um pouco mais de algebra.

Vamos escrever a equagao do 39 grau,em sua forma mais geral,
numa equagao do 39 grau incompleta para, entao, utilizarmos O PIC
cesso de fatoragao-resolvente.

A forma mais geral de uma equacgao do 39 grau &

com a, # 0 . Quando a; = 0 recaimos em um dos casos anterioress
dependendo dos outros coeficientes.

Uma vez que a3 # 0 podemos dividir a eq.(4.1) por ‘5‘3"5"@"a

obter uma equagao de 3¢ grau numa forma mais conveniente. Sendo

6wl 2) i

obtemos a seguinte equacgio.



4.2 x3»+ pxz + gx +x =0 .

Fazendo-se uma mudanga de variavel do tipo

4.3 X=y - —%—

a eq. (4.2) toma a seguinte forma

4.4 y3 +uy +v=20

onde as novas constantes u e v estao definidas por
2

4.5 3u=3q-p2 e 27v=2p> - 9pg + 27r.

‘A eq. (4.4) é uma equagao incompleta do 39 grau gue sempre
pode ser colocada numa forma fatorada.

Utilizando-se a identidade

4.6 x3-3abx+a3+b3= (x+a+b)[xz-(a+b)x+a2—ab+b2]
e identificando-se com a eg. (4.4). Temos
4.7 u = -3ah & V= a3-+b3.
Da primeira equagao de (4.7) temos wd = —27a3b3 de onde

concluimos que a- e b® sado raizes da seguinte equacao do 29

grau
3
2 blEE
4.8 z vz 57 = 0

gue recebe o nome de resolvente para a equacao do 39 grau . Note
gue a resolvente & do 29 grau.

Denotando-se por A e B as raizes desta resolvente temos que

4.9 yl=—3/7x"-3/'13‘=-a-b



& uma raiz da equagao do 3¢ grau incompleta, eg. (4.4), onde

1
A=—%—-V+/_A— e B=--2—v-v’A
sendo 1084 = 27v2 + 4u>. Basta notar que [x + (a + b)] & fator

da eq. (4.6) que & o mesmo que a eqg. (4.4) via tarnsformagcao (4.7).

As outras duas raizes sao obtidas a partir do outro fator

quadratico

xz—(a+b)x+a2-ab-b2

cujas raizes sao

x=—%[m+buqa-mﬁﬁj

onde a e b estao dados por-a=3/A e b=3¢B s

Consequentemente, as trés raizes da equagao do 39 grau, com

coeficientes constantes, sao:

( 1
x,=-—3p-a-b
B 1 1
4-;0 J Xy = ==a=D + '—2—(a+b) = —Z—-(a—b) vY=-3
B 1 1
r TRt A —; (a=b) V=3~

onde a=YA e b=JE » sendo A e B as raizes da equagao
(4.8). As equagoes dadas em (4.10) s3o conhecidas como f&rmulas de
Cafdan. Note-se que se A < 0 as trés raizes sio reais, caso con
trario uma das raizes é real e as outras duas sao complexas conj;
gadas, por causa do fator /=3  npas expressoes das raizes. 5

5.) EQUAGOES DO 49 GRAU

Final i
izando, passemos a discutir a formula resolutiva para



uma equagao do 49 grau, com coeficientes constantes , apresentada
primeiramente por Ferrari (1522-1565), aluno de Cardan.

Seja a equagao do 49 grau, com coeficientes constantes , em

sua forma mais geral

4
i 2 3 4 i
5.1 izo agx” = a_+ a;x + a,x” + agx + a,x 0

com a, # 0. O caso em que a, = 0 ja foi discutido nos paragra
fos anteriores.

Dividindo-se a Eg. (5.1) por a, obtemos a seguinte equagao

5.2 x4+px3+qx2+rx+s=0

onde p = a3/a4 y Q= az/a4 el = al/a4 e .s = aO/a4 .
Uma mudanga de variavel do tipo
5t X =y - —%—p
reduz a eg. (5.2) a uma equagao do 49 grau incompleta, ou seja
2

5.4 y4+ uy" "+ vy +w = 0

onde os novos coeficientes estao definidos por

5.8
Consideremos, agora, a seg&inte identidade
5.4' (x+a+b+c)x+a-b~-c)(x-a+b-c)(x~a-b+c) =

= x4 - 2(a2+b2+ cz)x2 + 8abcx + a4‘+ b4+ c4 - 2(a2b2+ a2c2+b2c2)



que, de imediato,pode ser identificada com a eg.(5.4). Logo, conbe

cidos a,b e c temos gue as raizes da eg. (5.4) sao:

-a=-b-c

)
-
]

-a+b+c

~
~N
"

a-b+c

"
w
I

Y, = a+b-c

Conhecidas as raizes podemos escrever, a partir das relacces
entre as raizes e os coeficientes, da eq. (5.4)

Yy *+ ¥ty +y, = 0
Yi¥p + Yi¥3 % ¥i¥, + Yo¥y + Yo¥, + Y3¥, = U
Y1¥o¥3 + ¥1¥ ¥4 + ¥1¥3¥ + Yo¥3¥, = =V
Y] ¥Yo¥3 ¥y = W

e, substituindo-se as equagoes dadas em (5.6) nas eg.(5.7) obtemos

a2 + b2+ c2 = -2
2
- 28 Go Ba a2
5.8 ab + at "+ he = —— 20
16
2
2.2 2 v
a“"b®c” = €2

Logo, das equagoes acima,temos que az,b2 e c2 sao raizes
da eguacgao

2
5.0 e B A e e

2 16 : e Y

que é chamada resolvente pPara a equagao do 49 grau. Note que esta
equagao & do 39 grau.



Chamando-se Ww,, W, € W3 as solucoes da eq.(5.91, discuti

da no paragrafo anterior, concluimecs gue as solugoes da eq.‘S.Z) sao

= e/t - -
xy = =p/4 = fup 4 Ay + Ay
Xy = =p/d & /EI + /G; - /ﬁ;
X, = -p/4 + - /ﬁ; + gy

onde le = a sz =b e vVw, = ¢

3 .

Para escrevermos as rafzes em fungao dos parametros iniciais
basta fazer o processo inverso. O método discutido acima e devido
a Lagrange (1736-1813). A maneira que Ferrari obteve as solugoes

da equagao foi fazendo uso Gnica e exclusivamente do método de fa
toragao.

6.) CONCLUSOES

Notemos que, a partir das demonstragoes acima, todas resol-
ventes tém grau menor que a equagao original. Este fato levou os
matemdticos a concluir que sempre uma equagao de grau N poderia
ser réduzida a uma equagao de grau (N-1l). Porém, no estudo de uma
equagao de grau cinco obteve-se uma equagao de resolvente de grau
seis.

Varias propostas foram feitas. A mais elegante demonstragao
foi feita por Malfati que concluiu que o grau, m, de uma resolven
te para uma equagao de grau n estd dado por 2m = (n-1) (n-2) cu
seja, em consequéncia desta expressao, qualquer valor de m, maior

que quatro, possui uma resolvente de grau maior gue a equagao ori
ginal.

Concluimos que esta revisio de equagoes algébricas com coe-
ficientes constantes, sera de grande valia para que muitos profes

sores possam fazer com que seus alunos treinem » & partir desta,



10

radicais, numeros complexos, polindmios bem como equagoes algébri
cas.

Uma vez que equagSes de grau menor que trds sio exaustiva-
mente discutidas, a nivel de segundo grau, sugerimos as seguintes
equacoes: (x3-8=0; x3-2x2+x-2 = 0 ; x3-2x2
Bl d b s g

I R =lxa3m 0 § At -mel1mb

-x+2 =0;

e+ oPrex-3 = 0),

finalizando, indicamos o excelente livro: Theory of Equations,

Uspenky. J.V., McGraw-H{ll, Book Company, inc. (1948) para maiores
detalhes sobre o apresentado nesta revisao.
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