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Significados do verbo demonstrar

A demonstracao no ambito social: evidencia aquilo que se quer ver
* O movimento se demonstra andando;

* Tudo que vocé aguentou demonstra que vocé tem paciéncia;

* Este creme demonstra que vocé rejuvenesceu;

* Demonstracoes de amor .

A demonstracao no ambito religioso: demonstracoes da existéncia de
Deus.

A demonstracao no ambito militar: demonstracao de forca.

A demonstragdo no ambito juridico: ndo € a comprovagdo da
ocorréncia de um determinado fato, mas o convencimento de que a
resposta juridica € mais adequada.



Demonstracdes em Matematica
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Demonstracdes em Matematica

Ora, um matematico tem uma vantagem sem par sobre o0s outros
cientistas, em geral, historiadores, politicos, e expoentes de outras
profissoes: ele Pode errar. A fortiori, ele pode também acertar. [ ... |

Um erro feito por um matematico, mesmo um grande matematico, néo é
uma “diferenca de pontos de vista ou “uma outra interpretacdo dos
dados” ou “ditado por uma ideologia conflitante”; € um erro. Os maiores
matematicos, aqueles que descobriram a maior quantidade de verdades
matematicas, sGo tambem aqueles que publicaram o maior numero de
demonstracdes com lacunas, assercoes insuficientemente qualificadas, e
meros erros [ ... |.




Os erros cometidos por um grande matematico sdo de dois tipos:
primeiramente, enganos triviais, que qualquer um pode corrigir; em
segundo lugar, falhas titanicas, refletindo a escala do combate travado pelo
grande matematico. Falhas desse ultimo tipo sdo, frequentemente, téo
importantes como o sucesso, pois ddo lugar a grandes descobertas por
outros matematicos. [...]” (C.A.Truesdell, Ill, 1919-2000)



Um dialogo imaginario entre um matematico ideal
e um aluno que lhe trouxe um problema estranho.
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Estudante (E): Professor, o que é uma demonstragdo matematica?

Matematico Imagindrio (Ml): Vocé ndo sabe isso? Em que ano vocé esta?

E: Terceiro ano de pos-graduacao;

MI: Incrivel! Uma demonstragao é o que vocé me tem visto fazer no quadro negro trés vezes por semana durante trés anos! Eis o que é uma demonstragao.

E: Desculpe, professor. Eu deveria ter explicado melhor. Eu sou de filosofia, ndo de matematica. Nunca segui seus cursos.

MI: Oh! Bem, este caso, vocé ja fez algum curso de matematica, nao? Conhece a demonstragao do teorema fundamental do cadlculo ou do teorema fundamental da algebra?

E: Ja vi raciocinios em geometria; em algebra e em calculo que eram chamados de demonstragdes. O que lhe estou pedindo ndo sdo exemplos de demonstracées, é por uma defini¢ao
de demonstracao. De outra maneira, como posso saber que exemplos estao certos?

MI: Bem, tudo isso ja foi esclarecido pelo légico Tarski, acho eu, e alguns outros, talvez Russel ou Peano. De qualquer maneira, o que se deve fazer é o seguinte: vocé escreve os axiomas
de sua teoria em uma linguagem formal com uma lista ou alfabeto de simbolos dados. Entdo, vocé escreve as hipoteses de seu teorema usando o mesmo simbolismo. Vocé mostra
entdo como podera transformar a hipdtese passo a passo, usando as regras da légica, até chegar a conclusao. Isso é uma demonstragao.

E: E mesmo? Espantoso! Ja segui cursos de célculo elementar e avangado, algebra basica e topologia, e nunca vi isso ser feito.

MI: Oh! Em verdade ninguém nunca faz realmente isso. Levaria toda a vida! Mostra-se simplesmente que poderia ser feito, isso é suficiente.

E: Mas nem isso parece com o que era feito em meus cursos e textos. Assim, no final das contas, os matematicos realmente nao fazem demonstragoes.

Mi: Claro que fazemos! Se um teorema nao for demonstrado nao vale nada.

E: Entdo o que é uma demonstracdo? Se for esta histéria de linguagem formal e de transformar férmulas, ninguém jamais demonstra alguma coisa. Temos que saber linguagem formal e
lI6gica formal antes de poder entender o que é uma demonstragao matematica?

MI: Claro que n3ao! Quanto menos vocé souber, melhor. Todas essas coisas sao idiotices abstratas, de qualquer maneira.
E: Entdo o que é realmente uma demonstra¢ao?
MI: Bem, é um raciocinio que convence alguém que conhece o assunto.

E: Alguém que conhece o assunto? Entdo a definicdo de demonstracgdo é subjetiva: depende das pessoas. Antes que eu possa decidir se algo é uma demonstragdo, tenho que decidir
qguem sao os peritos. O que é que isso tem a ver com demonstragées?

MI: Ndo, ndo. Nao ha nada subjetivo sobre isso! Todo mundo sabe o que é uma demonstragdo. Basta ler alguns livros, assistir a cursos de um matematico competente, e vocé aprendera
o que é uma demonstragdo.

E: O senhor tem certeza?
MI: Bem, é possivel que vocé ndao aprenda, se nao tiver nenhuma aptidao para isso. O que pode acontecer, vocé entende.
E: Entdo, o Sr. Determina o que é uma demonstragdo, e se eu nao aprender a determinar da mesma maneira, o Sr. concluira que eu nao tenho aptidao para o assunto.

MI: Se eu nao concluir, quem o fara?



Quase que universalmente, falar em matematica é falar em
demonstracao. Joseph R. Shoenfield, “Mathematical Logic”,
encontramos a citacao:

“I...]

O aspecto conspicuo (notavel) da matemadtica, em oposicGo as outras
ciéncias, é o uso da DEMIONSTRACAO, em vez da observacéo. Um fisico pode
provar leis fisicas a partir de outras leis fisicas;, mas ele, usualmente,
considera a concorddncia com a observagcdo como o teste ultimo para uma
lei fisica. Um matematico pode, ocasionalmente, usar a observacdo,; pode
por exemplo, medir os dngulos de muitos tridngulos e concluir que a soma
dos dngulos é sempre 180°. Entretanto, aceitard isso, como uma lei da
matematica, somente quando tiver sido demonstrado”.



Segundo Halmos, a logica demorou quase duzentos anos
para dar uma explicacao precisa ao conceito de
demonstracao.

Elementos de uma demonstracao:

1.Hipotese (s).

2.Axiomas.

3.Definicoes.

4. Teoremas ja demonstrados.

5.0s passos da demonstracao, previamente provados.
6.As regras de inferéncia e técnicas de demonstracao.

Que podem ser usados quantas vezes forem necessarios.



A Demonstracao na historia
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Demonstracdo na sala de aula

Lilian Nasser no seu livro Argumentacao e Provas afirma que na maioria das
escolas brasileiras: os jovens nao estao habituados a pensar e comunicar
suas ideias. Este fato ja foi observado internacionalmente, e a investigacao
sobre “argumentacao e provas no ensino de matematica” vem recebendo
atencao cada vez maior de pesquisadores e educadores matematicos.

Pesquisas desenvolvidas internacionalmente foram relatadas por Hanna e
Jahnke em 1996, no capitulo intitulado ‘Proof and proving’, incluido no
manual de Educacao Matematica, o “International Handbook of
Mathematics Education”, pp.877-908. Nele sao citadas pesquisas sobre as
funcoes da prova (Hanna, 1990; de Villiers, 1990), os tipos de provas
aceitos por matematicos e educadores matematicos (Bell, 1976; Balacheff,
1988; Davis, 1993), além de estudos investigando os progressos dos alunos
no desenvolvimento do raciocinio dedutivo (Hersh, 1993; Hoyles, 1997).



A prova ou demonstracdo tem diversas fungoes:

+* Validar um resultado, isto é, comprovar que é verdadeiro. Muitas vezes, o resultado é ébvio para os
alunos, que nao vém necessidade alguma de verificar sua veracidade. Essa funcdao se torna
altamente motivadora quando ha alguma duvida, ou seja, quando é preciso validar ou refutar uma
conjectura.

» Outra funcao da prova é a de explicar ou elucidar, isto €, mostrar porque o resultado é verdadeiro.
Por exemplo as provas por inducao e por absurdo.

s Alguns pesquisadores, enfatizam a funcao da prova de sistematizar, isto é, preparar para o dominio
do processo dedutivo. Nesse sentido, acompanhando as demonstracdes apresentadas pelo professor,
o aluno vai tomando conhecimento das estruturas da matematica, para no futuro dominar o
processo dedutivo, e até, em alguns casos, ser capaz de fazer demonstracdes por si mesmo. Para isso,
é necessario que o professor nao esconda dos alunos as dificuldades encontradas e o motivo de
certos passos tomados no desenvolvimento de uma demonstracao

¢ Funcdo da descoberta de novos resultados.

¢ Funcdo da comunicacdo que é a transmissao do conhecimento matematico.



Tipos de provas

 Grande parte dos alunos nao dominam uma prova formal, nem gquando
chegam a universidade, nem quando se formam, e nem mesmo depois de

alguns anos do magistério.

 Mas a prova formal nao € o unico tipo de prova. Alguns pesquisadores como
Hanna (1990), do Canada, e Nicholas Balacheff (1988), da Franca, defendem a
prova ingénua, isto €, uma argumentacao aceitavel, que pode ter diversos
niveis de rigor, dependendo da idade e do ano de escolaridade do aluno que a

apresenta.



Rezende e Nasser (1994) também encontraram em sua
investigagdo mais quatro tipos de provas:

e Justificativa pragmatica: o aluno atesta a veracidade de uma
afirmativa com base em apenas alguns casos particulares.

 Recorréncia a uma autoridade: o aluno afirma que o resultado é
verdadeiro porque o professor falou, ou porque estava no livro texto.

 Exemplo crucial: o aluno desenvolve através de um exemplo o
raciocinio que poderia ter sido feito no caso geral.

* Justificativa grafica: o aluno mostra numa figura porque o resultado é
verdadeiro.



Como os alunos devem ser preparados para dominar o
processo dedutivo
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E necessario ajudar o aluno a desenvolver o seu raciocinio logico e
prepara-lo para dominar o processo dedutivo. A habilidade de argumentar
deve ser construida ao longo dos anos de escolaridade, através de
atividades variadas como jogos, problemas-desafio, ou simplesmente
exigindo-se justificativas para todas as respostas.

Observa-se que nas séries iniciais a crianca € mais espontanea e consegue
explicar seu raciocinio oralmente, com naturalidade. Conforme os anos vao
passando, essa espontaneidade diminui, e o aluno nao consegue justificar
suas solucoes nem oralmente e nem por escrito. Portanto a habilidade de
argumentar deve ser trabalhada desde as primeiras séries, para que o
aluno mais tarde seja capaz de defender um ponto de vista proprio, seja
numa conversa informal, seja numa questao de matematica.



Estratégias usadas para desenvolver as habilidades
de argumentag¢do dos alunos

* ApOs tentar resolver uma tarefa individualmente e de ouvir a explicacao do
professor, os alunos trabalham em grupos discutindo solucdes para o mesmo
problema.

* Os alunos avaliam justificativas apresentadas pelos colegas.

* Problemas do tipo desafio, que requerem raciocinio légico, sao sempre
propostos, independentemente do topico que esteja sendo abordado.

* O mesmo problema é proposto tanto a estudantes que ja aprenderam o conteudo
matematico correspondente, quanto aqueles que ainda nao adquiriram esse
conhecimento, a fim de evitar o uso de algoritmos ou formulas.

* O computador € usado para verificar se uma afirmativa é verdadeira ou falsa; depois
de convencidos da verdade (ou nao), os alunos sao levados a justifica-la, ou a
procurar um contraexemplo.



Ideias para o EF1, EF2 e Ensino Médio

colegdo

matematica

Pedro Luiz Aparecido Malagutti e Jodo Carlos Vieira Sampaio
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Atividade 1

) Eloisa pretende gastar todo o dinheiro que tem comprando alguns
dos brinquedos abaixo. Quais bringuedos ela poderd comprar?
Mostre como vocé pensou.

19



6. Descubra o segredo e assinale com X o proximo quadro da sequénc

Projeto A

Explique para seus colegas como vocé descobriu.



2re 0S sequintes numeros:

‘ionando dois desses numeros, forme 100.
7 e e — 100 Respostas possiveis: 90 + 10; 80 + 20; 70 + 30; 60 + 40.

Zionando trés desses nimeros, forme 100.

4 3 e 100 Respostas possiveis: 80 + 10 + 10; 70 + 20 + 10;
g L RN TS o, S e T 60 + 30 + 10; 60 + 20 + 20; 50 + 40 + 10; 50 + 30 + 20.

-ionando quatro desses nimeros, forme 100.

= Respostas possiveis: 60 + 20 + 10 + 10;
B — 100 50+ 10+ 10+ 30; 50 + 20 + 20 + 10.

e seus resultados com os de seus colegas. Todos fizeram do
VOCé? Resposta pessoal.



Atividade 4

86 De caramelos

Entre tres ninos se comen
17 caramelos. Andrés come
mas caramelos que los otros
dos ninos.

¢,Cual es el minimo ndmero de caramelos
que se ha comido Andrés?
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Calculo mental

Divide entre 2 un niimero con todas sus cifras pares

46 : 2 = 23 2842 = 1492 6.208:2 = 3.104

282 82 426 ; 2 208 : 2 2468 : 2 6.084 : 2
b4 : 2 42 - 2 640 : 2 842 : 2 4.620 1 2 8.462 : 2




Atividade 6

Paulo encontrou o resultado
230 =1.073.741.823
para a poténcia de 2.

Esta certo o resultado?

Expligue como pensou.




Atividade 7

91 La cara inferior S

Tres dados idénticos estan
colocados formando una torre.

La cara inferior de cada dado marca
los mismos puntos que la superior
del dado que esta debajo.

Sien la cara de arriba hay un 6,
scuanto marca la cara de mas abajo?
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Razonamiento

Observa cada division y escribe en tu cuaderno.

2385 l 3
g0 98
0

i

14
14 562
2

= Otra divisidn exacta
con el mismo cociente.

D LT,

= Una divisidon con el mismo cociente
y el triple de resto.

= Una division con el mismo cociente
y la mitad de resto.




Atividade 9

Vocé pode escrever todos os multiplos de um numero?
E todos os divisores?

Qual € o menor numero de divisores de um numero?
Quais sao?



Sums of Integers I

i
1+2+ - +n=3nn+1)

—“The ancient Greeks”
(as cited by Martin Gardner)




Razonamiento

Piensa y contesta.

Los dos triangulos de la derecha son semejantes.

= ¢ Cuanto medira el lado mayor del triangulo
morado? ¢ Cémo lo has hallado?
Dibuja un triangulo con esas medidas y
comprueba tu respuesta.

= ; Qué relacion hay entre los perimetros
de los dos triangulos? jPor qué?




Area del triangulo

,Cuél es elarea e e}ster triféntgul? '

Fiijate en que si trazamos paral’elﬁafé;f ala b
y a la altura del triangulo, se forma un rect
Este rectangulo tiene la misma base, b,
y la misma altura, h, que el triangulo.
Observa que la parte verde es igual que
la morada. Es decir, el area del triangulo
es la mitad del area del rectéangulo.

Area del rectangulo
2 |

b X h . BeomXx2em
10 2

base X ﬂalturja ‘

Area del triangulo =

Area = = 5cm?







Demuestra tu talento

| ¢Qué area de color es la méas grande? Explica por qué.

i Y i | '
T ~ Copia la figura en tu cuaderno, cuenta los cuadraditos

S_.......E..,‘. que forman cada cuadrilatero y comprueba tu respuesta.




Atividade 12

Dobre o retangulo maior
ao meio na linha
indicada pela seta. Cole
as duas metades. Em
seguida, dobrando a fita,
obtenha os padrodes
descritos abaixo.
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Aumente a drea de um terreno redesenhando sua planta
O enigma de Hooper

William Hooper criou em 1794 este interessante enigma em uma publicacio intitulada
Rational Recreations. Inicialmente, o quadrado da figura abaixo, subdividido em 64 quadra-
dos menores, é recortado ao longo das trés linhas mais grossas (azuis) tracadas sobre ele.

I s N
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As quatro regides resultantes sdo reagrupadas, formando o retangulo da figura abaixo.
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“onsiderando-se cada quadradinho como uma unidade de area, o quadrado tem 64
iades de drea, mas o retangulo tem 13 x 5 = 65 unidades de drea. Como se explica isto?



O enigma de Paul Curry

Paul Curry, um ilusionista de Nova York, criou em 1953 um outro interessante enigma
envolvendo 4reas. Inicialmente, repare na configuragdo de quatro pecas sobre um fundo
quadriculado, formando, ao que parece ser, um tridngulo retangulo.

Agora, as quatro pecas sdo rearranjadas formando, ao que parece ser, um triangulo
retangulo de mesmas dimensdes (base e altura) que o primeiro.

Um buraco branco, de uma unidade de drea, formou-se no interior do triangulo, pré-
ximo a sua base. A 4rea total das quatro pecas foi preservada. Como se explica que o

triangulo retangulo possa acomodar uma unidade de 4rea em seu cerior sem alterar suas
dimensdes (base e altura)?

O enigma do retangulo

Esta é uma brincadeira geométrica inventada por Martin Gardner em 1954. Um retan-
gulo € tracado sobre um fundo quadriculado, como mostra a figura seguinte. Traca-se en-
tdo uma linha em forma de escada, subdividindo o retdngulo em duas metades de mesmas
dimens&es. Recortando-se o retangulo pelo seu contorno, e recortando-o depois em duas
metades, ao longo da linha em escada, teremos duas partes geometricamente idénticas.







Piéges et astuces

B Merlin a réalisé le puzzle suivant, dont les quatre
pieces peuvent former un carré ou un rectangle, selon la
facon dont on les dispose.

I en déduit que I’aire du carré (8 x 8, donc 64) est égale
a celle du rectangle (13 x5, donc 65) ! Lola a su lui
expliquer ce qui n’allait pas en utilisant la propriété de
Thales pour montrer que les points A, C, E, F ne sont pas
exactement alignés.

Retrouver la démonstration de Lola.

EE Pour continuer son explication, Lola a réalisé le
puzzle suivant, ot I’on pourrait croire que 12 x 5 est égal
al2x5-2!
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Utiliser encore la propriété de Thalés ou sa réciproque
pour démasquer 1’imposture.




The Arithmetic Mean—Geometric Mean
Inequality I
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Comecando com 0s numeros inteiros positivos p e g, com p par, formamos 0s humeros

pq + 2, p®+q°,

(p+1)(q + 1),

Destes cinco resultados, com certeza, quantos podem ser par?

pq+2

Sendo p par, temos:
Para q sendo par:
2.(2) + 2 = 6 (par)
Para q sendo impar:
2.(1)+ 2 =4 (par)

p.q + 2 = resultado par
p2 + q3

Sendo p par, temos:
Para q sendo par:

(2)* + (2)*= 12 (par)
Para q sendo impar:
(2)? + (1)*= 5 (impar)
p? +q° = nem sempre resulta em
ndmero par.
(p+1).q+1)

Sendo p par, temos:
Para q sendo par:

(2+1).(2+1)=9 (impar)

Para q sendo impar:
(1+1).(1+1)=4 (par)

(p + 1).(q + 1) = nem sempre resulta

em ndmero par.

(p+q)°

Sendo p par, temos:

Para q sendo par:

(2 +2)? =16 (par)

Para q sendo impar, temos:
(2 +1)® = 9 (impar)

(p + q)° = nem sempre resulta em
ndmero par.

(p +q)%

p(g+1)

p(q+1)

Sendo p par, temos:
Para q sendo par:
2.(2 +1)=6 (par)
Para q sendo impar:
2.(1+1)=4 (par)
p.(q + 1) = resultado par
Destes cinco
resultados, com
certeza, quantos
podem ser par?
Resposta: Dos cinco
resultados, apenas
dois podem ser par:

(p.q+2)ep.(q+1).
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