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1 Resumo

O tema proposto para a oficina, procurando seguir a filosofia do Ciéncia ¢ Arte nas Férias,
tem por objetivo despertar no aluno o interesse pelo estudo da matematica de uma forma
interdisciplinar, mostrando que os conteidos apresentados na disciplina sao encontrados em
varias situacoes cotidianas. Assim, podemos explorar o tema robética de diversas maneiras
através de suas aplicagoes na automacao industrial, na medicina, em especial em procedimen-
tos de neurocirurgias, e no desenvolvimento tecnolégico em geral. Como exemplo, podemos
assistir o video disponivel no YouTube com a apresentacao da modelo Amy Purdy com o
robot kuka na olimpiada do Rio 2016: https://www.youtube.com/watch?v=GaLyVtcpPz4.
Nosso proposito sera apresentar uma formalizacao matematica dos movimentos de um brago
robotico com dois graus de liberdade, isto ¢, uma base circular com um movimento de rotagao
em torno do seu centro e um brago com um movimento de rotagao em relagdo a um eixo
fixado perpendicularmente a base. Mostraremos entao, diversas aplicagoes de contetdos
da matematica onde, costumeiramente, os alunos apresentam dificuldades de assimilacao
devido a sua aparente abstragao e um certo distanciamento da realidade. Considerando o
tema proposto, pretendemos mostrar aplicagoes dos conceitos de matrizes, de trigonometria,
de rotacoes no plano e de rotacoes no espaco tridimensional, para descrever a posicao da ex-
tremidade de um brago robdtico no espago. Desse modo, esperamos contribuir ampliando a
compreensao da utilizacao dos conceitos de matrizes e transformacgoes geométricas do plano,
atuando de modo afirmativo na visao do aluno em relacao ao estudo da matemética. Com
essa proposta nosso objetivo é contextualizar a matematica, apresentando—a como uma fer-
ramenta poderosa para observar com outros olhos as diversas situacoes a nossa volta e suas
diversas aplicagoes nas vérias areas da ciéncia e da tecnologia. Assim, reforcamos para o
aluno que a matemdtica é uma disciplina importante e necessaria a sua formagao e para o
desenvolvimento de um pais.

2 Objetivos

Nosso objetivo central ¢ construir, simular os movimentos e descrever as transformacoes
geométricas em um braco robdtico. Para tanto, utilizaremos conceitos de matrizes e de
trigonometria na descricao das transformagoes geométricas e o aplicativo GeoGebra na si-
mulacao dos movimentos. Também utilizaremos o mesmo aplicativo para resolver as ati-
vidades propostas a respeito das transformacgoes geométricas. Iniciaremos conceituando as
seguintes transformagoes geométricas definidas no plano cartesiano: expansao, contracao e
escala nao—uniforme; reflexdes em torno dos eixos coordenados; reflexdao em torno da reta
y = x erotagoes em torno de um ponto fixo no sentido horario e no sentido anti—horario. Em
seguida usaremos matrizes para representar cada uma dessas transformacoes geométricas.
Conceituaremos translagao, uma transformacao que nao pode ser representada através de
matrizes. Todos esses conceitos serao apresentados com varios exemplos, para que o aluno
possa compreender suas aplicacoes dentro do tema proposto. E, finalmente, vamos con-
ceituar as rotagoes no espaco tridimensional, em especial as rotagoes em torno dos eixos
coordenados e suas representacoes por meio de matrizes. Apresentar as nocoes bésicas so-
bre os bragos robdticos e o conceito de grau de liberdade. E importante ressaltar que o
GeoGebra é um aplicativo livre, e sua utilizacao no ensino médio vem sendo cada vez mais
difundida. O aplicativo GeoGebra, para diferentes sistemas operacionais, pode ser obtido no
link: https://www.geogebra.org/download.



3 Descricao das atividades

Aplicaremos conceitos e resultados sobre transformacoes geométricas, tanto no plano quanto
no espaco tridimensional, na construc¢ao da animacao de um brago robético com dois graus
de liberdade, utilizando o aplicativo GeoGebra. Esse é um aplicativo livre que tem como
finalidade auxiliar o ensino de matematica uma vez que sao abordados temas como geometria,
algebra e calculo. Para a construcao da animagao, utilizaremos o recurso 3D do programa
e também o CAS — Computer Algebra System, ou Sistema de Computacao Algébrico, que
permite realizar célculos simbdlicos. As atividades propostas na oficina terao como objetivo
compreender os conceitos e as aplicagoes das transformagoes geométricas bem como facilitar a
apresentacao do programa GeoGebra e, a0 mesmo tempo, auxiliar na construcao da animacao
do brago robédtico. Assim, mostraremos a sua utilidade como ferramenta complementar e
eficiente para o desenvolvimento, estudo, aprendizado e melhor entendimento dos conceitos
propostos na oficina. Para melhorar o entendimento e auxiliar na visualizacao dos conceitos
geométricos aplicados na elaboragao de um simulador, apresentaremos também a construgao
de um protétipo de um brago robdtico com dois e trés graus de liberdade, na forma de
um projeto escolar, que é bastante explorado para facilitar o entendimento sobre o tema e
também uma maneira de provocar a criatividade do aluno. Na Figura 1 temos o protétipo
de um brago robotico com dois graus de liberdade, que utiliza duas seringas para realizar
os movimentos. A realizacao de atividades simulando de um braco robético com dois graus
de liberdade com movimentos no plano, ¢ uma forma de complementar os conceitos que
utilizaremos nas simulacoes tridimensionais. Finalmente, podemos dizer que o conjunto das
atividades propostas serao importantes para mostrar aos alunos que o desenvolvimento de
uma nova tecnologia em robdtica necessita também de um bom conhecimento de matemaética,
evidentemente também sao necessérias as contribuicoes de outras areas da ciéncia.

Figura 1: Protétipo de um brago robdtico com dois graus de liberdade

No link abaixo, video disponivel no YouTube, mostramos os movimentos do braco robético:

https://www.youtube.com/watch?v=QTESD12IAxA
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4 O Plano Cartesitano

O plano cartesiano IR? = IR x IR é o exemplo mais importante de produto cartesiano. Os
elementos (z,y) € IR? sdo os pares ordenados de niimeros reais. Os pares ordenados, de
certa forma, podem representar as coordenadas cartesianas de um ponto P de um plano
Il, onde = é a abscissa e y é a ordenada, quando fixamos nesse plano um par de eixos
perpendiculares, que vamos indicar por OX e OY, denominados eixo das abscissas e
eixos das ordenadas, respectivamente, que se interceptam no ponto O = (0,0), chamado
origem do sistema de coordenadas.

Dado o ponto P € II, a abscissa de P ¢é o numero =z, coordenada do pé da perpendicular
baixada do P sobre o eixo OX, enquanto a ordenada de P ¢ o nimero y, coordenada
do pé da perpendicular baixada de P sobre o eixo OY. Assim, dizemos que (x,y) é o
par de coordenadas do ponto P relativamente ao sistema de eixos perpendiculares, como
ilustra a Figura 2.

0 i X
x
Figura 2: O Plano Numérico IR? = IR x IR.

Podemos observar que os eixos OX e OY dividem o plano em quatro regices, chamadas
quadrantes, caracterizadas pelos sinais das coordenadas de seus pontos. Desse modo, no
primeiro quadrante, tem—se x > 0 e y > 0. No sequndo quadrante, tem-se x < 0
e y > 0. No terceiro quadrante, tem—se r < 0 e y < 0. No quarto quadrante, tem—se
x>0 e y <0, como ilustra a Figura 3.

A aplicacao f : II — IR?> que associa a cada ponto P do plano II seu tnico par
de coordenadas f(P) = (x,y), relativamente ao sistema de eixos perpendiculares, é uma
bijecdo, isto é, uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de IR? e de II. Dessa
maneira, temos que a aplicagio f~!: IR?* — II associa a cada par de coordenadas (x,y)
de IR? um tinico ponto f~!(x,y) = P do plano II.



sequndo quadrante primeiro quadrante

terceiro quadrante quarto quadrante

Figura 3: Enumeracao dos Quadrantes do Plano Numérico IR?.

Portanto, a aplicacao [ permite traduzir conceitos e propriedades geométricas para uma
linguagem algébrica e, reciprocamente, permite interpretar geometricamente relagoes entre
nimeros reais. Assim, podemos dizer que IR? é o modelo aritmético do plano II, enquanto
o plano II ¢ o modelo geométrico do plano numérico IR?. Assim, com a identificacao
entre IR? e um plano II do espaco Euclidiano, realizada pela bijecio f, podemos olhar
para o IR?* como um plano, plano numérico, e chamaremos seus elementos P = (x,y) de
pontos. Utilizando essa nova linguagem, que relaciona conceitos algébricos com conceitos
geométricos, temos que melhorar nosso entendimento sobre as propriedades das funcoes reais.

Exemplo 1 Eimportante observar que o conjunto S = {A, B,C, D, E, F}, onde
1 3 3 1
A= (1, = B = (=,= = | =
5 (R )
boo (L) o (B e (]
2 272 2

¢ um subconjunto do produto cartesiano IR* = IR x IR e que quando marcamos esses
pares ordenados no plano cartesiano, estamos fazendo a representacdao grdfica do subconjunto
S C IR?. Note que no Exemplo 2, temos uma situacdo dessa representacdo grdfica do
conjunto S. Além disso, aproveitamos para representar a poligonal definida quando ligamos
esses pontos, considerando que os pontos sao apresentados em uma determinada ordem.



Exemplo 2 Considere os sequintes pares ordenados pertencentes a IR*> = IR x IR:
1 3 3 1
A= |(1,= B = (=,= cC = (=,3
CE) R (5 R D)
D = _1 , 3 , E — _§ , § , F — _1 , 1
2 272 2

(a) Represente os pares ordenados acima no plano cartesiano.
(b) Ligue os pontos marcados no plano cartesiano, obtendo um poligono.

(c) Sabendo que cada quadradinho do reticulado, da figura abairo, tem 0,25m?, determine
a drea da regidgo limitada pelo poligono obtido no item (b).

| [ e r--- - - -0~ - - - ="
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
[ [l S [ T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
Lo [ I L ____1
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
e e e |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
e i -4 ===+ -—- - - | === -4
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| [ e | [ |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
[ it e [ T
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
[ [ I [ T ____ 1
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | |

‘ L ‘ ‘ L
| | | |

Figura 4: Representagao grafica do Exemplo 2.



5 Transformacoes do Plano no Plano
Definicao 1 Considere o plano cartesiano IR?, e um escalar X € IR fizro. A transformacado
T: R — IR
(r,y) — T(zy) = Az, y)

€ uma contracdo para || < 1. Quando |X| > 1, dizemos que T € uma expansdo.

Figura 5: Expansao de parametro \ > 1.

Fica dificil imaginar como é que um ponto pode sofrer uma expansao ou uma contragao.
Entretanto, considerando o segmento de reta 0P, fica facil ver que foi o segmento de reta
que sofreu uma expansao ou uma contragao, como ilustra a Figura 5.

Definigao 2 Considere o plano cartesiano IR*. A transformacao
T: R — IR?
(r,y) — T(ry) = (z, -y
¢ denominada uma reflexao em torno do eixo—0OX.

Y

P =(z,y)

P/ = <x7 _y>

Figura 6: Reflexao em torno do eixo-0X.



Definicao 3 Considere o plano cartesiano IR?. A transformacao
T: R — IR?
(z,y) — T(zy) = (—z,y)
¢ denominada uma reflexao em torno do eixo—-OY .

Y

Figura 7: Reflexao em torno do eixo-0Y.

Definicao 4 Considere o plano cartesiano IR?. A transformacao
T: R — IR?
(x,y) — T(ZL’,y) - (—.T, _y)

¢ denominada uma reflexao em torno da origem.

P = (—x, —y)

Figura 8: Reflexao em torno da origem do sistema de coordenadas.



Definicao 5 Considere o plano cartesiano IR?> e um elemento fivo, porém arbitrdrio,

(a,b) € IR*. A transformagdo
T: R — IR
(z,y) — T(z,y) = (x,y) + (a,b) = (x+a,y+Db)

¢ denominada uma translacao.

Y
............................. P =(x+a,y+Db)
..................................... P =(z,y)
X
0
Figura 9: Translacao.
Definicao 6 Considere o plano cartesiano IR*. A transformacao
T: R — IR?
(ZE,y) — T(l’,y) - (ya l’)
¢ denominada uma reflexao em torno da reta y = .
X

Figura 10: Reflexao em torno da reta y = x.
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Exemplo 3 Considere o quadrilitero ABCD cujos vértices sao dados pelos pontos
A=(3-1) , B=(6,-3) , C=(3-5 e D = (0,-3).
(a) Faga a representacao grdfica no plano numérico do quadrilatero ABCD.

(b) Determine a imagem do quadrilatero ABCD pela transformagdao Ty que representa a
reflexdao em torno da reta y = x.

(c) Faca a representagdo grdfica no plano numérico da imagem do quadrilatero ABCD
pela transformacgao T .

(d) Determine a imagem do quadrilditero ABCD pela transformagao Ty que representa a
reflexdo em torno da origem.

(e) Faca a representagdo grdfica no plano numérico da imagem do quadrilatero ABCD
pela transformacao Ts.

**********************************************************************

|

|

i

|
| | | | | | | | | |

|
IR Ll __ [N I [ T S P 4
| [ | | | | [ | | |

|
| | | | | | | | | | | | | |
——————————————————————————————————————————————————————————————————————
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
[ Bl e Attt i ettt St [t i Rl Sl e e
| | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
[ T B R B [ N A [ B I I 2
i | | [ i | | I | | [ i | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
Lol Lo __a____Y____ Loom oo _l____L________21
| | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | X
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | |
| | | | | | | | | | | | | |
| | | | |
[ttt bl it Sl el e Al Mt [t St Bl Sl e hl
| | | | | | | | | |
| | |
| | |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
——————————————————————————————————————————————————————————————————————

|

|

|
[ttt bl it Sl e it St [ Bl it Bl el hl

|

|

|

I

|

|
IR ALl __ [N I [ T T P 4

Figura 11: Representacoes graficas do Exemplo 3.
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Exercicio 1 Considere o plano numérico IR? e as transformacoes geométricas Ty e Ts que
representam, respectivamente, uma reflexao em torno da origem do sistema de coordenadas
e uma reflexdio em torno do eizo-OY . Dado um ponto P = (x,y) € IR?*, vamos denotar
por Py a imagem do ponto P pela transformacao Ty e denotamos por Py a imagem do
ponto P pela transformacao Ty, isto €,

Ti(P) = P = (—x,—y) e To(P) = Py, = (—z,y) .

(a) Determine a imagem do ponto P pela transformacio Ts, que vamos denotar pelo
ponto Pj3, obtida aplicando primeiramente a transformacao Ty e em sequida aplicando
a transformacao T.

(b) Determine a imagem do ponto P pela transformacao Ty, que vamos denotar pelo
ponto Py, obtida aplicando primeiramente a transformagao Ty e em sequida aplicando
a transformagao Ts.

(¢) O que podemos concluir com os resultados obtidos nos itens (a) e (b)?

Resolucgao
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Exercicio 2 Considere o plano numérico IR? e as transformacoes geométricas Ty e Ts que
representam, respectivamente, uma reflezao em torno do eizo-OX e uma reflexdo em torno
do eizo-OY . Dado um ponto P = (z,y) € IR%, vamos denotar por P, a imagem do ponto
P pela transformacao Ty e denotamos por P, a imagem do ponto P pela transformacado
Ty, isto €,

T(P) = P = (v,~y) e TNTP)=PR=(-zy) .

(a) Determine a imagem do ponto P pela transformacio Ts, que vamos denotar pelo
ponto Pj3, obtida aplicando primeiramente a transformacgao Ty e em sequida aplicando
a transformacao T.

(b) Determine a imagem do ponto P pela transformacao Ty, que vamos denotar pelo
ponto Py, obtida aplicando primeiramente a transformacao T e em sequida aplicando
a transformacao Ts.

(¢) O que podemos concluir com os resultados obtidos nos itens (a) e (b)?

Resolucgao
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Exercicio 3 Considere a figura abaixo, que denotamos por F', e que os lados de cada um
dos quadradinhos do reticulado mede 1cm.

(a) Identifique os vértices do poligono com as respectivas coordenadas.

(b) Determine a imagem da figura F' pela transformacgdo Ty que representa a reflexdo em
torno da origem, obtendo a figura F’.

(c) Determine a imagem da figura F' pela transformagdo Ty que representa a reflexdo
em torno do eixo-OY , obtendo a figura F".

(d) Mostre que a figura F" € a reflexao da figura F em torno do eizo-OX.

************************************************************************************

************************************************************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 12: Composicao de Transformacoes.
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6 Atividades com Transformacoes Geométricas

Atividade 1 Considere a figura abaizo, que denotamos por F, e que os lados de cada um
dos quadradinhos do reticulado mede 1cm.

(a) Identifique os vértices do poligono com as respectivas coordenadas.
(b) Determine a reflexao da figura F em torno da reta y = x, obtendo a figura F'.

(¢) Determine a drea da figura F.

**********************************************************************
I I I I I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I I I I I
| | | | |
L 1 O A IR ” AN
I I I I I I I I I I I I I
| | | | |
I I I I I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I I I I I
| ) | —— e ) S —— L —
I I I I I I I I I I I I I I
| | | |
| | | |
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
|
|
|
L e A [ e A L e B A . (. LI e R al
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | |
| | |
| | |
| | | ) | ] | |
| | | | | | | |
| | | | ! | | |
| | | | i | | |
| | | | | | | |
| | | | | | | | X
| | | | | | | |
| | | | | | | |
L 4 I O B A O AN
T | T i | i | i
I I I I I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I I I I I
| | | | |
RN ) [ |

Figura 13: Reflexao em torno da reta y = .
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Atividade 2 Considere a figura abaizo, que denotamos por F, e que os lados de cada um

dos quadradinhos do reticulado mede 1cm.

(a) Identifique os vértices do poligono com as respectivas coordenadas.

(b) Determine a reflexdo da figura F em torno do eixo-OX, obtendo a figura F'.

(c) Determine a reflexdo da figura F' em torno da origem, obtendo a figura F”.

flexao da figura F em torno do eizo-OY .

eare

s

(d) Mostre que a figura F"

(e) Determine a drea da figura F.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

coes

3

Figura 14: Composicao de Transforma:
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7 Representacao Matricial

Nosso objetivo nesse momento é mostrar de maneira intuitiva como podemos representar as
transformacoes geométricas do plano no plano através de matrizes de ordem 2 x 2. Vamos
observar também que certas transformacgoes nao podem ser representadas por uma matriz.
Para isso, consideramos os seguintes exemplos que passamos a descrever.

Exemplo 4 Considere a matriz A de ordem 2 x 2 dada por:
2 -1
~1 2] ’
e a transformacao do plano numérico, que denotamos por T : IR?> — IR?, definida pela
matriz A, que leva o ponto P = (a,b) no ponto Q = (¢,d) definida da segquinte forma:

-l

Assim, denotamos T(P) = @, isto é, T(a,b) = (c,d) € IR%. De modo andlogo, dizemos
que o ponto () € a imagem do ponto P pela transformacdao T.

A:

Por exemplo, dado o ponto P = (3,2) a sua imagem pela transformacgao T, definida pela
matriz A, é o ponto Q = (c,d) obtido da forma:

-l

Assim, o ponto P = (3,2) € levado pela transformag¢ao T no ponto Q = (4,1).

Para entender a aplicacao da transformacao T vamos resolver as sequintes questoes.

(a) Determine o ponto P = (a,b

) cuja imagem pela transformacao T, definida pela
matriz A, € o ponto Q = (—2,3).

(b) Determine a imagem do triangulo ABC, pela transformacao T, definida pela matriz
A, cujos vértices sao dados pelos pontos

A= (=100 , B=(1,0 e C=(01).

(¢c) Faga a representagdo no plano numérico do triangulo ABC e de sua imagem pela
transformacao T, definida pela matriz A.

(d) Determine a imagem da reta r, dada pela equac¢ao y = 3x — 2, pela transformagao
T, definida pela matriz A.

(e) Faga os grdficos no plano numérico da reta v e de sua imagem pela transformagao T,
definida pela matriz A.

17
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Figura 15: Representacoes graficas do Exemplo 4.

As transformacoes do plano no plano definidas através de uma matriz de ordem 2 x 2, como
no exemplo acima, tém duas propriedades bem particulares que sao dadas por:

(a) T(PL + P,) = T(P) + T(P,)  paratodo P, P, € R
(b) T(AP) = \T'(P) para todo PeR* ¢ A€ R

Transformacgoes do plano no plano que possuem essas duas propriedades sao denominadas
de transformacoes lineares.

De uma maneira geral, podemos representar as transformagoes lineares da forma: Dado

um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (2, y), pela
transformacao T é definida da forma:

-l L
Y N a1 G2 Y
Assim, a transformacao T é representada pela matriz
an a12]
g1 Q22
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Vamos representar cada uma das transformacoes do plano no plano dos exemplos acima
através de uma matriz de ordem 2 x 2.

Exemplo 5 Considere o plano cartesiano IR%, e um escalar \ € IR fizo. A transformacao
T: R — IR?
(z,y) — T(z,y) = Az, y) = Az, \y)

¢ uma contrag¢ao para || < 1. Quando |A| > 1, dizemos que T € uma expansdo.

Dado um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (', y'), pela
transformacao T ¢é definida da forma:

x A0 [z Ax
vl Lo A Ll el
Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(z,y) = (A\x, \y) € IR?>. Desse modo, dizemos

que o ponto P' = (Ax, \y) € a imagem do ponto P = (x,y) pela transformacao T, que é
representada pela matriz

A0

0 A

Exemplo 6 Considere o plano cartesiano IR*. A transformacado

A:

T: R — IR
(xuy) — T(l’,y) = (ZE, _y)
¢ denominada uma reflexao em torno do eixo—0OX.

Dado um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P = (2, y'), pela
transformacao T € definida da forma:

ALl -1

Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(x,y) = (z, —y) € IR*>. Desse modo, dizemos
que o ponto P’ = (z, —y) € a imagem do ponto P = (x,y) pela transformacao T, que é
representada pela matriz

1 0
A =

0 —1
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Exemplo 7 Considere o plano cartesiano IR%. A transformacao
T: R — IR?
(z,y) — T(z,y) = (-2, y)

¢ denominada uma reflexao em torno do eixo—-OY .

Dado um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (', y'), pela
transformacao T ¢é definida da forma:

A=l L]

Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(x,y) = (—x,y) € IR*. Desse modo, dizemos

que o ponto P’ = (—x,y) € a imagem do ponto P = (z,y) pela transformacio T, que €

representada pela matriz
-1 0

01

A:

Exemplo 8 Considere o plano cartesiano IR%. A transformacao
T: R — IR?
(z,y) — T(xy) = (=, -y
¢ denominada uma reflexao em torno da origem.

Dado um ponto P = (z,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P = (2, y'), pela
transformacao T € definida da forma:

ATl -]

Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(x,y) = (—x, —y) € IR?. Desse modo, dizemos
que o ponto P' = (—x, —y) € a imagem do ponto P = (z,y) pela transforma¢ao T, que é
representada pela matriz

-1 0
A —
0 —1
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Exemplo 9 Considere o plano cartesiano IR* e um elemento fizo, porém arbitrdrio,
(a,b) € IR*. A transformagdo

T: IR? —  IR?
— T(z,y) = (z,y) + (a,b) = (x+a,y+b)

(z,y)
¢ denominada uma translacao.
Dado um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (', y'), pela
transformacao T ¢é definida da forma:
x’ 1 0] |z a r+a
—= —|— —
! 0 1] |y b y+0b

Y
Assim,

Podemos wverificar facilmente que a translagao nao é uma transformagao linear.
nao podemos representa—la através de uma matriz. A translacdo € denominada uma trans-

formacao afim.
Exemplo 10 Considere o plano cartesiano IR%. A transformacao

T: R — IR

(z,)
¢ denominada uma reflexao em torno da reta y = .
Dado um ponto P = (x,y) € IR* a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (', y'), pela
transformacao T ¢é definida da forma:
x’ 0 1] [z Y
Yy 1 0] |y x
Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(x,y) = (y,x) € IR: Desse modo, dizemos
que o ponto P’ = (y, x) € a imagem do ponto P = (z,y) pela transformacio T, que é
representada pela matriz
01
A =
10
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Exemplo 11 Considere o plano cartesiano IR?, e escalares X, \a € IR fizos, porém
arbitrdrios. A transformacao

T: IR? —  IR?
(z,y) — T(z,y) = (M, \y)

¢ denominada escala. Dizemos que a transformacao é uma escala nao uniforme quando
A1 # Ao, e dizemos que é uma escala uniforme quando A\ = Xo. Note que na escala uni-
forme podemos ter uma contragao ou uma erpansao.

Dado um ponto P = (z,y) € IR?> a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (z', '), pela
transformacao T € definida da forma:

Yy’ 0 X |y A2y
Assim, denotamos T(P) = P', isto é, T(x,y) = (Mx, \ay) € IR%. Desse modo, dizemos

que o ponto P' = (Mx, Aoy) € a imagem do ponto P = (x,y) pela transformagao T, que
¢ representada pela matriz

A O

0 A

Exemplo 12 Considere o quadrilitero ABCD cujos vértices sao dados pelos pontos

A:

A=(2,-2 , B=(6,-4) , C=(2-6 e D=(0-4)),

- . . 3
a transformacao Ty que representa uma escala nao uniforme com parametros Ay = 3 e

1
Ay = 5 €@ transformacao Ty que representa a reflexao em torno da reta y = x.

(a) Faca a representagdo grdfica no plano numérico do quadrilditero ABCD e da reta
Yy = x.

(b) Determine a imagem do quadrilatero ABCD pela transformagdao T.

(¢) Faga a representacdo grdfica no plano numérico da imagem do quadrilatero ABCD
pela transformagao Ty .

(d) Determine a imagem do quadrilatero ABCD aplicando primeiramente a transformagao
Ty e em sequida aplicando a transformacao Ti. Faca a representacao grdfica no plano
numérico da imagem do quadrildtero ABCD.

(e) Determine a imagem do quadrilatero ABC'D aplicando primeiramente a transformagao
Ty e em sequida aplicando a transformacao Ts. Faca a representacao grdfica no plano
numérico da imagem do quadrildtero ABCD.

(f) O que podemos observar com os resultados dos itens (d) e (e)?
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ficas do Exemplo 12.
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Figura 16: Representa
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E importante observar que as transformagoes do plano no plano que definimos até o momento

’

denominadas de transformag

z

também

Sao

Exemplo 13 Considere as transformag

(a) Determine a matriz que representa a transformag

(b) Determine a matriz que representa a transformag

(¢) Determine a matriz que representa a transformag

obtida aplicando primeiramente a transformag

a transformag

(d) Determine a matriz que representa a transformag

obtida aplicando primeiramente a transformag

a transformag

(e) O que podemos observar com os resultados dos itens (c) e (d)?



8 Rotacao no Plano

Definigao 7 Considere no plano um ponto firo O, um angulo 6 e um ponto genérico P. A
rotagcao com centro no ponto O de um angulo 0, tanto no sentido hordrio quanto no sentido
anti-hordrio, leva o ponto P no ponto P’ de modo que as medidas dos segmentos OP e
OP' sejam iguais, isto é, OP = OP', como ilustra a figura abaixo.

Pl

@)

Figura 17: Rotacao de um angulo € no sentido anti—horario.
P

Pl

@)

Figura 18: Rotacao de um angulo € no sentido horéario.

Exemplo 14 Considere o ponto A dado na figura abaizo. Apresente a imagem do ponto
A, que vamos denotar por A’, obtida através de uma rotacao de 45° no sentido anti—hordrio

em torno do ponto O.

Figura 19: Rotagao do ponto A de um angulo de 45° no sentido anti—horario.
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Exemplo 15 FEzemplificamos abaizo uma rotagcao de 90° no sentido anti—-hordrio em torno

do ponto 0, da figura que denotamos por Fi, obtendo a figura denotada por F;.

ario.

s

cao de 90° no sentido anti-—hor

3

Figura 20: Exemplo de Rota

Exercicio 4 Apresente a imagem do quadrado ABCD, ilustrado na figura abaixo, obtida

através de uma rota¢ao de 45° no sentido hordrio em torno do seu centro.

Figura 21: Rotacao do quadrado de um angulo de 45° no sentido horario.
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9 Matriz de Rotacao

Definicao 8 Considere o plano cartesiano IR*. A transformacgdao geométrica definida da
sequinte forma:

T: R* — [R?
(r,y) — T(zx,y) = (wcos(d) — ysin(), xsin(f) + ycos(d))

¢ denominada uma rotacao de um angulo 0 mno sentido anti—hordrio e de centro
na origem do sistema de coordenadas.

Desse modo, dado um ponto P = (z,y) € IR? a sua imagem, denotada por P’ = (2, /),
pela transformacao geométrica T' é definida da seguite forma:

x cos(f) —sin(0)| [x

= | : (1)
y' sin(f)  cos(9)] |y
Assim, a transformacao T é representada pela matriz

[cos(@) —sin(@)]
sin(f)  cos() ’

Q =
denominada matriz de rotacao.

9.1 Cinematica Direta

Conhecendo as coordenadas do ponto P e o angulo 6, vamos determinar as coordenadas do
ponto P’ isto é, vamos obter a matriz de rotacao. Para auxiliar na deducao da matriz de
rotacdo, denotamos por r o comprimento dos segmentos 0P e 0F’, isto é, r = 0P = 0P
Utilizamos para a deducao da matriz de rotagao, basicamente, as relagoes trigonométricas
no triangulo retangulo, seno e cosseno da soma de dois angulos.

X

o

Figura 22: Rotacao de um angulo € no sentido anti—horario.
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Na Figura 22, temos os pontos P = (z,y), P' = (', y), A = (2,0) e A = (2/,0).
Assim, utilizando relagdes trigonométricas nos triangulos retangulos 0PA e 0P'A’, obtemos

r = rcos(a) ¥ = rcos(a+0)
e
y = rsin(w) y = rsin(a+0)

Utilizando agora, as relagoes para seno e cosseno da soma de dois angulos, obtemos

' = rcos(a)cos(d) — rsin(a)sin(d) = xcos(d) — ysin(6) .

y' = rsin(a)cos(f) + rcos(a)sin(f) = xsin(f) + ycos(b) .

Assim, a matriz que representa a rotacao 1 é dada por:

cos(f) —sin(0)
Q=1 -
sin(f)  cos(#)
Portanto, a imagem de P = (x,y) pela rotagdo de um angulo 6 no sentido anti—horario,

que é o ponto P’ = (2', /), é obtida da forma:

x cos(f) —sin(0)| [z @)
= ) 3
Y sin(f)  cos(@)] |y
E importante observar, uma vez que estamos realizando uma rotacao, que as coordenadas
dos pontos P = (z,y) e P’ = (2/,y’) satisfazem a seguinte equagao:
2+ oyt = () + ) (4)
9.2 Cinematica Inversa
Considerando a equagao matricial (3), temos duas equagoes algébricas dadas por:
/

¥ = zcos(d) — ysin(h) e Yy = wsin(f) + ycos(d) . (5)

Multiplicando a primeira equacao acima por x e multiplicando a segunda equagao acima
por y, obtemos

v’ = 2%cos(f) — xysin(d) e  yy = xysin(f) + y*cos(d) . (6)
Somando membro a membro as duas equagoes acima, obtemos
va' + yy' = (2® + y*)cos(0) (7)

Finalmente da equagao (7), obtemos

xm/ / :U.’LJ /
cos(f) = ] = 0 = 4 arccos e T (8)
T2 + y2 x2 + y2
Portanto, conhecendo os pontos P = (z,y) e P’ = (2/,y') que satisfazem a equagao (4),

obtemos o angulo # com o qual realizamos a rotacao. Note que a escolha do sinal do angulo
0 depende se realizamos uma rotacao no sentido horario ou no sentido anti—horario.
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Exemplo 16 Considerando os pontos
P=(ry) =(V2,v2) ¢ P =(y)=1(02),

que satisfazem a condi¢ao dada pela equagao (4), como ilustra a Figura 23. Assim, vamos
determinar o angulo 6 com o qual podemos realizar uma rotacdo entre os pontos.

Y

P/

Figura 23: Cinemaética Inversa.

Sabemos que o angulo 6 ¢é obtido pela equagao (8). Assim, temos

2 2% 2 2
§ = L arccos (\/_Xg —_:: ;/—X > = 4 arccos (\/7—) = 4

™
1 .

Finalmente, o sinal do angulo 6 sera determinado de acordo com o sentido da rotacao.
Desse modo, escolhemos o sinal positivo para uma rotacao no sentido anti—horario, quando
estamos levando o ponto P no ponto P’, e escolhemos o sinal negativo para uma rotacao
no sentido horario, quando estamos levando o ponto P’ no ponto P.

Exercicio 5 Considerando os pontos P = (z,y) = (v/3,1) ¢ P = (2',9) = (1,V/3),
que satisfazem a condi¢ao dada pela equagdo (4), como ilustra a Figura 24. Determine o
angulo 6 com o qual podemos realizar uma rotacdo entre os pontos.

Y

P/

Figura 24: Cinematica Inversa.
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Exemplo 17 Considere a transformagao geométrica T\ que representa uma rotac¢ao no
sentido anti—hordrio de um angulo 6 = 7 €0 transformacao geométrica Ty que representa

uma expansao de A\ = V2. Determine a matriz que representa a transformacgdo geométrica,
que vamos denotar por Tj, obtida aplicando primeiramente a transformacao geométrica Ty
e em sequida aplicando a transformacgao geométrica Ts.

Resolucgao
As transformacoes geométricas 177 e T, sao representadas pelas matrizes

e - vz 0
A = € Ay = )
V2 V2 0 V2

2 2

respectivamente.

Desse modo, dado um ponto P = (z,y) € IR?* a sua imagem, denotada por P’ = (2, y/),
pela transformacao geométrica T3 é definida da forma P’ = T3(P) = T (T1(P)), isto é,

x/_\/ﬁo\/?ﬁ—‘/?iz_l—lx
L’]_[() ﬁ]ﬁ iu_ll 1u

2 2

[\

Portanto, a tranformacao geométrica T3 é representada pela matriz
1 -1
Az =
1 1

Exercicio 6 Considere a transformacdao Ty representando uma rotagao no sentido hordrio

de um angulo
0

0 = ——
4
e a transformacgao Ty representando uma contra¢ao para
2
Vo V2
2
(a) Determine a matriz que representa a transformacgdo geométrica, que vamos denotar
por T3, obtida aplicando primeiramente a transformacao geométrica Ty e em sequida

aplicando a transformagao geométrica T;.

(b) Determine a matriz que representa a transformagao geométrica, que vamos denotar
por Ty, obtida aplicando primeiramente a transformacao geométrica Ty e em sequida
aplicando a transformacao geométrica T;.
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Exemplo 18 Considere o quadrildtero ABCD cujos vértices sao dados pelos pontos
A=(42) , B=(8,4 , C=(46) e D = (2,4).

Determine a imagem do quadrildatero ABCD pela transformacgao geométrica Ts definida no
FExemplo 17, apresentando sua representacao grdfica no plano numérico.

Resolucgao

Denotando A" = T3(A), B’ = T3(B), C" = T3(C), D' = T3(D), e utilizando a matriz que
representa a transformacao geométrica T3, obtemos o quadrilatero A’B'C'D’ cujos vértices
sao os pontos

A =(26) , B =412 , C' =(-210) e D =(-2,6).

Figura 25: Representacoes graficas do Exemplo 18.
Determine a relagao entre a drea do quadrildtero ABCD e a drea do quadrilatero A’B'C"D’.

O que podemos concluir? Justifique sua resposta.
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Vamos apresentar algumas propriedades da matriz de rotagao. Para isso, considere o seguinte

exemplo.
Exemplo 19 Seja Q) = [gi;] wma matriz real quadrada de ordem n. Dizemos que Q) €
uma matriz ortogonal se Q'Q = I,, onde I, ¢ a matriz identidade de ordem n.

(a) Mostre que Q' = Q7.
(b) Mostre que det(Q) = +1.
(¢) Determine como podemos representar as matrizes ortogonais de ordem 2.
(d) Exiba uma matriz ortogonal de ordem 2 e calcule o seu determinante.
Resolugao
(a) Tomando a definigdo de matriz ortogonal, tem—se
QQ =1 <+ QQQ =1Q <+ Q(Q0)=0Q <<= QQ =1,

Desse modo, obtemos Q'Q = QQ' = I,. Portanto, mostramos que Q' = Q1.

(b) Tomando a definigdo de matriz ortogonal e fazendo uso das propriedades de determi-
nante, obtemos

det(Q'Q) = det(Q") det(Q) = det(Q)det(Q) = det(Q)* = det(l,) = 1.
Desse modo, temos que

det(Q)* = 1 = det(Q) = £1.

(c¢) Considerando um matriz genérica ) de ordem 2 dada por:

a b
=[]
Considerando que det(Q)) = 1, de acordo com o item (b), sabemos que a inversa da
matriz () ¢é da seguinte forma:
d —b
-1 _
o=l
Fazendo Q! = Q~!, obtemos
a c d —b
[bd}_[—c a] = d = a e c = —b.
Portanto, para det(Q) = 1, temos que
a b
=[]

Finalmente, considerando que Q'Q = I, obtemos a condicao a? + b* = 1.
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Considerando que det(Q) = —1, de acordo com o item (b), sabemos que a inversa da
matriz ) ¢é da seguinte forma:

—d b
-1 _
o=
Fazendo Q' = Q~!, obtemos
a c —d b
{bd}_{c—a} = d = —a e c=15b.
Portanto, para det(Q)) = —1, temos que
a b
o=

Finalmente, considerando que Q'Q = I, obtemos a condicao a? + b* = 1.
Portanto, mostramos que uma matriz ortogonal de ordem 2 deve ser de uma das

Al B BRI P

com a condicao a? + b? =1

formas:

(d) Considerando, por exemplo,

e b =

1
a = —
2
que satisfazem a condiciao a? + b?> = 1, temos as duas possibilidades para uma matriz
ortogonal de ordem 2:

V3
Q =

2
1
2

N —
[

Observe que nesse exemplo a matriz () dada por:

3 \/75 cos(f) —sin(0)
YT ] T e )
—v3 1 s cos
representa uma matriz de rotacao de um angulo 6 = T

3

Portanto, a matriz de rotagao é uma matriz ortogonal. De fato,

cos(f) sin(@)| [cos(d) —sin(f 10
QtQ:[ '() ()][.() ()]:[ ]
—sin(f) cos(f)]| |sin(f@)  cos(0) 0 1

Assim, dizemos que a rotagao é uma transformacao ortogonal.
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Exemplo 20 Podemos observar facilmente que no Exemplo 10 a matriz que representa a
reflexao em torno da reta y = x € uma matriz ortogonal. De fato

0 1100 1 10
1ol 1t ol o1

Assim, podemos verificar, em todos os outros exemplos que tratam de reflexdo, que a reflexdo

ATA =

¢ uma transformacgao ortogonal, isto é, a matriz que representa a reflexao € uma matriz
ortogonal.

Exemplo 21 Seja 17 a transformacdao geométrica que representa uma escala nao uniforme
com parametros

)\1:\/5 e )\2:2\/5

e Ty a transformacdao geométrica que representa uma rota¢do no sentido anti—hordrio de
A ™ . .
um angulo 6 = 7 ©om centro na origem do sistema de coordenadas.

(a) Determine a matriz que representa a transformagao geométrica Ty.
(b) Determine a matriz que representa a transformacao geométrica Ts.

(¢) Determine a matriz que representa a transformacgdao geométrica, que denotamos por Ts,
obtida aplicando primeiramente a transformacgao geométrica Ty e em sequida aplicando
a transformacgao geométrica 1.

(d) Determine a matriz que representa a transformag¢ao geométrica, que denotamos por Ty,
obtida aplicando primeiramente a transformagao geométrica Ty e em sequida aplicando
a transformacgao geométrica 5.

(e) O que podemos observar com os resultados dos itens (c) e (d)?

Exemplo 22 Considere o quadrado ABCD cujos vértice sao os pontos
A=(,1) , B=(-11) , C=(-1,-1) e D=(1,-1).

(a) Determine a imagem do quadrado ABCD pela transformagdao geométrica Ty definida
no item (c) do Exemplo 21.

(b) Determine a imagem do quadrado ABCD pela transformacao geométrica Ty definida
no item (d) do Exemplo 21.

33



Exemplo 23 Considere o quadrildtero ABCD cujos vértices sao dados pelos pontos
A= (71 , B=(11,3) , C = (7,5 e D = (5,3),
e a transformacao geométrica T que representa a reflexao em torno da reta y = .
(a) Faca a representacao grdfica no plano numérico da reta y = x.
(b) Faca a representacgdo grdfica no plano numérico do quadrilatero ABCD.
(¢) Determine a imagem do quadrilitero ABCD pela transformagdao geométrica T .

(d) Faga a representacao grdfica no plano numérico do quadrilatero A'B'C'D’, imagem do
quadrildtero ABCD pela transformagao geométrica T.

(e) Observando as propriedades geométricas dos quadrilateros ABCD e A'B'C'D’, o que
podemos concluir?

Resolucao

Denotando A’ = T'(A), B’ = T(B), C' = T(C), D' = T(D), e utilizando a matriz que
representa a transformagao geométrica T, obtemos o quadrilatero A’B'C’'D’ cujos vértices
sao os pontos

A =17 , B=@113) , C=((7 e D =(35).

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 26: Representacoes graficas do Exemplo 23.

As conclusoes sobre as propriedades geométricas dos quadrilateros ABCD e A'B'C'D’
podem ficar a cargo do leitor.
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Exemplo 24 Considere o quadrildtero ABCD cujos vértices sao dados pelos pontos
A= (5,1 , B=1(93 , C=(55 e D = (3,3),

e a transformacao geométrica T que representa uma rotagao no sentido anti—hordrio de um

ingulo 0 = —.
angulo 5

(a) Faga a representacdo grdfica no plano numérico do quadrildtero ABCD.
(b) Determine a imagem do quadrilitero ABCD pela transformagdao geométrica T .

(¢) Faga a representagdo grdfica no plano numérico do quadrilatero A'B'C'D', imagem do
quadrildtero ABCD pela transformagao geométrica T.

(d) Observando as propriedades geométricas dos quadrildteros ABCD e A'B'C'D’, o que
podemos concluir?

Resolucgao

Denotando A’ = T(A), B' = T(B), C¢' = T(C), D' = T(D), e utilizando a matriz que
representa a transformacao geométrica T', obtemos o quadrildtero A’B'C’'D’ cujos vértices
sao os pontos

A =(-1,5) , B = (-39 , C' =(-55 e D =(-33).

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
| | | |

——————————————————————————————————————————————————————————————————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 27: Representacoes graficas do Exemplo 24.

As conclusoes sobre as propriedades geométricas dos quadrilateros ABCD e A'B'C'D’
podem ficar a cargo do leitor.
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Exercicio 7 Considere a figura abaixo como sendo a representacdo de um brago robdtico
com dois graus de liberdade com movimentos no plano XY .

Y

Figura 28: Ilustracao de um brago robdtico com dois graus de liberdade.

(a) Considerando na Figura 28
Ly = 0A =60cm , Ly, = AB = 40em , L; = BC = 20cm
0 = 60° e a = 45°
determine as coordenadas do ponto C' = (a,b).

(b) Determine as coordenadas do ponto C = (a,b) em fun¢do de Ly, Lo, L3, 0 e a.
Podemos interpretar o ponto C' como sendo a posicao no espaco da extremidade do
braco robdtico.

Resolucao
Na figura abaixo a medida do segmento EB ¢é dado por:

EB = ABsin (60°) = 20v3cm .
Na figura abaixo a medida do segmento AE ¢é dado por:
AE = ABcos(60°) = 20cm .
Desse modo, o ponto B é dado por:
B — (20\/5 : 40) .

Na figura abaixo a medida do segmento F'C' é dado por:

FC = BCsin(45°) = 10v/2cm .
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Na figura abaixo a medida do segmento BF é dado por:
BF = BCcos(45°) = 10vV2em .
Portanto, o ponto C' é dado por:

C = <2w§ 4 10v2, 40 — 10\/5) .

Y

A partir dos cdlculos realizados acima, as coordenadas do ponto C' = (a,b) em funcdo dos
parametros Ly, Lo, L3, 0 e «, sao calculadas da seguinte forma:

Na figura acima a medida do segmento FB e do segmento AE sao dadas por:
EB = Lysin () e AE = Lycos(f).
Desse modo, o ponto B ¢ dado por:
B = (Lgsin(0), Ly — Lycos(6)) .

Na figura acima a medida do segmento F'C' e do segmanto BF sao dadas por:

FC = Lssin(a) e F = Ljcos(a) .
Portanto, o ponto C' é dado por:
C = (Lgsin(f) + Lssin(a), Ly — Lycos(0) — Lzcos (a)) .
Note que podemos escrever o ponto C' = (a,b) da seguinte forma:
C = (Lasin(f) + Lzsin(a), —Lacos (#) — Lzcos () + (0, Lq),

isto é, o ponto C' = (a, b) é representado por uma transformagcao linear mais uma translagao

[a] _ [ sin () sin(a)]
b —cos (0) —cos ()
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10 Atividades com Rotacoes no Plano

Atividade 3 Considere a figura abaizo como sendo a representacio de um braco robotico
com dois graus de liberdade com movimentos no plano XY .

Y

Figura 29: Ilustracao de um braco robético com dois graus de liberdade.

(a) Considerando na Figura 29
Ly = 0A =60ecm , L, = AB = 40cm . 0 =30° e o =45,
determine as coordenadas do ponto B = (¢, d).

(b) Determine as coordenadas do ponto B = (c¢,d) em fung¢io de Ly, Lo, 6 e a.
Podemos interpretar o ponto B como sendo a posicao no espaco da extremidade do
braco robdtico.
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Atividade 4 Considere a figura abaizo como sendo a representacdo de um braco robdtico
com dois graus de liberdade com movimentos no plano XY .

Y

Figura 30: ITlustracao de um brago robético com dois graus de liberdade.

(a) Considerando na Figura 30
Ly = 0A =40em , L, = AB = 20cem , 0 =30° e a=30°,
determine as coordenadas do ponto B = (c,d).

(b) Determine as coordenadas do ponto B = (c,d) em fun¢io de Ly, Lo, 6 e a.
Podemos interpretar o ponto B como sendo a posi¢ao no espaco da extremidade do

braco robdtico.

Resolucgao:
Na Figura 31 obtemos as coordenadas do ponto A = (a,b), que é denominado de cotovelo do
brago robdtico, aplicando relagoes trigonométricas no triangulo retangulo OC'A da forma:

a = Ljcos(f) e b = Lysin(d) . 9)

Chamando o angulo 8 = 6 + «, obtemos as coordenadas do ponto B = (¢, d), que é
a extremidade do brago robdtico onde se encontra uma ferramenta de trabalho, aplicando

relacgoes trigonométricas no triangulo retangulo BAD da forma:

¢ = Lycos(f) + Lycos(f) e d = Lysin(f) + Losin(f) . (10)
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Figura 31: Cinematica direta do movimento do brago robético.

Assim, podemos representar o movimento do ponto B = (¢,d) por uma transformagao

[c] _ [COS(Q) Cos(ﬁ)] [Lll
d sin (0) sin (8)] | L2

Portanto, descrevemos acima a cinematica direta do brago robdtico, isto é, conhecendo os

linear da seguinte forma:

angulos 6 e a determinamos de modo Unico a posicao do cotovelo que é o ponto A e a
posicao da extremidade do brago robético que é o ponto B. Na situacao apresentada na
Figura 30, dizemos que o angulo « ¢ positivo, representando o cotovelo voltado para baixo.
Essa configuragao ¢ obtida quando o ponto B faz uma rotacao de um angulo o no sentido
anti-horario com centro no ponto A.

Finalmente, considerando os dados fornecidos no item (a), obtemos as coordenadas do ponto
B = (c¢,d) da seguinte forma:

[c] [cos (30°) cos (60")] [40] [c]
= — =
d sin (30°) sin (60°)] |20 d

Portanto, o ponto B tem as seguintes coordenadas:

203 + 10
20 + 10v/3

B — (20\/§ 410,20 + 10x/§>
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Atividade 5 A Figura 32 representa duas posicoes de um brago robotico, uma posicao com
o cotovelo wvoltado para baizo (O — A — B) e uma outra posi¢io com o cotovelo voltado
para cima (O — A" — B), com dois graus de liberdade cada uma com movimentos no plano
XY. Apresentar a cinemdtica inversa, isto €, conhecendo somente as coordenadas do ponto
B = (c¢,d), determinar os angulos 0 e a > 0, o que representa o cotovelo voltado para
baizo, e determinar os angulos 0 e o < 0, o que representa o cotovelo voltado para cima,
como ilustra a Figura 32. Por simplicidade, denotamos

L1 = 0A = 04/ e L, =AB=AB ,

que sao os comprimentos das articulacoes do braco robatico.

Y

Figura 32: Braco robético com dois graus de liberdade — Cinemaética Inversa.

Resolucao:

Vamos apresentar a cinematica inversa para o brago robdtico, isto é, desejamos encontrar os
angulos 6 e «, conhecendo as coordenadas do ponto B = (c¢,d) e os valores de L; e
Ls. Assim, determinamos as coordenadas do ponto A = (a, b). Inicialmente, analisamos em
qual regiao do plano deve estar o ponto B para que o problema tenha solucao, considerando
a movimentacao do ponto B nas situagées 0 < a < 7 e —7w < o < 0,com Ly < Ly,
como ilustra a Figura 32.

Na Figura 33 temos a ilustragao da regiao do plano na qual o ponto B = (¢,d) pode estar
localizado, isto é, sua localizacao esta no anel circular definido pela circunferéncia menor de
centro na origem e de raio r = L1 — Lo e pela circunferéncia maior de centro na origem e de
raio R = L1 + L,. Assim, as coordenadas do ponto B devem satisfazer simultaneamente
as seguintes desigualdades

(Ll — L2)2 < C2 + d2 < (Ll + L2)2 . (11)
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Note que o ponto B pertence a circunferéncia de raio R = L;+ Ly para a = 0 e pertence
a circunferéncia de raio r = L; — Ly para a = m, situagOes nas quais os pontos A e B
estao sobre uma mesma reta suporte, como ilustra a Figura 34.

/

A

Figura 33: Restricao sobre a localizacao do ponto B.

/

A

Figura 34: Restricao sobre a localizacao do ponto B.
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Considerando as equagoes (10), obtidas da cinemética direta, dadas por:
¢ = Lycos(f) + Lacos(f + «) e d = Lysin(f) + Losin(d + «) , (12)

determinamos as equacoes da cinematica inversa, que neste caso, desejamos encontrar os
angulos 6 e a conhecendo somente as coordenadas do ponto B = (¢, d).

Das equagoes (12), obtemos
> = (Licos(#))? + 2L1Lycos(f)cos( + o) + (Lycos(f + a))? | (13)
d> = (Lysin())?* 4+ 2L1Lysin(0)sin(d + a) + (Laosin(d + a))? . (14)
Somando membro a membro as equagoes (13) e (14), obtemos
&+ d* = L7 + L + 2L1Lo(cos(f) cos(f + ) + sin(f)sin(d + «a)) . (15)
Recordando as identidades trigonométricas do cosseno da soma e do seno da soma:
cos(f + «) = cos(f)cos(a) — sin(f)sin(«) , (16)
sin(f + «) = sin(f) cos(a) + cos(f) sin(a) . (17)
Substituindo as equagdes (16) e (17) na equagao (15), obtemos
A+ d = L7+ L5 + 2L Lycos(a) . (18)
Da equacao (18), obtemos

A+ d? — Lf - L%
2L, L,

cos(a) = (19)

Tomando a fungao inversa da fungao cosseno na equacao (19), obtemos duas opgdes para o
angulo «:

(20)

2 d2 . L2 - LQ
a = Zarccos <C + 1 2) ,

201 Lo
conforme ilustra a Figura 35. Escolhemos o sinal do angulo « dependendo como desejamos
a posigao do cotovelo do brago robético, representado pelo ponto A = (a,b). Na situagao
do cotovelo voltado para baixo, dizemos que o angulo « é positivo. Essa configuracao é
obtida quando o ponto B faz uma rotacao no sentido anti-horario com centro no ponto
A. Na situagao do cotovelo voltado para baixo, dizemos que o angulo o’ é negativo. Essa
configuracao é obtida quando o ponto B faz uma rotagao no sentido horario com centro no
ponto A’.
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Figura 35: Cinematica inversa do movimento do brago robético com dois graus de liberdade.

Podemos também obter a relagao dada na equagao (19) pela aplicacao da Lei dos Cossenos
no triangulo OAB, ilustrado na Figura 35. Sabemos que OA = Ly, AB = L, além disso,
o angulo OAB = 7m — «. Assim, aplicando a Lei dos Cossenos, obtemos

OB)? = L? + L2 — 2L, Lycos(m — a) . 21
1 2

Considerando o ponto B = (c,d), sabemos que (OB)? = ¢* + d?, aplicando o Teorema de
Pitdgoras no triangulo retangulo OD B, Figura 36, lembrando que cos(m — «) = — cos(a),
e substituindo essas relagoes na equacao (21), obtemos

A+ d* - L3 — L2

A +d* =13 + L + 2L Lycos(a) <= cosa = , (22)
201 L,

obtendo a relagao apresentada pela equagao (19).
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Considerando a situagao na qual o angulo a > 0, cotovelo voltado para baixo, como ilustra

Figura 36. No triangulo retangulo ODB temos

tan(5) = c_j para ¢ # 0 .

Note que o angulo 5 = 6 + ~. Assim, o angulo 6 = 3 — 7.

No triangulo retangulo OC B, e utilizando o triangulo retangulo AC' B, temos

Ly sin(«)

I+ Lycos(a) para cos(a) # —— .

tan(y) =

(23)

(24)

E importante observar que a restrigdo sobre cos(a) apresentada em (24) é automaticamente

satisfeita quando o ponto B = (¢, d) satisfaz a restrigao apresentada em (11).

Y

Figura 36: Cinematica inversa do movimento do brago robético com dois graus de liberdade.

Como o angulo # =  — ~, temos tan(f) = tan(S — ). Recordando agora a identidade

trigonométricas da tangente da diferenca:

tan(s) — tan(y)
1 + tan(B) tan(y)

tan(f) = tan(f —~) =

Substituindo as equagoes (23) e (24) na equagao (25), obtemos

d Ly sin(a) d(Ly + Lycos(a)) — cLgsin(a)

tan(8) = ¢ Ly + Lycos(a) _ c(Ly + Lycos(w))
d  Lysin(a) c¢(Ly + Lycos(a) ) + dLgsin(a)

¢ Ly + Lycos(a) c¢( Ly + Lycos(a))

Depois de realizar algumas manipulagoes algébricas na equagao (26), obtemos

d(Ly + Lycos(a)) — cLgsin(a)

tan(f) = c(Ly + Lycos(a)) + dLsysin(a)
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Considerando a situacao na qual o angulo o’ < 0, cotovelo voltado para cima, como ilustra
Figura 37. No triangulo retangulo BOD temos

d
tan(f) = — para c#0 . (28)
c
Note que o angulo f = 6 — +/. Assim, o angulo ¢/ = 8+~
Considerando o raciocinio do caso anterior, e os triangulos retangulo BOC’ e BAC’, temos

Ly sin(a)

Ly + Lycos(a)

tan(y') = para cos(a) # —— . (29)

E importante observar que a restricio sobre cos(e/) apresentada em (29) é automaticamente
satisfeita quando o ponto B = (¢, d) satisfaz a restrigao apresentada em (11).

Y
c,’
/Q
Vd ~
~
A',’\O/ g
/39
P 1
) P |
- 1
- ﬁ \
1
1
. X
D

Figura 37: Cinematica inversa do movimento do brago robético com dois graus de liberdade.

Recordando agora a identidade trigonométricas da tangente da soma:
tan(f) + tan(vy)
1 — tan(p) tan(y/)
Substituindo as equagoes (28) e (29) na equacao (30), e realizando algumas manipulagoes
algébricas de modo analogo ao caso anterior, obtemos

d(Ly + Lycos()) + cLasin(a)
c(Ly + Lycos(a’)) — dLysin()

tan(f") = tan(8+4') (30)

tan(6') (31)
E importante observar que o sinal do angulo o tem por objetivo indicar a orientacao do
movimento realizado pela extremidade do brago robdtico, isto é, do ponto B, mostrando
um movimento no sentido horario ou no sentido anti-horario, com relacao a reta suporte do
segmento OA. Além disso, devemos ressaltar que as equagoes (27) e (31) foram obtidas
através de relagoes trigonométricas em triangulos retangulos nas quais nao utilizamos o sinal
do angulo «. Note que de certa forma o sinal do angulo a pode ser interpretado quando na
obtencao da equagao (27) fazemos uso da tangente da diferenca e na obtencao da equagao
(31) fazemos uso da tangente da soma. Assim, podemos analisar o sinal do angulo « de
varios aspectos.
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Observe na equagao (27) que o cédlculo do angulo 6 depende do cosseno do angulo «,
previamente calculado na equagao (19), e do seno do angulo «. Tomando a identidade

trigonométrica
(cos(a))? + (sin(a))? =1,

temos duas possibilidades para o seno do angulo «, dadas por:

sin(a) = ++v/1 — (cos(a))? . (32)

Assim, escolhemos

sin(a) = /1 — (cos(a))? , (33)

uma vez que estamos considerando a situacao do angulo « positivo.

Exemplo 25 Para exemplificar o processo da cinemdtica inversa, consideramos um brago
robotico com dois graus de Liberdade com movimentos no plano XY, com os comprimentos
de suas articulacoes dados por:

Ly = 0A = 100cm e Ly = AB = 50cem

no qual conhecemos a posi¢ao da extremidade dada pelo ponto B = (110, 100).

Com as informacoes acima e com as equacoes da cinemética inversa, vamos encontrar os
angulos 0 e «, e consequentemente determinamos a posigao do ponto A que representa o
cotovelo do brago robdtico. Lembrando que temos duas possibilidades.

Tomando a equagao (19), temos

A+ d® — L2~ [2  110° +100% — 100 — 50> 9600
_ _ _ —0.96 . (34
cos(a) 2L, Ly 2 % 100 x 50 10000 ’ (34)

Logo, sin(a) = +4/1 — 0,962 = =+0,28.

Assim, o angulo « = +arccos(0,96) ~ +0,2838 radianos, ou o ~ +16,26°, que sao as
duas solugoes do problema de cinematica inversa, como ilustra a Figura 38.

Tomando o angulo « postivo, da equagao (27), obtemos

d( Ly + Lycos(a)) — cLasin(a)

tan(f) = ¢( Ly + Lycos(a)) + dLysin(a)

100 x (100 450 x 0,96 ) — 110 x 50 x 0,28
110 x (100 + 50 x 0,96 ) + 100 x 50 x 0,28

13260
= —— = 0,75 .
17680 ’

Assim, o angulo ¢ = arctan(f) ~ 0,6435 radianos, ou 6 ~ 36, 87°.
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Finalmente, podemos calcular as coordenadas do ponto A = (a,b) que sdo dadas por:
a = Lycos(d) = 80 e b = Lysin(f) = 60 |, (36)
uma vez que no triangulo retangulo OCA, temos |a| = OC, |b| = CA e L; = OA,

como ilustra a Figura 39 e a Figura 40, para o angulo 6 positivo e negativo, respectivamente.

De modo andlogo, tomando o angulo « negativo, da equagao (27), obtemos

d(Ly + Lycos(a)) — cLgsin(a)

tan(d) = ¢(Ly + Lycos(a)) 4+ dLgsin(«)

~ 100 x (100450 x 0,96 ) + 110 x 50 x 0,28 (37)

110 x (100 450 x 0,96 ) — 100 x 50 x 0,28

16340
= —— ~ 1 .
14880 , 098

Assim, o angulo # = arctan(f) ~ 0,8321 radianos, ou 0 ~ 47,68°.

Finalmente, podemos calcular as coordenadas do ponto A" = (a/,b') que sdo dadas por:

a = Licos(f) =~ 6733 e b = Lisin(f) ~ 73.94 . (38)

***********************************************************************

Figura 38: Solucao Geométrica — Cinematica Inversa.
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Conhecendo a tangente do angulo 6, podemos também calcular as coordenadas do ponto
A = (a,b) considerando as seguinte equagoes:

tan(f) = b para 6 # g = b = a tan(6) (39)
a

a’ + V¥ = L7, (40)
uma vez que no triangulo retangulo OCA, temos |a| = OC, |b| = CA e L, = OA,

como ilustra a Figura 39 e a Figura 40, para o angulo 6 positivo e negativo, respectivamente.

Substituindo a rela¢do encontrada para b, dada na equagao (39), na equagao (40), temos
a® + a*(tan(f))?* = L3 = a®>(1 + (tan(9))?) = LT, (41)
uma vez que a ¢ positivo, considerando a restricao do angulo 6 dada por:

m m
— < 0 < = 42
2 27 ()

encontramos

a = Ly
V1 + (tan(f))?

como ilustra a Figura 39 e a Figura 40 , para o angulo 6 positivo e negativo, respectivamente.

b = atan(d) , (43)

Y

Figura 39: Solucao Geométrica — Cinematica Inversa.
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Figura 40: Solucao Geométrica — Cinematica Inversa.

Finalmente, temos que analisar as situagoes nas quais o angulo 6 se encontra no intervalo

s 3

— <0< — 44

y i (14
isto é, quanto o ponto A, ou o ponto A’, estd situado no segundo quadrante ou no terceiro
quadrante do plano cartesiano. Essa andlise é necessaria pois a funcao inversa da funcao

tangente pode ser definida somente quando o angulo 6 esta no intervalo

isto é, quanto o ponto A, ou o ponto A’, estd situado no primeiro quadrante ou no quarto
quadrante do plano cartesiano, situacoes analisadas anteriormente, nas quais encontramos
sem ambiguidade as coordenadas do cotovelo nas duas solugoes possiveis.
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De uma maneira geral, conhecendo o valor tan(f), para encontrar as coordenadas do ponto
A = (a,b), consideramos a equagao (41), obtendo
L
n 1
V1 + (tan(f))?

entretanto, somente um dos valores de a ¢ a solucao do problema. Desse modo, escolhemos
adequadamente o sinal de a, e consequentemente o sinal de b, que é dado por b = a tan(f),

a’(1 + (tan(d))?) = L} = a = : (46)

verificando a condicao geométrica AB = L, escrita da forma:

V(e —a)2+(d-0b?2 = L, (47)

garantindo que o ponto A escolhido é uma das possiveis solucao para o cotovelo, como ilustra
a Figura 41. De modo andlogo, conhecendo o valor tan(f’), encontramos as coordenadas
do ponto A’ = (d’,b") com o procedimento descrito acima, e escolhemos adequadamente o
sinal de d/, e consequentemente o sinal de ¥, que é dado por ¥ = o' tan(f’), verificando a
condicao geométrica A’B = L, escrita da forma:

Vie—a)2+d-V)?2 =1Ly . (48)

Na Figura 41, mostramos de forma geométrica as duas possibilidades para a solucao do
brago robdtico com dois graus de liberdade com movimentos no plano XY. Tragando a
circunferéncia de centro no ponto 0 e com raio L; juntamente com a circunferéncia de
centro no ponto B e com raio Ls, a intersecao dessas circunferéncias sao as duas solucoes
possiveis para a posi¢ao do cotovelo, conhecendo a posicao do ponto B.

Figura 41: Cinematica inversa do movimento do brago robético — Solugao Geométrica.
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11 O Espaco Tridimensional

De modo anélogo, ao estudo do espaco cartesiano IR?, o espaco numérico tridimensional,
R?* = R x IR x IR, é um outro exemplo importante de produto cartesiano. Os elementos
P = (z,y,2) € IR?® sao as ternas ordenadas de niimeros reais. As ternas ordenadas surgem
como as coordenadas cartesianas de um ponto P do espaco tridimensional IF?, quando
fixamos nesse espaco tridimensional um sistema de trés eixos perpendiculares, que vamos
indicar por OX, OY e 0Z, que se interceptam no ponto O = (0,0,0), chamado origem
do sistema de coordenadas, como ilustra a Figura 42.

Z

A

P=(z,y,z2)

X

Figura 42: Espaco Tridimensional IFE3.

A aplicacao f: IE® — IR® que associa a cada ponto P do espaco tridimensional IF? sua
tunica terna de coordenadas f(P) = (z,y, z), relativas a um sistema coordenado de trés eixos
perpendiculares, ¢ uma bijecao, isto é, uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de
IR? e de IE3. Desse modo, temos que a aplicacao f~!: IR® — IE® associa a cada terna
ordenada (z,y,z) de IR® um tnico ponto f~!(z,y,z) = P do espaco tridimensional IE>.

Assim, podemos dizer que o IR?® é o modelo aritmético do espaco tridimensional IE?,
enquanto que o espaco tridimensional IF® é o modelo geométrico do espaco numérico IR3.
Desse modo, com a identificacao entre o IR? e o espaco tridimensional IE?, da Geometria
Euclidiana, realizada pela bijecao f, podemos olhar para o IR* como sendo o espaco
numérico tridimensional, e chamaremos seus elementos P = (x,y,z) de pontos.
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11.1  Transformacoes no Espaco Tridimensional

Exemplo 26 Uma rotagao em torno do eixo—OZ de um angulo 6 no sentido anti—hordrio,
e de centro na origem do sistema de coordenadas, € representada por uma matriz ortogonal
de ordem 3 x 3, que denotamos por R.g, que de acordo com as relagées (1) e (2) e
observando que todos os pontos sobre o eizo-OZ ficam fixos, é dada por:

cos(f) —sin(d) 0
R.y = |sin(f)  cos(f) 0O
0 0 1

Note que essa rotagao pode ser pensada como sendo uma rotacao de um angulo 60 no sentido
anti—hordrio, e de centro na origem do sistema de coordenadas, no plano XY, como ilustra
a Figura 43. Note que o eizo-OZ € perpendicular a qualquer plano paralelo ao plano XY .
Dizemos que essa rotacao em torno do eixo-OZ € realizada no sentido positivo, isto €,
considerando um observador ao longo da parte positiva desse eixo e olhando para a origem
do sistema de coordenadas efetuamos a rotacao em torno do eixo no sentido anti—hordrio.

AY

A/

V><

Figura 43: Rotacao em Torno do eixo-OZ.

Observe que, dado um ponto A = (a,b,c) € IR® a sua imagem, denotada pelo ponto
A" = (d,V,d) € IR?, por uma rotagao em torno do eixo-OZ de um angulo € no sentido
anti-horario, e de centro na origem do sistema de coordenadas, ¢ dada por:

a cos(f) —sin(d) 0] [a acos(d) — bsin(0)
b'| = |[sin(d) cos(f) Of [b| = |asin(d) + bcos(h)
d 0 0 1] Le c

Considere o espaco tridimensional IR®. A transformacao geométrica definida da forma
Tzﬁ : R? — IR3
(x,y,2) — T.o(z,y,2) = (wcos(f) — ysin(h), xsin(d) + ycos(d), z)

¢ denominada uma rotacao em torno do eixo-OZ de um angulo € no sentido anti-horario,
de centro na origem do sistema de coordenadas.
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Exemplo 27 Uma rotagao em torno do eizo-OX de um angulo o no sentido anti—-hordrio,
e de centro na origem do sistema de coordenadas, € representada por uma matriz ortogonal
de ordem 3 x 3, que denotamos por R,., que de acordo com as relagoes (1) e (2) e
observando que todos os pontos sobre o eixo-OX ficam fixos, ¢ dada por:

1 0 0
R,o = |0 cos(a) —sin(a)

)

0 sin(a)  cos(a)

Note que essa rotacdao pode ser pensada como sendo uma rotacao de um angulo o« no sentido
anti—hordrio, e de centro na origem do sistema de coordenadas, no plano Y Z, como ilustra
a Figura 44. Note que o eixo-OX € perpendicular a qualquer plano paralelo ao plano Y Z.
Dizemos que essa rotagdo em torno do eizo—-OX € realizada no sentido positivo, isto €,
considerando um observador ao longo da parte positiva desse eixo e olhando para a origem
do sistema de coordenadas efetuamos a rotacdao em torno do eixo no sentido anti—hordrio.

A7

A/

vy =<

Figura 44: Rotagao em Torno do eixo-OX.

Observe que, dado um ponto A = (a,b,c) € IR® a sua imagem, denotada pelo ponto
A = (a,V,d) € IR? por uma rotagao em torno do eixo-OX de um angulo a no sentido
anti—horario, e de centro na origem do sistema de coordenadas, ¢ dada por:

a’ 1 0 0 a a
V| = [0 cos(a) —sin(a)| [b] = |bcos(a) — csin(a)
d 0 sin(a)  cos(a)] Lc bsin(a) + ccos(a)

Considere o espaco tridimensional IR3. A transformacao geométrica definida da forma
Tia: R? — IR3
(2,9,2) — Toalw,9,2) = (2, yeos(a) — zsin(a), ysin(a) + zcos(a))

é denominada uma rotagao em torno do eixo-OX de um angulo a no sentido anti—horario,
de centro na origem do sistema de coordenadas.
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Exemplo 28 Uma rotacao em torno do eizo-OY de um angulo 5 no sentido anti—-hordrio,
e de centro na origem do sistema de coordenadas, € representada por uma matriz ortogonal
de ordem 3 x 3, que denotamos por R, s, que de acordo com as relagoes (1) e (2) e
observando que todos os pontos sobre o eixo-OY ficam fixos, ¢ dada por:

cos() 0 sin(p)
R,s = 0 1 0

—sin(8) 0 cos(f)

Note que essa rotacao pode ser pensada como sendo uma rotacao de um angulo [ no sentido
anti—hordrio, e de centro na origem do sistema de coordenadas, no plano ZX, como ilustra
a Figura 45. Note que o eixo-OY € perpendicular a qualquer plano paralelo ao plano ZX.
Dizemos que essa rotagdao em torno do eizo-OY € realizada no sentido positivo, isto €,
considerando um observador ao longo da parte positiva desse eixo e olhando para a origem
do sistema de coordenadas efetuamos a rotacdao em torno do eixo no sentido anti—hordrio.

A X

A/

AN

Figura 45: Rotacao em Torno do eixo-OY'.

Considerando que a rotacao em torno do eixo-OY pode ser pensada como sendo uma rotagao
de um angulo 8 no sentido anti-horario, e de centro na origem do sistema de coordenadas,
no plano ZX, como ilustra a Figura 45, e utilizando a relagao (1) e observando que todos
os pontos sobre o eixo—OY ficam fixos, tem—se:

2 cos(B) 0 —sin(B)] [z zcos(fB) — xsin(B)
yl =1 0 1 0 y| = y (49)
x sin(8) 0  cos(B)] |x zsin(f) + xcos(p)

Desse modo, a imagem do ponto (z,y,2) € IR* é o ponto (¢/,/,2") € IR* dado por:

x xcos(f) + zsin(pP) cos(B) 0 sin(B)] [«
Y| = Y = o 1 0 y (50)
Z' —xsin(f) + zcos(f) —sin(B) 0 cos(B)] Lz
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Assim, a matriz que representa a rotacao em torno do eixo-QY é dada por:

cos(B) 0 sin(p)
R,s = 0 1 0

de acordo com a relagao (50).

Portanto, dado um ponto A = (a,b,¢) € IR?® a sua imagem, que vamos denotar pelo ponto
A = (a,V,d) € IR, por uma rotacdo em torno do eixo-OY de um angulo 3 no sentido
anti—horario, e de centro na origem do sistema de coordenadas, é dada por:

a’ cos(B) 0 sin(B)] [a acos(f) + csin(f)
vl = 0 1 0 bl = b
d —sin(8) 0 cos(fB)] Le —asin(fB) + ccos(pP)

Considere o espaco tridimensional IR®. A transformacao geométrica definida da forma
Tyﬂ : R? — R
(x,y,2) — Typ(x,y,2) = (xcos(B) + zsin(f), y, —xsin(f) + zcos(f))

¢ denominada uma rotagao em torno do eixo-OY de um angulo [ no sentido anti-horario,
de centro na origem do sistema de coordenadas.

Exemplo 29 Considere o ponto A = (20,20,30) € IR®. Vamos determinar sua imagem
por uma rotacao em torno do eizo-OZ de um angulo 0 = % no sentido anti-horario, e de

centro na origem do sistema de coordenadas. Denotamos pelo ponto A" = (a/,b,c) € IR?
a imagem do ponto A, isto é, A = T,9(A), que € calculada da sequinte forma:

a cos(f) —sin(d) 07 [20 \/75 —*/75 0] |20 0

V| = |[sin(6) cos(d) 0| |20] = |2 2 of [20] = [20V2

d 0 0 1] [30 0 0 1| {30 30
Portanto, temos o ponto A" = T, ¢(A) dado por:

A = (0, 20v/2, 30)
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Exemplo 30 Considere o espaco tridimensional IR® e um elemento fizo, porém arbitrdrio,
(a,b,c) € IR®. A transformacdio

T R? —  IR?
¢ denominada uma translacao.

Dado um ponto P = (z,y,2) € IR® a sua imagem, denotada pelo ponto P’ = (2', v/, 2/),
pela transformacao T é definida da forma:

x 1 0 0] [z a r+a
| = 1o 1 o|l |yl + |b| = |y+b
z 0 0 1 z c z+c

Podemos verificar facilmente que a translagao é uma transformacao afim. Assim, a translacao
nao pode ser representada por uma matriz.

Exemplo 31 Considere o espaco tridimensional IR?, e escalares M\, Ao, A3 € IR fizos,
porém arbitrdarios. A transformacao

T R? — R
(.CE,y,Z) — T(:Cai%z) = ()\11', )\23/7 )‘32)

¢ denominada escala.

Dizemos que a transformacdo € uma escala ndao uniforme quando Ay, Aa, A3 sdo distintos,
e dizemos que € uma escala uniforme quando \y = Ao = A3. Note que na escala uniforme
podemos ter uma contracdao ou uma expansao. A interpretacdo geométrica neste caso € a
mesma ilustrada na Figura 5, isto €, considerando o segmento de reta 0P, fica facil ver que
foi o segmento de reta que sofreu uma expansao ou uma contragao.

Dado um ponto P = (x,y,z) € IR® a sua imagem, denotada pelo ponto P' = (2', v, 2'),
pela transformacao T € definida da forma:

x’ A 0 0 x AN
vyl = [0 X 0 yl = |y
2z 0 0 XN |z A3z

Assim, denotamos T(P) = P’, isto é, T(x,y,2) = (Mx, oy, X\32) € IR?.

Desse modo, dizemos que o ponto P' = (Mx, Aoy, A32) € a imagem do ponto P = (x,y, 2)
pela transformacao T, que € representada pela matriz

A 00
A= 10 X O
0 0 Xs
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11.2 Composicao de Transformacoes

Definicao 9 Considere P: IR?* — IR? e T : IR?* — IR? duas transformagoes geométricas.
Definimos a composicao das transformacoes P e T, que denotamos por PoT, da forma:

PoT: R? — IR?
(2, y,2) — (PoT)(x,y,2) = P(T(2,y,2))

Exemplo 32 Podemos verificar facilmente que se P e T sao transformacoes lineares,
entao a composta P ol € uma transformacao linear.

De fato, considere os pontos A, B € IR® e o escalar A € IR, tem se
(PoT)(A+AB) = P(T(A+ AB)) = P(T(A) + T(AB))

(T(A)+ \T(B)) = P(T(A)) + P(\T(B))

(T'(A)) + AP(T(B))

= (PoT)(A) + M(PoT)(B)

P
P

Exemplo 33 Por simplicidade vamos considerar uma rotacao em torno do eixo-OZ de um
angulo 6 mno sentido anti—hordrio, de centro na origem do sistema de coordenadas, que
vamos representar da forma:

Tzﬁi R? — IR3
(x,y,2) — T.g(x,y,2) = (xcos(d) — ysin(), xsin(f) + ycos(f), z)

e uma rotagao em torno do eixo-OY de um angulo [ no sentido anti—hordrio, de centro
na origem do sistema de coordenadas, que vamos representar da forma:

Ty752 R? — IR?
(z,y,2) — Typ(x,y,2) = (wcos(B) + zsin(B), y, —wsin(B) + zcos(f))

Dado um ponto A = (a,b,c) € IR?, vamos determinar a sua imagem, denotada pelo ponto
A = (d',V,d) € IR3, primeiro por uma rotagdo em torno do eizo-OZ de um angulo 6 no
sentido anti—hordrio, em sequida por uma rotagcao em torno do eizo-OY de um angulo S
no sentido anti—hordrio, todas de centro na origem do sistema de coordenadas.

Desse modo, o ponto A" = (a',V/,c) € IR® € obtido pela composi¢ao de duas rotacoes
que vamos representar da sequinte forma:

A = (TypoT.p)(A) = Typ(T.0(A)) .

Portanto, de forma matricial a composicao T, 30T, 4 € representada da sequinte forma:

a cos(B) 0 sin(B)] [cos(@) —sin(d) 0] [a
V| = 0 1 0 sin(f)  cos(f) Of |b
d —sin(B) 0 cos(f) 0 0 1] Lc
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Exemplo 34 Considere o ponto A = (20,0,0) € IR3, vamos determinar a sua imagem,
denotada pelo ponto A’ = (a',V,c) € IR®, primeiro por uma rotacio em torno do eizo-OZ

de um angulo 0 = Ve em sequida por uma rotag¢ao em torno do eizo-OY de um angulo

s , , .. . .
g = T todas no sentido anti—-hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Portanto, o cdlculo do ponto A" pela representacdo matricial da composicio Ty go T,y €
obtido da sequinte forma:

a’ V2o 2| [ _¥2 ] [20 10
2 2 2 2

V=1 0 1 0|2 £ o||0] = [10v2

d -2 0 ¢[00 1] [0 ~10
Portanto,

A = (Ty30T.p)(A) = T,5(Tp(A)) = (10, 10v2, —10) .

Exemplo 35 Considere o ponto A = (20,0,0) € IR3, vamos determinar a sua imagem,
denotada pelo ponto A" = (a', V', ) € IR?, primeiro por uma rotagdio em torno do eizo-OZ
de um angulo 0 = %, em sequida por uma rotagdo em torno do eixo-OX de um angulo

s . . . . .
a = —, todas no sentido anti—hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Resposta:

A = (ToaoTup)(A) = Toa(Tep(A)) = (10V2, 10, 10) .

Exemplo 36 Considere o ponto A = (20,0,0) € IR3, vamos determinar a sua imagem,
denotada pelo ponto A’ = (a',V,c') € IR3, primeiro por uma rotagdo em torno do eixo-OY

de um angulo B = e em sequida por uma rotacdo em torno do eixo-OZ de um angulo

™ . . .. . .
0 = 7 todas no sentido anti—-hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Resposta:

A = (T.goT,5)(A) = T.o(T,5(A)) = (10,10, —10V2) .

Exemplo 37 Considere o ponto A = (20,0,0) € IR?, vamos determinar a sua imagem,
denotada pelo ponto A" = (a’,V',c) € IR3, primeiro por uma rotagao em torno do eiro-OY

™
de um angulo [ = & em sequida por uma rotagcao em torno do eixo-OX de um angulo

m . . .. . .
a = —, todas no sentido anti—hordrio e de centro na origem do sistema de coordenadas.

Resposta:

A = (ToaoTys)(A) = ToalTys(4)) = (10v3, 5, —5v3) .
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Exemplo 38 Considere o ponto A = (20,0,10) € IR®, vamos determinar a sua imagem,
denotada pelo ponto A" = (d',b',c) € IR3, primeiro por uma escala ndo uniforme dada
pelos escalares A\ = 1, Ay = 3 e A3 = 2, em sequida por uma transla¢ao definida pelo
elemento (10,5,15) € IR3.

Denotamos pela transformacao P : IR?* — IR? a escala nao uniforme e pela transformacao
T:IR* — IR? a translacdo. Assim, a transformacao geométrica que estamos procurando
é representada pela composicao T o P, dada por:

(T'o P)(A) = T(P(A))
= T(P(20,0,10))
= T(20,0,20)
= (30,5,35)

Portanto,
A" = (ToP)(A) = (30,5,35) .

Exemplo 39 Considere o ponto A = (20,0,10) € IR3, vamos encontrar sua imagem, que
denotamos pelo ponto A" = (d',V,c) € IR?, primeiro por uma translagdo definida pelo
elemento (10,5,15) € IR3, em sequida por uma escala nao uniforme dada pelos escalares
AM=1, =3 e A\3=2.

Denotamos pela transformacao P : IR® — IR? a escala nao uniforme e pela transformacao
T:IR> — IR? a translacdo. Assim, a transformaciao geométrica que estamos procurando
é representada pela composicao T o P, dada por:

(PoT)(A) = P(T(A))
= P(T(20,0,10))
= P(30,5,25)
= (30,15, 50)

Portanto,
A= (PoT)(A) = (30,15,50) .

Nos Exemplos (38) e (39), sabemos que as composicoes ToP e PoT nao sao transformagoes
lineares, pois a translagao nao é uma transformacao linear. Além disso, podemos observar
que, de um modo geral, a composicao de transformagoes geométricas nao é uma operagao
comutativa, uma vez que a ordem de aplicacao das transformacoes geométricas modifica o
resultado. Como foi descrito em varios exemplos, uma transformagcao linear é representada
por uma matriz. Assim, a composicao de duas transformacoes lineares é representada pelo
produto das matrizes que representam essas transformagoes lineares, e sabemos que produto
de matrizes é uma operacao nao comutativa.
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12 Movimentos de Bracos Robodticos

Inicialmente é importante observar que o objetivo principal desse texto é a apresentacao
das transformagoes geométrica no plano e no espacgo tridimensional, como uma aplicacao e
motivacao para o estudo dos topicos apresentados no ensino médio sobre matrizes. Assim,
apresentamos de uma forma muito simples os conceitos béasicos de robdtica, em particular
sobre bracos mecanico, no qual faremos as aplicagoes das transformagoes geométricas que
foram estudas nesse texto.

Podemos definir robética como sendo o controle de mecanismos eletro—eletronicos através
de um programa de computador, transformando—o em um dispositivo possuindo algumas
funcionalidades possibilitando interacoes com vérias atividades de uma linha de produgao,
de um determinado produto, executando diversas tarefas estabelecidas que estao informadas
nesse programa de computador. Gostaria de ressaltar que nao somente as transformagoes
geométricas sao importantes para o entendimento do funcionamento dos bragos robéticos,
mas também necessitamos ter uma habilidade para programacao de computadores, para a
elaboracao de algoritmos, e do conhecimento de pelo menos uma linguagem de programacao,
para a implementacao desses procedimentos fazendo com que o dispositivo realize as tarefas
propostas.

Um conceito importante é o de grau de liberdade do braco mecanico. Os graus de liberdade
de um brago robotico determinam os movimentos no espago bidimensional ou tridimensional.
Cada junta define um ou dois graus de liberdade, assim, o niimero de graus de liberdade do
brago ¢ igual a soma dos graus de liberdade de suas juntas. Desse modo, o niimero de graus
de liberdade de um brago robético esta associado ao niimero de variaveis posicionais indepen-
dentes que permitem definir a posicao de todas as partes do braco robético de forma univoca.

Na Figura 46 temos o protétipo de um brago robdtico com trés graus de liberdade, que
sera utilizado para auxiliar nas apresentagoes das atividades. Para a orientacao espacial
consideramos um sistema de coordenadas cartesianas onde o eixo—0Z é perpendicular a base
que esta localizada num plano paralelo ao plano XY. Essa base tem somente um movimento
de rotacao em torno do eixo—0Z.

Figura 46: Protétipo de um brago robdtico com trés graus de liberdade
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No link abaixo, video disponivel no YouTube, mostramos os movimentos do braco robdtico
com trés graus de liberdade:

https://www.youtube.com/watch?v=Zq6 WFYpKBAS
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Transformacoes Geométricas
Aplicacao nos Movimentos de Bragos Roboticos
Resolucao das Atividades no GeoGebra
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Luana Pinheiro Rodrigues de Aguiar
(Monitores — CAF 2017)

30 de janeiro de 2017

Introducao

Apresentaremos aqui algumas maneiras de resolver os exemplos apresentados na no texto
Transformagoes Geométricas: Aplicagao nos Movimentos de Bragos Robdticos utilizando
o aplicativo GeoGebra. A ideia é introduzir algumas das principais ferramentas do Geo-
Gebra para que o leitor possa aos poucos estar familiarizado com os recursos do aplicativo.

E importante ressaltar que estamos apresentando algumas sugestoes de como resolver
os exemplos, porém o leitor pode, e deve, utilizar outras formas para efetuar a resolucao.
No link abaixo:

https:/ /www.geogebra.org/m/MtgWYN6q

temos uma pasta do GeoGebra com as folhas dindmicas com as resolucoes passo a passo
de alguns dos exemplos e atividades propostas para a oficina.
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Exemplos
Exemplo 1. Verifique abaixo o Exemplo 2.
Exemplo 2.

(a) Tendo as coordenadas de cada um dos pontos, pode-se utilizar o campo “Entrada”,
localizado na parte inferior da “Janela de Algebra”, para inserir cada um dos pontos
utilizando as ferramentas do GeoGebra:

P=(z,y)

Onde P, é o nome do ponto; x é o valor da coordenada do ponto P no eixo OX e
y é o valor da coordenada do ponto P no eixo OY

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
‘ %' .A7 /./'/7 /i/7 b? ®7 @7 é? X—( ABCT ii? ‘$’7
» Janela de ;ﬁ"lxl_gebra>< » Janela de Visualizagao 5‘__
84
54
4 4
3 14

Entrada: | @ @

Dessa forma iremos inserir cada um dos 6 pontos:
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

& [l AL B OO N a2

v

» Janela de Algebra™ |» Janela de Visualizagéo g
o
o} 15
®:l o
4
A
E B
® ®
i
= A
L] o
[i]
3 2 1 o ‘II 2 3 4

Entrada:

@

(b) Neste item estamos interessados em formar um poligono com os 6 pontos, para isso
vamos utilizar a ferramenta “Poligono”, localizada na 5* caixa de ferramentas:

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

R AL OJO) 4] oo =) )

Poligono
Selecione todos os vértices e, entao, clique novamente no vértice inicial

» Janela de Algebra™ |»

Com a ferramenta Poligono selecionada, vamos clicar no ponto A, em seguida no
ponto B, depois C' e assim em cada um dos pontos até o ponto A novamente.

k| AP OO, 4N 4 2 @,

» Janela de Algebra *“ |» Janela de Visualizagéo
Ponta
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(c) O GeoGebra ja nos da a area de poligonos e também o comprimento de segmentos.
Na janela algebra, podemos notar que foi criado um hexégono: poll = 5.5, poll é
nome do poligono, e o valor ap6s o igual é a area desse poligono.

Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

-

Janela de A'Igebra X

- Hexdgono
Ponto

~@ A={1,05)

@ B={1515)

L]

® C=(05,3)
-4 D={-0.5,3)
@ E=(15,15)
® F={1,05)

Entrada:

» Janela de Visualizagéo

Entrar...

Se quisermos uma malha quadriculada, para uma melhor visualizacao, vamos sele-
cionar a 12* caixa de ferramentas “Mover Janela de Visualicao”, habilitar as opgoes
na janela de visualizacao e clicar em “Exibir ou esconder malha™

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

R AL D OO 4 Nfre)

-

- Hexagono

4 pol1=55
Ponto

@ A={1,05)

@ B=[15,15)

L ]
@ C=(05,3)
@ D={-05,3)
@ E=(1515)
@® F=(1,05)
Segmento

Entrada:

Janela de #;\.Igebra“" X

EJanela de Visualizagao

21, =T
1E>ub|r ou esconder a malha|
=)

e

£

25

Entrar...

<

Acesse o exemplo resolvido na péagina:

(2.16,0.18)

i)

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/t5eWtGBI
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Exemplo 3.

(a) Podemos notar que esses pontos estarao localizados no 4° quadrante, entao precisamos
melhorar a posi¢ao do plano cartesiano para visualizarmos melhor os pontos que
inserimos. Para isso vamos utilizar a ferramenta “ Mover Janela de Visualizacao”,
na 12% caixa de ferramentas, pressionando o botao do mouse, podemos posicionar
da forma mais conveniente para a visualizagao da figura.

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

RS SCI PN I =

» Janela de J\Igebra

b Janela deVlsuaIlzagﬁ X:

14

Entrada:

B

Novamente, utilizando o campo “Entrada”, vamos inserir cada um dos pontos:

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
E\\S\_| .Av /-/'/7 J(—( b‘? ®v ®7 &7 X ABCV e—ziv
» Janela de Algebra X | Janela de Visualizagéo X
Fonto
A=(3,-1) 1]
@ B=16,-3)
@ C=(3,5)
u]
2 -1 o 1 2 a 3 s 5 7 &
A
= .
_2 | 5]
B
3 (]
-
c
-5 ®
-G
Entrada: s @
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Com a ferramenta “Poligono” selecionada, vamos clicar no ponto A, em seguida no
ponto B, depois C' e depois D e para fechar o poligono novamente o ponto A.

Arquivo Editar Exibir Opgtes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
kAL @) O] 4 N ) =2 ) <)
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagéo X
Paonto
A=(3,-1)
B={(6,-3) 14
C=(3,5)
D={0,-3)
0
i i3 B o 1 3 3 4 5 8 7
14
Entrada:

@

(b-c) Agora, precisaremos construir a reta y = x, uma vez que iremos fazer a reflexao
dos pontos em torno dessa reta. Para isso, inserimos y = x no campo “Entrada’™
)

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

®7 ®7 dﬂ'v x? ABC7 a—:E_f

Janela de Algebra “ | Janela de Visualizagdo X

Paonto
..... ® A=(3,-1)
..... @ B= :sl _3} 14
..... L) C=I3| _5}
--@ D=(0,-3)

Quadrilatero : ; , B ; : : . . - :
L pol1 =12 -3 -z -1 o] 1 2 ] 4 5 [} 7
Segmento

R, A

-

Entrada.:

=]
D]

Agora, iremos utilizar um recurso do GeoGebra pra efetuar a reflexao dos pontos
em torno da reta y = x, porém nao vamos precisar refletir ponto por ponto, como ja
construimos o poligono formado por esses 4 pontos, vamos fazer a reflexao de todo
o poligono, pois dessa forma iremos refletir todos os 4 pontos de uma sé vez.
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Vamos utilizar a ferramenta “Reflexdo em Relacdo a uma Reta”, localizada na 9?
caixa de ferramentas:

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R, A2 B O 0, £ [[N]jree 2 o

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizag Reflex&o em Relagédo a uma Reta
.F'orgo - Selecione primeiro o objeto e, depois, a reta de reflexdo
@ B={(6,-3) 1
@ C=(3,-5)
@ D=(0,-3)
Quadrilatero Gl
. DO|1 =12 -3 -2 -1 o 1 2 2 4 8 -] ¥ 3 g a
Reta
- ey=x
Segmento
@ a=361
@ b=361
@ c=3.61
@ d=3.61

Entrada: | g

o]

Com a ferramenta selecionada, vamos clicar no interior do poll e em seguida na
reta y = x. Note que uma nova figura, poll’, surgiu na janela de visualizagao, essa
figura ¢é justamente a reflexao de poll em torno da reta y = x. E na janela algebra
temos as coordenadas dos A’, B’ ¢’ e D', que sao as reflexdes de A, B C' e D,
respectivamente.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NRENNEEIPRNEE D

+ Janela de A"Igebra’" = Janela de Visualizagédo _ _ X:

@[ D'=(3,0)
- Quadrilatero
@ poll=12
-4 pol1 =12
- Reta

8 oery=x Tn
~ Segmento
@ a=361
: a'=3.61
b=3.61
b'=3.61
c=3.61
c'=3.61
d=3.61
d'=3.61

Entrada:

0]
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(d-e) Vamos utilizar a ferramenta “Ponto”, na 2* caixa de ferramentas, para identificar
a origem no plano cartesiano. Com a ferramenta “Ponto” selecionada clicamos na
intersecgao dos eixos OX e QY para marcar o ponto (0,0) que sera denotado por

E:

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

DREREEEERNEEE

» Janela de Algebra 4+ Janela de Visualizagdo

- Fonto
8 A=(3,1)
A'=(-1,3)
B=1{6, -3}
B'={(-3, 6}
C=1{3,-5}
C'=(53)
D=1{0,-3}
D'={(-3, 0}
E=(0,0)
Quadrilatero
@ pol1=12
L@ pol'=12

Entrar...

. Rea -10 )
) ey=x
- Segmento
i a=3.61
a'=3.61
b=3.61
b'=3.61
c=3.61
c'=3.61
d=3.61
d'=3.61

Entrada:

Assim como da outra vez, vamos fazer a reflexao do poll e automaticamente refle-

tiremos todos os seus pontos.

Iremos utilizar a ferramenta “Reflexao em Relacao a um Ponto”, na 9% caixa de

ferramentas, para efetuar a reflexao em torno da origem:

Arquivo Editar Exibir OpgSes Ferramentas Janela Ajuda

k] A D OO, 4[N secf 2 4,

A A i i ° = ~
> Janela de Algebra » Janela de Visualizag x Reflexdo em Relagéo a uma Reta |

- Ponto

el A=(3,-1)
A={1,3) .
B=1(6,-3}

+° Reflexdo em Relacdo a um Ponto

® B=(36) . ]
AR ,\ Inverséo
® C=(53) o - -
® D-(0,-3 J»e Rotagdo em Torno de um Ponto
& D=(30)
zu;dm‘;'es; v}‘ Translag8o por um Vetor
L@ poll=12 o
@ polt'=12 .+ Homotetia
. Reta A0 B ) A
Ll ey=x
- Segmento

a=3.61
a'=3.61
b=3.61
b'=3.61
c=3561
c'=3.61
; d=3.61
@ d'=361

Entrada:
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Com a ferramenta selecionada, vamos clicar no interior do pol1 e em seguida no ponto
E. O novo poligono na janela de visualizagao, poll}, ¢ a reflexdo de poll em torno
da origem. Na Janela de Algebra temos as coordenadas dos pontos A}, B}, C] e
D}, que sao as reflexoes de A, B, C' e D, respectivamente.

Arquivo Editar Exibir OpgSes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

k) A D OO, 4[] vecf ) 4,

» Janela de Algebra “ |» Janela de Visualizagéo

@ E=(0,0)

Quadrilatero
-4 poll =12

@ pol1'=12
@ polT, =12

- Reta
@ ey=x
Segmento
@ a=361
@ a'=361 ™ ] 2

Entrada: F 3

Acesse o exemplo resolvido na pagina:
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/NntVMCay

Exemplo 4. Neste exemplo, vamos precisar declarar uma matriz. No GeoGebra, uma
matriz é denotada por chaves “{ }” e cada linha da matriz também deve estar entre chaves
e devemos separar uma linha da outra com virgula.

2 -1

-1 2

No campo entrada inserimos a seguinte declaragdo: A={{2, -1}, {-1, 2}}

Vamos declarar a matriz A = (

Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AN P OO £ N rag) 2

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagéo

8

Entrada.:l. ={{2,-1},{-1,2}}| =
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A matriz ira surgir na Janela de Algebra. Declaramos o ponto P = (3,2) e agora
vamos obter o ponto (), que é a imagem do ponto P pela transformacao T, dada pela
matriz A:

Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
‘ .Av ,/./T J\/v b? ®7 ®T Al? x.\ ABC? i:iT ‘_}’7
» Janela de Algebra “ | » Janela de Visualizagéo “'".X:
- Lista 8
B iy
A= Rl B
Ponto &
@ P=(3,2)
5
3
P q
2 ®
.
1]
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 (=] 7
-1
£}
Entrada: W: @
OBSERVACAO: E importante destacar que apesar do GeoGebra denotar o ponto P
. - ) . . 3
como sendo P = (3,2), implicitamente ele ¢ escrito como uma matriz coluna P = 5 )

pois do contrario nao seria possivel fazer a miltiplicacao de A por P. No GeoGebra, os
pontos sao denotados como matrizes linha e vetores sao denotados como matrizes coluna,
apenas para diferenciar um objeto do outro.

(a) Vamos determinar o ponto P = (a,b), cuja a imagem pela transformagao T, definida
pela matriz A, é o ponto @) = (—2,3). Ou seja:

(52)0)-(3)

Isso equivale a resolver o sistema linear:

2a — 1b = —2

—la+2b=3
Podemos utilizar o GeoGebra para resolver esse sistema graficamente. Note que as
2 equacoes sao equacoes de 2 retas, se existir uma solucao para este sistema, essa

solugao ira satisfazer tanto a primeira quanto a segunda equacao, ou seja, a solugao
serd, um ponto pertencente as 2 retas.
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Como o GeoGebra ja utiliza as varidveis x e y para os eixos cartesianos, vamos
apenas trocar as variaveis a e b, por x e y. Vamos inserir as duas equagoes no
campo entrada.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
JEEYSc EEE
|Q]._ A 3 . 1P NI 1o { |
» Janela de &Igeﬁra = J‘anela deVlsua\lzagﬁ.n = [
Reta 8 a
-~ a2x-y=-2
@ bx+2y=3
5
4
3
2 4
i
o
4 3 2 1 [ 1 2 ] EY 5 [ 7
b
-1
2
Entrada: LA

Agora iremos marcar o ponto de interseccao entre as duas retas, para isso vamos
utilizar a ferramenta “Interseccao de Dois Objetos”, localizada na 2* caixa de ferra-
menta:

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
L] A
/}[)@@&x;\sc'az
v v v v v v v v v
e Visualizagdo |
Ponto | - .
& a
Ponto em Objeto
54
‘/ Vincular / Desvincular Ponto
! 4
X Intersecdo de Dois Objetos
° 3
e Ponto Médio ou Centro
-
4
.Z Mimero Complexo
ya 1 2 3 a 5 [ 7
b
Entrada: @
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Com a ferramenta selecionada vamos clicar sobre a primeira e depois sobre a segunda
reta e a ferramenta ird criar o ponto de interseccao entre as 2 retas.

Para testarmos se a solucao esté correta, basta multiplicarmos esse ponto pela matriz
A e verificarmos se o ponto () resultante é Q) = (-2, 3).

Acesse o exemplo resolvido na péagina:
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/f6NwR3qy

(b-c) Primeiro, vamos declarar os pontos P, () e R no campo entrada e depois utilizando
a ferramenta poligono vamos construir o tridngulo APQR. Em vez de aplicarmos a
matriz A em cada um dos 3 pontos, vamos utilizar um comando no GeoGebra que
nos permitiré obter a imagem dos 3 pontos de uma sé vez.

No campo entrada vamos utilizar o comando:

“Aplicar Matriz[< Matriz >, < Objeto >]"

e substituimos “<Matriz>" pelo nome da nossa matriz, ou seja, A e “<Objeto>"
pelo poll que é o nosso APQR

Arquive Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

YRR NS PANEE &

» Janela de Algebra  |» Janela de Visualizagéo

Lista
- 2 -1} 4
A=l o)
Ponto
@ P=(1,0)

@ Q=1,0) El
@ R=(0,1)
Segmento
@ p=141
@ g=14 2
@ r=2
Tridngulo 4
-4 poll=1 R

Entrada:{AplicarMatriz[A, pol1]| @s: @

O triangulo AP'Q'R’ é a imagem do triangulo APQR pela transformagao A. E
os pontos P, Q' e R’ é a imagem dos pontos P, (Q e R pela transformagao A,
respectivamente.

Acesse o exemplo resolvido na pagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBO#material /RadUZDXy
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(d) Podemos encontrar a imagem da reta r de 2 formas, neste item vamos ver uma delas
e no item (e) abordaremos a outra forma.

No campo entrada vamos declarar a reta r da seguinte forma:
Yy =3r — 2,

para renomear a reta, vamos clicar com o botao direito do mouse sobre a reta e na
janela de opgoes clicamos em renomear:

Arguivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[R] AL DO @) &) N ec] =2 <
» Janela de Algebra® * | » Janela de Visualizagéo ]
. Lista %
: v WG
A= = - ) 5
Reta

Ll ary=3x-2

4

3

Reta a
2 Equagdoax+by=c q
Forma Paramétrica
! |-.] Exibir Objeto
[+] Exibir Rétulo
0 o
3 ; 5 ; & Habilitar Rastro w5 =
\ [l Renomear
/. Apagar

3 % Propriedades ...

Entrada: o

Sabemos que uma reta pode ser determinada por 2 pontos, entao vamos encontrar
2 pontos distintos da r e vamos descobrir a imagem deles pela matriz da transfor-
magao A. Vamos utilizar a ferramenta “Ponto em Objeto”, localizada na 2* caixa
de ferramenta para criar 2 pontos distintos B e C"

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

EENPEENER

PEAtS halizagéo X
A Ponto em Objeto

Reta| z ?
el n‘/. Vincular [ Desvincular Ponto

X Intersecéo de Dois Objetos

*  Ponto Médio ou Centro

o~ Numero Complexo

@

Entrada:
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Agora vamos criar o ponto B’ = A x B e o ponto C' = A x C' e agora vamos utilizar
a ferramenta “Reta”, localizada na 3* caixa de ferramenta para criar a reta que passa
pelos pontos B’ e (. Essa reta é a imagem da reta r pela matriz da transformacao

A.

Acesse o exemplo resolvido na péagina:
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material /HSHsSF j9x

(e) Utilizando o comando que aprendemos no item (c). Para isso precisaremos declarar a
reta r no campo entrada e depois utilizando o comando “AplicarMatriz|A, r|”, vamos
obter 7’ que é a imagem da reta r pela transformacao A.

Exemplo 5. Iremos inicialmente visualizar a matriz da transformacao. Para isso, na
opc¢ao Entrada escreveremos a seguinte matriz:

A= {{/\7 0} ) {O’ )‘}}

em seguida dé Enter. Logo apés abrird uma janela perguntando se deve criar controles
deslizantes para A\, como mostra a figura:

Criar Controles Deslizantes

af Z Criar Controle(s) Deslizante(s) para: A
. Criar Controles Deslizantes | Cancelar

Em seguida, usando novamente a opcao Entrada, digite a seguinte matriz:

M = {{1},{2}}
Efetuaremos a multiplicagao das matrizes A e M. Para isso, escreva na op¢ao Entrada:
A x M. Insira os seguintes pontos usando a opcao Entrada:

O0=1(0,0), P=(1,2) e Q= (\N2x%])

Clique na caixa Distancia, comprimento e perimetro, como mostra na figura a baixo
e selecione a opc¢ao Distancia, comprimento e perimetro. Logo em seguida clique sobre os
pontos O e P e depois sobre os pontos ) e O. Observe que a ferramenta utilizada calcula
a distancia entre esses pontos.
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€ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

MR ERE s % NEEB

X

Entrar...

» Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagiao
Lista - 6
( —12 0 i
A= ‘\ 0 —1.2 Ad 5
/1)
M =
‘\\ 2 ,/I §
M LT
L ) ”
Namero
distancia0Q = 2.68 2
distanciaPO = 2.24
® A=12 1
Ponto
~® 0=(0,0) 00
® P=(1,2) 4 £5 2 & o
e Q=(12,24)
e 0Q-268
@ TextoOQ="0Q=2.68"
® TextoPO="PO=224"
o *
-3
4
< >

Entrada

Clique com o botao direito sobre o Controle Deslizante na Janela de visualizagao e na
janela que se abre, clique em propriedades. Iremos definir o intervalo em que se encontra
o processo de expansao e contracao. Para que isso ocorra, coloque o intervalo de -5 a 5
e feche a janela. Na Janela de Algebra, clique com o botdo direito sobre o ponto @ e
selecione a opgao Habilitar Rastro. Mantendo o botao esquerdo do mouse pressionado
movimente o cursor do Controle Deslizante e observe o resultado final, conforme mostra

a figura abaixo.

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Gl SleEARN =R

b

Entrar...

» Janela de Aigebra | » Janela de Visualizagdo
Lista 3 /
= 0 —20 & E /
£ .5
_ (1)
M=(2) .
. [ —2.05
matrizl = I\‘ _41 5 /
Namero
distanciaOQ = 4.58 2 B
distanciaP0 = 2.24
® A=-205 1 P0O=224
Ponto
~-® 0=(0,0) oo
o P=01.2) 1 3 2 -1 (] 2 3 4 5 13 7 B 9 0 N 2 13 14 15 16 17 18
® Q=(-2.05,-41)
Texto A1
~® TextoOQ="0Q =4.58"
® TextoPO="PO=224"
0Q=458
3
Q 4
< > ¥yl

Entrada

Acesse o exemplo resolvido na péagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBO#material /t42jVRmj

Exemplo 6. Vamos declarar a matriz de reflexao em torno do eixo OX no campo entrada
A={{1, 0}, {0, -1}}. Agora utilizando a ferramenta “Ponto”, na 2* caixa de ferramentas,
vamos criar um ponto P genérico no plano. Por fim, vamos criar o ponto (), imagem
do ponto P pela matriz da transformacao A, para isso declaramos no campo entrada

Q=AxP.

Agora com a ferramenta “Mover”, na 1* caixa de ferramentas, mova o ponto P pela
janela de visualizagao e observe o que acontece com o ponto Q).
Acesse o exemplo resolvido na pagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material /b2xtwnak
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Exemplo 7. No campo Entrada insira a matriz A = {{—1,0},{0,1}} e dé Enter. No
campo Entrada insira o ponto P = (1,2) e dé Enter. No campo Entrada insira a multi-
plicacao do ponto P com a matriz A sendo o ponto Q: Q = A x P e dé Enter. Selecione
a opg¢ao mover - na figura a baixo - e mova o ponto P pelo plano e observe o resultado

final.
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBO#material /mbYwtNbv

Exemplo 8. Vamos declarar a matriz de reflexao em torno da origem no campo entrada
A={{-1, 0}, {0,-1}}. Agora utilizando a ferramenta “Ponto”, na 2* caixa de ferramentas,
vamos criar um ponto P genérico no plano. Por fim, vamos criar o ponto (), imagem
do ponto P pela matriz da transformacao A, para isso declaramos no campo entrada
Q=AxP.

Agora com a ferramenta “Mover”, na 1* caixa de ferramentas, mova o ponto P pela
janela de visualizacao e observe o que acontece com o ponto ).

Acesse o exemplo resolvido na péagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBO#material /VOKUJRUK

Exemplo 9. No campo Entrada insira o ponto P = (1,2) e dé Enter. No campo
Entrada insira o ponto A = (4,4) e dé Enter. No campo Entrada insira a matriz
M = {{1,0},{0,1}} e dé Enter. No campo Entrada faga a multiplicagdo da matriz
M pelo ponto P somando com o ponto A:

MxP+ A

Repare no surgimento do ponto B. Mova o cursor sobre os pontos A e P e observe o
resultado da translacao.
Acesse o exemplo resolvido na péagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material /UsCvdP44

Exemplo 10. Primeiramente vamos declarar a reta * = y e depois vamos declarar a
matriz de reflexo em torno da reta x = y no campo entrada A={{0, 1}, {1, 0}}. Agora
utilizando a ferramenta “Ponto”, na 2* caixa de ferramentas, vamos criar um ponto P
genérico no plano. Por fim, vamos criar o ponto (), imagem do ponto P pela matriz da
transformacao A, para isso declaramos no campo entrada () = A x P.

Agora com a ferramenta “Mover”, na 1* caixa de ferramentas, mova o ponto P pela
janela de visualizagao e observe o que acontece com o ponto ).

Acesse o exemplo resolvido na péagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/nduA49WE

Exemplo 11. No campo Entrada insira a matriz M = {{\1,0},{0,A2}} e dé Enter.
Abrira uma janela solicitando para que crie controles deslizantes, clique em criar controles
deslizantes e limite A\, entre -5 e 5 e Ay entre -5 e 5. No campo Entrada insira o ponto
P = (1,1) e dé Enter. No campo entrada faga a multiplicagao entre a matriz M e o ponto
P e denomine o resultado como Q = M * P e dé Enter.
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Exemplo 12.

(a) Vamos declarar cada um dos pontos A, B, C e D no campo entrada e depois com
a ferramenta “Poligono”, localizada na 5* caixa de ferramenta, vamos construir o
quadrilatero ABCD. Também no campo entrada vamos declarar a reta x = y.

(b) Agora utilizando o campo entrada, vamos declarar a transformagao:

e ({302}

E entdo vamos utilizar o comando “AplicarMatriz|<Matriz>, <Objeto>]", subs-
tituindo <Matriz>, por 11 e <Objeto> por poll. Vamos obter o poll’, que é a
imagem do poll pela transformacao 7.

(c) A representagao no plano numeérico da imagem do quadrilatero ABC' D é justamente
o quadrilatero A’B’C'D’. Caso nao estivéssemos obtendo a resolugao através do
GeoGebra, poderiamos obter essa representacao fazendo a multiplicacao da matriz
da transformacao 77 por cada um dos vértices do quadrilatero.

(d) Novamente utilizando o campo entrada, vamos declarar a matriz de transformacao:

Iy = {{07 1}7 {17 O}}

e depois vamos utilizar o comando “AplicarMatriz|<Matriz>, <Objeto>|", substi-
tuindo <Matriz>, por T, e <Objeto> por poll.

Vamos obter o poll}, que é a imagem do poll pela matriz da transformagao 7.
Agora vamos Aplicar a Matriz 17 sobre o poll) e obter pol2.

(e) Vamos agora fazer o mesmo procedimento que realizamos no item anterior invertendo
apenas a ordem. Note que ja fizemos no item (b) , a imagem do quadrilatero pela
matriz da transformacao T e obtivemos o quadrilatero poll’, basta entao aplicar a
matriz Ty sobre poll’ e obter o quadrilatero poll”.

(f) Podemos observar que T1(Ts(z,y)) # To(T1(z,y)), pois ambas possuem imagens di-
ferentes.

Acesse o exemplo resolvido na péagina:
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material /V2CVZCEw

Exemplo 13.

(a) Para inserir a matriz da transformagao T coloque no campo Entrada:
3 1
T, = = =
o)

(b) Para inserir a matriz da transformacao Ty coloque no campo Entrada:

Dé Enter.

Ty = {{1: 0} ) {07 1}}

Dé Enter.
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(c) Para inserir a matriz da transformacao T3 coloque no campo Entrada:

T3 = Tg * T1
Dé Enter.

(d) Para inserir a matriz da transformacao T, coloque no campo Entrada:

T4 = T1 * T2
Dé Enter.

(e) Observe o resultado obtido.

Exemplo 14. Iremos introduzir uma nova ferramenta do GeoGebra para resolvermos
esse exemplo. Primeiramente, com a ferramenta “Ponto” selecionada, vamos criar um
ponto A e um ponto O quaisquer no plano cartesiano. Agora iremos utilizar a ferramenta
“Rotacao em Torno de um Ponto”, localizada na 9% caixa de ferramentas:

« GeoGebra ==

Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

R, A D) O O£ NJrec) 2| )

» Janela de Algebra “ |~ Janela de Visualizaga( x Reflex&o em Relacio a uma Reta
Ponto ft Cv
@ A=(6, o =
L. ?,:‘(ZI?, ,-' Reflex8o em Relagdo a um Ponto
L] =
.\ Invers&o
;g. Rotagéo em Torno de um Ponto
«% Translagdo por um Vetor
¥ gao p! 4
.-k * Homotetia
A
®
0
e
Entrada: (1]

Com a ferramenta selecionada vamos clicar primeiramente no ponto A, que é o ponto
que queremos rotacionar e por ultimo no ponto O que é o centro da rotagao. Na janela
que iréd se abrir, vamos definir o sentido da rotacao, que nesse caso sera o anti-horario e
o angulo de rotagao:

1% Rotacao em Torno de um Ponto
Angulo
45° (al

@ sentido anti-horario

) sentido horario

OK Cancelar
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Feito isso iremos obter o ponto A’, que é a imagem do ponto A obtida através de uma
rotagao de 45°.

Exemplo 15. Assim como no exemplo anterior, podemos também fazer a rotacao de uma
figura em torno de um ponto. Com a ferramenta “Poligono” selecionada crie um poligono
na janela de visualizacao, em seguida seleciona a ferramenta “Ponto” e crie o ponto que
serda o centro da rotagao. Agora com a ferramenta “Rota¢ao em Torno de um Ponto”
selecionada clicamos sobre o poligono e sobre o ponto e escolhemos o angulo e o sentido
da rotacao, nesse caso 90° no sentido anti-horario.

Exemplo 16. Neste exemplo vamos introduzir mais uma ferramenta do GeoGebra. Dados
os pontos P e sua imagem pela rotacao de #, P’, vamos descobrir o valor de 6. Vamos
precisar criar um ponto auxiliar, esse ponto é o centro da rotacao, vamos utilizar a origem
O = (0,0). Feito o ponto auxiliar, selecionamos a ferramenta “Angulo”, localizada na 8
caixa de ferramentas:

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . o . . a=2 -
%_' L ] 4 / __.—ﬁl':"f I-\’\" @ L] = ™ ABC —— ‘%. 3
gl - v i v v i v 7 v v v
P Janela de Algebra A1 | » Janela de Visu: . .
- Ponto |
@ 0=(0,0) v |y
L P=(1.41,1.41) {1_0. Angulo com Amplitude Fixa
@ P={0,2)
cm . .
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro
cm? :
[:j Area
A Inclinaciao
{1,2} Lista 4
L 3
1 -
[}
: . : : =Y : : : : :
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 e 4 5
-1 4
=21
Entrada: sl @

Vamos clicar inicialmente sobre o ponto P em seguida no ponto O e por tltimo no
ponto P’. E importante que utilizemos essa ordem, pois a ferramenta mede o angulo no
sentido anti-horario.
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Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

B[ e e 1N ol s P DN e

P Janela de..-fxl_g_eb(a_ #| | b Janela de Visualizagio X
- Ponto &
~@ 0=(0,0
Lol P=(1.41,141)
- |
- Angulo
. a=45°
q_
3_
|
pr
2§
P
@
14
0 a=45
4 3 2 1 Olo 1 2 3 4 5
_1.
Entrada: =

Exemplo 17. As transformagoes geométricas T} e T, sao representadas pelas matrizes:
2 2 2 V2
T‘l:{{£ _\/__}7{£ \/__}} eTQZ{{\/EaO}7{07\/§}}

27 2 27 2

No campo Entrada insira o ponto P = (1, 1) e dé Enter. Ainda no campo Entrada faga a
multiplicagao:
T3 = TQ * T1

No campo Entrada declare o ponto A como sendo a multiplicagao da matriz da transfor-
magao 13 pelo ponto P:
A= T3 * P

e observe o resultado.
Exemplo 18. Assim como no Exemplo 12, vamos utilizar o comando:
“Aplicar Matriz[< Matriz >, < Objeto >|"
para encontrar a imagem do quadrilatero ABC' D pela transformacao T;

Exemplo 19. Nao existe uma interpretacao geométrica para este exemplo.

82



Exemplo 20. Neste exemplo, vamos utilizar um novo comando:

“MatrizTransposta[< Matriz >]"
01
=(Vs)

“MatrizTranspostalA]

Apos declarar a matriz

Vamos executar o comando:

"
e iremos obter a “matriz1”. Por ultimo, vamos verificar que:
Q = matrizl x A
¢ a matriz identidade.
Exemplo 21.
(a) No campo entrada digite a matriz da transformagao 77 da seguinte forma:
Ty = {{v2,0},{0,2v2}}
Dé Enter.
(b) No campo entrada digite a matriz da transformagao T da seguinte forma:
Ty = {{cos(0), —sin(0)}, {sin(0), cos(0)}}
Dé Enter.
(c) Iremos representar a matriz da transformagao T3 da seguinte forma:
Az = Ay x Ay
Dé Enter.

(d) Iremos representar a matriz da transformagao Ty da seguinte forma:

A4:A1*A2

Analise os resultados obtidos.
Exemplo 22.

(a) Apos declarar os pontos A, B, C' e D e construir o quadrado ABC' D, com a ferramenta
“Poligono” usaremos o comando “AplicarMatriz|T3, poll|” e vamos obter a imagem
do quadrado ABC'D pela transformagao T5.

(b) Analogamente ao item (a), usaremos o comando “AplicarMatriz|Ty, poll]” e vamos
obter a imagem do quadrado ABC'D pela transformacgao T}.

Acesse o exemplo resolvido na pagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/bhHXvaJn
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Exemplo 23.
(a) No campo Entrada represente a reta y = x.

(b) No campo Entrada represente os pontos:

A=(71) B=(13) C=(7,5) D=(53)

Logo apo6s os pontos estarem dispostos, selecione a ferramenta poligono e clique
sobre os pontos A, B, C' e D criando o poligono ABCD.

(c-d) No campo Entrada digite a matriz da transformacao M = {{0,1},{1,0}}. Logo
apos, ainda no campo entrada, declare as imagens de A, B, C' e D pela matriz da
transformacao M:

A =MxA B ' =M=xB C'=MxC D' =MxD

Apos declarar os pontos, selecione a ferramenta poligono e clique sobre os pontos
A, B, C" e D' criando o poligono A'B'C'D’.

(e) Observe os resultados obtidos.
Exemplo 24.

(a) Para construir a representacao grafica do quadrilatero ABC D, basta declararmos os
pontos A, B, C' e D e construir o quadrilatero ABC' D, com a ferramenta “Poligono”.

(b) Verificar o item (c) abaixo.

(c) Construido o quadrilatero ABCD, vamos declarar a matriz

= e () i (5)) i () e ()1}

E para obtermos a imagem do quadrilatero ABC'D pela transformacgao 1" usaremos o
comando “AplicarMatriz|T, poll]” e vamos obter poll’, que é a imagem do quadrado
ABCD pela transformagao T'.

(d) Podemos observar que a imagem dos segmentos de ABC'D néo tiveram o seu com-
primento original alterado e podemos notar que a area de poll e poll’ sdo iguais;
com o auxilio da ferramenta “Angulo” podemos verificar que os Angulos internos de
poll’” também nao foram alterados. Podemos dizer que poll é congruente a poll.
Uma transformacao que preserva medidas é chamada de isometria.

Acesse o exemplo resolvido na péagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material/ArQuNJnd
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Exemplo 25. Selecione a ferramenta “Clirculo Dado Centro e Raio”, como mostra a figura

abaixo.

¥ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
. [ =
201 [ ol N S

* Janela de Algebra I Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dais Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

= x

Entrar...

Setor Circuncircular 4

4

2

Entrada

Para criar a circunferéncia na janela de

visualizagao, clique sobre a origem. Apoés clicar

sobre a origem uma janela se abrira para ser colocado o valor do raio da circunferéncia, es-
creva o valor 100. Logo apos ser criada a circunferéncia, digite o ponto A" = (67.33,73.94)

No campo Entrada.

Novamente utilizando a ferramenta “Circulo Dado Centro e Raio”, clique sobre o ponto
B e digite o raio igual a 50. Selecione a ferramenta “ Interseccao de Dois Objetos”, como

mostra a figura abaixo.

€7 Exemplo_stual_25.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N = ER N EENEE

» Jan .A Ponio Visualizagdo
Co
~®@ (A Ponto em Objeto

L
Pa/ Vincular / Desvincular Ponto
°

[
[ =
®|L.°
Se

| X Intersecao de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

.Z Nimero Complexo

Y : f
N Otimizacao
f\,l Raizes

X

Entrar...

200

50 4

-200 -50

< -
Entrada:

160 200 250 300 350 400 450

-50

-150

Clique sobre as duas circunferéncias no mesmo momento para plotar o ponto desejado.
Clique sobre o ponto criado com o botao direito do mouse e selecione a op¢cao Renomear,

digite A na janela que se abre. Selecione a
abaixo.

ferramenta “Segmento”, como mostra a figura
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€7 Exemplo_atual 25.9gb

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

NN = RN ENEE

¥ Janela de./ Reta
Cénica

~® c:x*4 " Segmento
® d:(x- w5
Ponto L

- @ A=(8(

~® A'=(6 .~ Semireta

o A=0
® B=(1f 5_ Caminha Poligonal
Segment

@ f=100 . Vetor
® g=50 —

«¥ Vetor a Partir de um Ponto

Segmento com Comprimento Fixo

150

50

= X

Entrar...

-350 -300 -250 -200

< >

Enfrada:

-150

-50

-50

150

200

250

300

350

400 450

Clique sobre o ponto Al com o botao direito do mouse e selecione a op¢ao Renomear
e digite O na janela que se abre. Clique sobre o ponto O com a ferramenta “Segmento”
selecionada e logo em sequéncia sobre o ponto A, clique sobre o ponto A e sobre o ponto

B.

Exemplo 26. Neste exemplo vamos introduzir 2 novos recursos do GeoGebra; a ferra-
menta “Controle Deslizante” a Janela de Visualizagao 3D. Primeiramente, vamos declarar

a matriz de rotacao

R, = {{cos(0),—sin(0),0}, {sin(), cos(),0},{0,0,1}}

A letra grega 6 pode ser obtida pelo botao indicado na figura abaixo:

Entrada: R_{z.p}

|

B <[

| Caractere grego: B

=T =)

W& [ =

W |oD|lo|=

d

wlm [m]a|m

o2 e |e |~

+|ole|=

NS

ni# |=j=|a

IR = P =

E3

m| e

o] @

Ao declarar a matriz, o GeoGebra ira abrir um janela nos perguntando se desejamos
criar um controle deslizante para €, aceitamos e veremos que o mesmo iré surgir na Janela

de Visualizagao.

Vamos configurar esse controle, clicando com o botao direito do mouse sobre ele e
clicando em propriedades, iremos definir 0° como sendo o valor minimo e 360° como valor

maximo e o incremento em °:
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T Preferéncias - Exemplo 24.9gb

YAl EHe =
LIStS Basico | Controle Deslizante | Cor | Posic3o | Avangado | Programagao
.8 .
- Nimero Intervalo
min: |0° max | 360° Incremento:

Controle Deslizante

[¥] Fixo [] Aleatdrio (F9) |Horizontal » | Largura: 200 px

Animacio

Velocidade: |1 Repetir | = Oscilando v

Feito isso iremos agora na Barra de Menus em Exibir e vamos selecionar Janela de
Visualizagao 3D:

Arquivo Ed\tar!Exibir|Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
r— = . 2 I I
. | Janela de Algebra Clrii+Shift+A | — 5
> ;‘ K [llaBci]| 252 | €t P
- & Planiha CHri+Shift+S [ i i R ; 0
b Janelads All X JanelaCAS Ctri+ShiftK 55 - o el
Lista (@] Janeta de visualizacgo Ctrl+Shift+1
R @ Janela de Visualizagio 2 Ctrl+Shift+2 | o1
""" S & Janela de Visualizagdo 3D Chl+Shift+3 |~
Nimero m Protocolo de Construcdo Ctrl+5Shift+L 4
@ 8=0 |.» Calculadorade Probabilidades Cti+Shift+P
Teclado 5
EI Campo de Entrada
%+ Layout e
@ Atualizar Janelas Ctrl+F |
Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R 14 [4
o
7 ] 3 4 3 = 1 0 1 2 3 3
14
2
3
Entrada: ci)

E agora vamos declarar um ponto no espago tridimensional, ou seja, um ponto A com
coordenadas em x, y e z. E por fim vamos usar o comando “AplicarMatriz|R, g, A|” e
iremos obter o ponto A’. Vamos clicar com o botao direito do mouse sobre o ponto A’ na
Janela de Algebra e vamos clicar sobre “ Habilitar Rastro”:

87



Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A ° g == =
o /}b@ @#{“’.7 K-.ABC +‘-:H 7 &
M| 2 e o | ai| s | e 1L | B =i | o A
b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [ | » Janela de Visualizagio 3D [
Lista (-8.12, 5.52)
/1.0 0 =0 S
Rz = ( 010 o S
001 . =
Mimero ]
L. 8=0 n_‘“'*--_____h‘_ ‘ ner?
Ponto R o
.. A=(0.15, 0.99,4) “A"“d"—dr__h_ﬁ T
(] A ={40.15, (on_av 1
Ponto A’ %
Coordenadas Esféricas
7| Exibir Objeto L 4
A+ | Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro
7 o 5 a
Renomear
4. Apagar
¢ Propriedades ...
T
‘{—;V_ —.
(-3.08, -4.16)
Entrada:f 1]

Agora vamos clicar com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante 6 e vamos
clicar em animar e observar o que acontece na Janela de Visualizagao 3D.

~ Janela de Visualizagéo 3D =

[ty D a~[i
F

il Lk g

Acesse o exemplo resolvido na pagina:
https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGB9#material/dHrXSnt6

Exemplo 27. Clique no menu Exibir e posteriormente em Janela de visualizagao 3D.
Como mostra na figura abaixo.
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7 GeoGebra s X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entfrar...

Y ¢ Janela de Aigebra Ctrl+Shift+A
o, ~F" Planiha Ctri+Shiftss "
» Janela de Al¢ Janela CAS Ctrl+Shift+K X
@ Janela de Visualizacio Ctri+Shift+1
@ Janela de Visualizacfo 2 Ctrl+Shift+2
& Janela de Visualizacdo 3D Ctri+Shift+3
= Protocolo de Construcéo Ctrl+Shift+L
<. Calculadora de Probabilidades Ciri+Shift+P
[ Teclado
~ Campo de Entrada

= Layout

& Atualizar Janelas Ctrl+F
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

Entrada:

Abrira a janela de visualizagdo em 3D. No campo Entrada declare a matriz:

R ={{1,0,0}, {0, cos(a), —sen(a)}, {0, sen(«), cos(a)) } }

Logo em seguida abrira uma janela onde devemos clicar sobre o botao “Criar Controles
Deslizantes”. Com o botao direito do mouse clique sobre o controle deslizante que aparece
na Janela de Visualizacao e selecione Propriedades. Abrira uma janela de “Preferéncias”,
na guia Controle Deslizante na parte Animacao no campo Repetir selecione a opc¢ao
Crescente.

Na campo Entrada declare o ponto A = (1,1, 1), note que o ponto aparecera na Janela
de Visualizacao 3D. No campo Entrada declare o ponto A’ = R* A. Com o botao direito
do mouse clique sobre o ponto A’ e selecione a opgao Habilitar Rastro. Com o botao
direito do mouse clique sobre o controle deslizante a na Janela de Visualizacao e selecione
a op¢ao Animar. Verifique o resultado obtido.

Acesse o exemplo resolvido na pagina:

https://www.geogebra.org/m/MtgWYN6q/t5eWtGBI#material /t9Equ3T9

Exemplo 28. Primeiramente, vamos declarar a matriz de rotacao

Ryﬁ = {{003(5)7 0, SZn(B)}? {07 L 0}7 {_Sin(ﬁ)v 0, 003(6>}}

E assim como no Exemplo 24 vamos declarar um ponto A no espago tridimensional e
aplicar a matriz da transformacgao R, 3 sobre esse ponto e obter o ponto A’. Podemos
novamente habilitar o rastro desse ponto e animar o controle deslizante e observar o
que acontece na Janela de Visualizacao 3D.

Exemplo 29. No menu Exibir selecione a Janela de Visualizacao 3D. No campo Entrada
declare a matriz:

= {feos (5) o (30} foin () s (5) ) 00)

No campo Entrada desclare o ponto A = (20,20,30) e dé Enter. Ainda no campo
Entrada declare A’ =T *x A, dé Enter.
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Exemplo 30. Vamos introduzir a ferramenta “Translacao por um Vetor”, na 9% caixa
de ferramentas. Com a ferramenta “Ponto” selecionada vamos clicar sobre a interseccao
do eixo X e Y e criar o ponto O, origem do plano cartesiano R?. Agora iremos criar
dois outros pontos, A e B. Utilizando a ferramenta “Vetor”, na 3* caixa de ferramentas
iremos criar um vetor com origem em O e extremidade em A. Agora vamos selecionar a
ferramenta “Translacao por um Vetor”, na 9% caixa de ferramentas:

Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A : gl 1 |
INEIER N EE
%T o v f? "J"-/—z &")7 w—f i Dzj !ABC7 77| ‘%.7
b Janela de Algebra # | b Janela de Visu ® . . rd
G - : . - Reflexdo em Relacdo auma Reta |
- Ponto o
L@ A-(256,098) =
: B={1.1, 2.46) ¥  Reflexio em Relacio a um Fonto
L) -
Wetor .\ Inversao
o= (28) |
> '1 » Rotac3o em Torno de um Ponto
-~ o
o Translacdo por um Vetor
ke B
.~ | Homotetia [ ]
= 4
A
1
"
olQ
] 5 4 3 2 1 o 1 2 a 4 5 [
14
2
]
Entrada: | @

Com a ferramenta selecionada vamos clicar sobre o ponto B e em seguida sobre o vetor
u e iremos obter o ponto B’, que é a translacdo do ponto B pelo vetor posicao do ponto
A. Podemos selecionar a ferramenta “Mover” e mover o ponto A pelo plano e observar o
que ocorre com o ponto B’

Exemplo 31. No campo Entrada declare a matriz:

T = {{)\,0,0},{0,A,0},{0,0,\}}

Em seguida abrira uma janela, clique em Criar Controles Deslizantes. Novamente,
no campo Entrada declare o ponto P = (1,1,1) e dé Enter e depois declare o ponto
P' =T % P e dé Enter. Note o resultado final.

Exemplo 32. Nao existe uma interpretacao geométrica para este exemplo.

Exemplo 33. No menu Exibir selecione a Janela de Visualizacao 3D. No campo Entrada
declare a matriz:

T = {{COS(5>’ 0, 86”(6”” {07 1, 0}7 {—S@n(ﬁ), 0, 005(5)}}

e a matriz:

Ty = {{cos(0), —sen(0),0}, {sen(d), cos(#),0},{0,0,1}}

Declare também um ponto P = (1,1, 1) no espago tridimensional. No campo Entrada
escreva: 17 * Ty * P.

90



Exemplo 34. Primeiramente, vamos habilitar a Janela de Visualizacao 3D e entao vamos
declarar o ponto A = (20,0,0) e as matrizes de rotagao:

o= oo 5). 0 (5) 0} o (5).00 5) o} 00)
o= {1000 fos (3). o0 () o (). ()

Vamos criar a matriz 7' = R, 3 * R,y que serd a composicao das matrizes de rotacao
R.p e R, 5, note que a ordem que usamos para compor é da direita para esquerda.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

.A—.— ’/7 ’:Il"-r—z I:)—z IG}? ®7 éjo‘? :

-
-

- Lista

{071 0 0.71%
- Rys = 01 0|
|\ —0.71 0 0.71 )
/071 —0.71 0%
“ 0 Rye= | 071 071 0 |
oo 0 1)
/05 —0.71 0.5
e | — | 05 071 05 |
L —0.71 0 071 )

- Ponto
..... ® A=(20,0,0)
L A'=(10,10,-14.14)

Para encontrarmos o ponto A’; utilizamos o comando “AplicarMatriz|T, A]” e vamos
obter imagem do ponto A pela rotacao R, ¢ e R, 3, nesta ordem.

Exemplo 35. No menu Exibir selecione Janela de Visualizacao 3D. No campo Entrada
escreva a matriz:

5= {100 fo (5). o () fon (7)o ()

Dé Enter. No campo Entrada escreva a matriz:

1= {fes (3). o0 (5) ) fon () oo () 0} 00.)

Dé Enter. No campo Entrada escreva o ponto A = (20,0,0) e dé Enter. No campo
Entrada escreva o ponto A’ = T * T, * A dé Enter e analise o resultado.

Exemplo 36. Analogamente ao Exemplo 32, vamos declarar e as matrizes de rotacao
™ . ™ . ™ ™
= {fes (3) o 5) 0} fn 5) o () 0} 00
7T . s . ™ ™
R, 5= {{1, 0,0}, {O, cos (Z) , —Sin <Z>} , {0, sin <Z> , COS <Z) }}

Vamos criar a matriz T' = R, ¢ * I}, 3 que serd a composi¢ao das matrizes de rotacao

Ry’g € Rzﬁ.
Para encontrarmos o ponto A’, utilizamos o comando “AplicarMatriz|T", A]” e vamos

obter imagem do ponto A pela rotacao R,y e IR, g, nesta ordem.
Podemos agora observar o resultado deste exemplo com o resultado do Exemplo 32.
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Exemplo 37. No menu Exibir selecione Janela de Visualizacao 3D. No campo Entrada
escreva a matriz:

5= {fos (3) i () 0} fon () s () 0} 00)

Dé Enter. No campo Entrada escreva a matriz:

1= {0000 foeon () o (2)} Jorn (5) oo (23}

Dé Enter. No campo Entrada escreva o ponto A = (20,0,0) e dé Enter. No campo
Entrada declare o seguinte ponto:

A =T,«xTyx A

Dé Enter e analise o resultado final.

Exemplo 38. Apoés habilitar a Janela de Visualizagao 3D, declaramos os pontos:

A=(20,0,10), O=(0,0,0), e B =(10,5,15)

Vamos criar o vetor ﬁ, para isso com a ferramenta “ Vetor”, na 3* caixa de ferramen-
tas, selecionada iremos clicar sobre o ponto O na Janela de Algebra e em seguida sobre
o ponto B, também na Janela de Algebra, pois ¢ mais facil do que clicar sobre eles na
Janela de Visualizagao 3D, e iremos obter o vetor u. Feito isso, iremos declarar a matriz
da transformacao P:

P ={{1,0,0},{0,3,0},{0,0,2}}

E construir um ponto auxiliar (), que serd a imagem do ponto A pela matriz da
transformacao P:

Q=PxA

Agora com ferramenta “Transla¢ao por um Vetor”, na 9* caixa de ferramentas, seleci-
onada vamos clicar sobre o ponto ) e sobre o vetor u na Janela de Algebra e iremos obter
Q' que é justamente o ponto que procuramos.

Note que como a translagao nao é uma transformacao linear nao podemos escreve-la
na forma matricial, o que nos impede de criar uma matriz que seja a composi¢ao da matriz
da transformagcao 1" com a matriz da transformacao P e por isso foi necessario a criacao
do ponto auxiliar ().

Exemplo 39. Vamos repetir os mesmo passos do Exemplo 38, porém iremos primeiro

transladar o ponto A e em seguida aplicar a matriz de escala nao uniforme sobre o ponto
A
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Comentarios iniciais

GeoGebra é um programa gratuito desenvolvido pelo Prof. Markus Hohenwarter da Uni-
versidade de Salzburg - Austria - por volta de 2001 e tem sido continuamente aprimorado.
O programa tem como finalidade auxiliar o ensino de matematica e contempla geometria,
algebra e calculo.

Aplicaremos conceitos e resultados sobre transformacoes geométricas no espaco para
construir uma animacao de um braco robético utilizando o programa GeoGebra.

Apresentaremos duas formas para a construcao da animacao. Na primeira construcao
utilizaremos o recurso 3D do programa e também seu Sistema de Computacao Algébrico
(CAS) que permite realizar célculos simbolicos. Esta construgao é feita por meio de
6 atividades e também permite observar o produto simbodlico de matrizes além de ser
possivel observar, nas atividades 3 e 4, que a matriz associada a composicao das duas
transformacoes de rotacao envolvidads é o produto das matrizes associadas a cada uma
das transformacoes. Essa construcao esta dividida em 6 atividades para que cada etapa
da construcao seja explorada pelo aluno com o objetivo de refletir e entender melhor os
conceitos matematicos envolvidos. A segunda construcao é realizada por meio de apenas
uma atividade e nao utilizaremos os recursos de calculos simbdlicos, ou seja, nao utiliza-
remos a Janela CAS do programa. As atividades proporcionarao apresentar o programa,
e, a0 mesmo tempo, construir a animacao. Assim, assinalaremos e ilustraremos a sua uti-
lidade como ferramenta auxiliar e eficiente para o desenvolvimento, estudo, aprendizado
e melhor entendimento dos conceitos propostos na oficina.

Ao abrir o GeoGebra aparecem a Janela de Algebm e a Janela de Visualizagao exi-
bindo um sistema de eixos coordenados, como na figura 1 da pagina 95. Esta Janela de
Visualuzagao é para as construgoes e representacoes de figuras planas.

¥ GeoGebra - a x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

D|BI%EE S o)) 7 NS B e

=

» Janela de Algebra o %] [~ Janela de Vi
ACT

Entrada:

Figura 1: Tela do GeoGebra
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Na primeira construcao, que corresponde as 6 primeiras atividades, utilizaremos os
recursos de computacao simbdlica do GeoGebra. Com essa finalidades, no menu principal,
escolha o item FExibir — Janela C'AS, conforme mostra a figura 2 da pagina 96.

7 GeoGebra - o %
Arquivo Editar Exibir Opcoes Feramentas Janela Ajuda Entrar
| S Janela de Algebra Ctri=shit=A |, /|| _ 5 c
Al L ¢ ac 232 ]| > =
3 o & Planina Ctri+Shift=s N\ | ' ol Y
» Janela de Al| 1% Janela CAS. Cirl+ShiftK X
@ Janela de Visualizagia Ctri+Shift=1
d Janela de Visualizagio 2 Crl+Shift+2
& Janela de Visualizagio 3D Ctri+Shift+3
e Protocolo de Construcdo Ctri+Shift+L
. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
Teclado
+  Campo de Entrada
L% Layout
& Atalizar Janelas Cirl+F
Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R
|
Entrada:

Figura 2: Abrindo a Janela CAS

Assim, serao exibidas na tela as 3 janelas: Janela de /[lgebm, Janela CAS e Janela de
Visualizacdo, como na figura 3 da pagina 96.

7 GeoGebra - {m) »
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

—~ 15 7. _ ;] =) c
~ o [l 35 [ LC M Sl =[x = f‘v‘i w S
¥ Janela de Algebra X | » JanelaCAS X | = Janelade a X

1 |l hCr
M |

Entrada:

Figura 3: Janelas de Algebm, CAS e de Visualiza¢ao

Nas atividades seguintes também utilizaremos representacoes de pontos no espago.
Assim, vamos apresentar na tela a Janela de Visualizacdo 3D. Para isso, no menu prin-
cipal, escolha o item Fxibir — Janela de Visualizagao 3D, conforme mostra a figura 4 da
pagina 97.
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Devido as atividades a serem realizadas, convém deixar um maior espago da tela para
a Janela CAS e a Janela de Visualizagcao 3D e menor para a Janela de Visualizacdo e
a Janela de Algebm. Para isso, aponte o cursor para a linha a direita da Janela CAS,
pressione o botao do mouse e, mantendo-o pressionado, arraste a linha para o local de-
sejado. Proceda de modo analogo com outras linhas verticais dividindo a tela da forma
apresentada na figura 4 da pagina 97.

2016-10-06-at01-a.9gb -
(o4 a9 u] X

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

¥ Janelade Algebra | b Janela CAS [X | = Janelade izaga = [X] |~ Janela de 0 3D X

1 |l fAC~ | | A Cvy D~ - v [

Entrada:

Figura 4: Janelas de /flgebm, CAS, de Visualizagao e de Visualizagao 3D
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Construcao 1

Atividades

1 Rotacao em torno do eixo z

(a) Inserir um ponto arbitrario P = (a,b,c) na Janela CAS.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 1 da Janela CAS, clique e
digite:

P :=(a,b,¢)

Por fim, pressione a tecla Enter. Com isso, obtemos o que é mostrado na
figura 5 da pagina 98.

7 2016-10-06-at01-b.ggh - m] e
Arquivo Editar Exibir DDQEES Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A . b @ d"‘ X ABC| 2=2
» Janela de Algebra | ¥ Janela CAS X | = Janelade X/ |~ Janelade\ 80 30 X
P=(abc) W o~ nuv | o W~ o~ v | o

:
= Pi=(abc) °A

i |

Entrada:

Figura 5: Inserir um ponto P arbitrario na Janela CAS

(b) Inserir a matriz de rotagao em torno do eixo z de um angulo ¢ na Janela CAS.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 2 da Janela CAS, clique e
digite:

A = {{cos(0),—sen(0),0}, {sen(0), cos(d),0},{0,0,1}}

A letra grega 6 pode ser obtida clicando sobre a letra « localizada a direita
da linha 2 e observe que cada uma das linhas da matriz devem ser colo-
cadas entre chaves. Por fim, pressione a tecla Enter. Ao completar estas
instrugoes é obtido o que é mostrado na figura 6 da pagina 99.
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€7 2016-10-06-2t01-c.ogb - O %
99

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

~ 15 7. M =] = =
= |l =y s flx=) x~[[ £ | ) @ 3
b Janela de Algebra | b Janela CAS > | = Janela de Visualizacio X | = Janela de 5030 X
Pi=(ab,c) L fC~ L ACY v v v ¥
1
- = L}
P (a,b.c) [}
A={{cos(8)-sen(d),0},{sen(8),cos(8),0,{0,0,13} 8
e cos(0) —sen(8) 0
= A= | sen(6) cos(B) 0 ”
0 01
3 a 3

Entrada:

Figura 6: Inserir a matriz de rotagao na Janela CAS

(¢) Inserir na Janela CAS o ponto @ obtido pela rotagao do ponto P em torno do eizo z
de um angulo 6.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 3 da Janela CAS, clique e
digite:

Q:=AxP,

e pressione a tecla Enter. (Veja a figura 7 da pagina 100.) Observe que
as coordenadas do ponto () sao as entradas da matriz coluna obtida pelo
produto da matriz A pela matriz coluna cujas entradas sao as coordenadas
do ponto P = (a,b,c).

(d) Inserir controles deslizantes para a, b e ¢ na Janela de Visualizagao.

Clique no Campo de Entrada, que esta localizado abaixo da Janela de Vi-
sualizagao e de dlgebra, digite a = 1 e pressione Enter. Observe que a = 1
aparece na Janela de Algebm. Na Janela de Algebra, aponte o cursor para
a = 1, pressione o botao direito do mouse e selecione FEzibir Objeto no
menu que se abre. Aparecerd na Janela de Visualiza¢cao um cursor corres-
pondente ao a. Com este cursor podemos variar o nimero a de —5 a b
e isto pode ser alterado utilizando o recurso Propriedades para alterar as
caracteristicas do cursor. Mas, para o que segue, deixaremos como esta.

Proceda de modo analogo para inserir controles deslizantes para b e c.

(e) Inmserir controle deslizante para 6 na Janela de Visualiza¢ao e configura-lo para que o
angulo varie de 0° a 360° com incrementos de 1° e variacao crescente.

Clique no Campo de Entrada, digite 6 = 1° e pressione Enter. A letra 0
pode ser obtida clicando sobre a letra « localizada & direita no Campo de
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€7 2016-10-06-at01-d.qgb - m] *
Arguivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A | \) ABcf||232 -
5] Al Cllo) 4l el ) ’
» Janelade AlgellX| | » Janela CAS [X | = Janelade 3 X |~ Janela de 403D X
P:=(a,b,c) 1 fC~ | | ACy Dv A~ - -
1
-~ P:=(ab,q) 4
A={{cos(9),-sen(8),0}{sen(8),cos(8),0:{0,0, 11 )
e cos () —sen(d) 0
~ A= | sen(8) cos(6) 0 B
0 01
Q=AP 2
3
Q= (a cos (0) —b sen(6),a sen(0) + b cos(0),c)
2
4
2
a
< >
Entrada
. . ~ A~
Figura 7: Inserir a rotagao de P de angulo € na Janela CAS
€7 2016-10-06-3t01-e.ggh - m] e
Arquivo Editar Exipir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A | . a=2
[2] Al D O] AN e[ ] :
¥ Janelade Algebra | ¥ Janela CAS [X | = Janelade a | |~ Janela de\ d0 30 X
Nimero = | ftC~ | | fiCy D~ - v [
@ ae e 1 P:=(a,b,c) - 3
~@ b=3 P P .
e P := (a,b,c) ° 3
A:={{cos(8),-sen(8),0},{sen(8),c0s(8),01,{0,0,11} %
2 b=3
cos(0) —sen(d) 0 &
-~ A= | sen(6) cos(6) 0 4
0 01
c=3
Q=AP . 3

~ Q:=(a cos(8) —b sen(6),a sen(8)+b cos(8),c)

Entrada:

Figura 8: Inserir controles deslizantes para a, b e ¢

Entrada e selecionando a letra # no menu que se abre. Neste menu também
pode ser obtido o simbolo ° de grau. Na Janela de Algebm, aponte o cursor
para # = 1°, pressione o botao direito do mouse e selecione Propriedades no
menu que se abre. Aparecerd uma caixa de didlogo como mostra a figura 9
da pagina 101. Nas caracteristicas em Bdsico selecione em Fxibir Rotulo a
opcao Nome & Valor.

Em Controle Deslizante, verifique se a variacao do angulo estd entre 0° e
360° e em Incremento coloque 1°. Além disso, selecione em Repetir a opcao
Crescente. (ver figura 10 da pagina 102)
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7 Preferéncias >

f

" s BHES =
T —
] :ng;lo Basico Caontrole Deslizante Cor Estilo Posigao Algebra Avancado Programacao
Mome: A
" valor  |1°
Legenda:

Exibir Objeto

[+] Exibir Rétulo: Nome & Valor ~
[] Animar

[] Definir comao Objeto Auxiliar

Realcar Angulos Retos

Figura 9: Configurando o Controle Deslizante para 0: caracteristicas basicas

Assim, a interface grafica ficara como mostra a figura 11 da pagina 103.

(f) Representar os pontos P e @ na Janela de Visualiza¢ao 3D.

Na linha 1 da Janela CAS, aponte o cursor para

P :=(a,b,0),

pressione o botao direito do mouse e selecione Copiar no menu que se
abre. A seguir, cole no Campo de Entrada, localizado na base da tela, e
pressione Enter. Observe que aparecera um ponto P, na Janela de /flgebm
e na Janela de Visualizacao 3D. Para que as coordenadas do ponto sejam
exibidas na Janela de Visualizagao 3D, aponte o cursor para o ponto P; na
Janela de Algebm, pressione o botao direito do mouse e selecione a opgao
Propriedades do menu que se abre. Na caixa de didlogo, em FExibir Rotulo
selecione Nome & e Valor. O mesmo resultado pode ser obtido apontando
o cursor para o ponto na Janela de Visualizacao 3D e procedendo de modo
analogo. Note que as coordenadas do ponto sao exatamente os valores para
a, b e ¢ que aparecem nos controles deslizantes para essas coordenadas.
Pode acontecer de o ponto nao aparecer no campo visual da representacao
do sistema de eixos cartesianos do espago. Neste caso, altere os valores de a
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"THelEES =
Angulo isico Controle Deslizant - icio A 5
L@ e Basico Lontrole Ueslizanie Cor Estilo Posicdo Algebra Avancado Programacao
Intervalo
min: |0° max: | 360° Incremento: |1°

Controle Deslizante

[ Fixo [] Aleatdrio (F9) |Horizontal ~ | Largura: |180 px

Animacao

Velocidade: |1 Repetir: =:- Crescente Foe

Figura 10: Configurando o Controle Deslizante para 0: caracteristicas do controle

e/ou b e/ou ¢, Movimentar os respectivos cursores dos controles deslizantes
alterando os valores para nimeros convenientes. (ver figura 12 da pédgina

103).

De modo analogo, na linha 3 da Janela C'AS, aponte o cursor para

Q = ((axcos(f)) — (b= sin(h)), (a* sin(f)) + (b* cos(d)), c),

pressione o botao direito do mouse e selecione Copiar no menu que se abre.
A seguir, cole no Campo de Entrada. Aparecera o ponto ()1 na Janela de
/flgebm e na Janela de Visualizacao 3D. Este ponto é a rotacao de angulo
f do ponto P; em torno do eixo z.

(g) Movimentar os cursores de a, b, ¢ e 0 e observar as modificagoes da figura na Janela
de Visualizacao 3D.

(h) Desenhar o caminho do ponto @), ao variar o angulo de rotagao 6, utilizando o recurso
Rastro do GeoGebra.

Aponte o cursor para o ponto ()1 na Janela de Algebm ou na Janela de

Visualizacao 3D, pressione o botao direito do mouse e selecione Habilitar
Rastro no menu que se abre. A seguir, movimente o cursor do Controle
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€7 2016-10-06-at01-f.ggb - m] *
Arguivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
1l 1 . El
= IS T O PN T s
[3] Al Dieeld @4 Njpec &) o
» .Janelade Algebra | » Janela CAS X | = Janelade 5 ¥ |+ Janela de H0 30 X
Nimero P=(abc) W~ | ® [ ] fACy Dy v - [
® a=-29 1 e 55
® b-3 T gas ,
- P := (a,b,c) o L
Angulo
® 9-197° A={{cos(8),-sen(®),0}{sen(8),cos(8),01{0,0,13} %
b=3
e cos () —sen(0) 0 ®
~ A= | sen(6) cos(6) 0 4
[} 01
=3
Q=AY _.— 3
3
~ Q := (a cos(#) —b sen(f),a sen(6)+ b cos(H).c) TR
= 21
<
4
2
3
< >
Emradai ®
. . ,
Figura 11: Elementos na interface grafica
0l ¢ 2016-10-06-2t01.ggb - o x
E.‘\muivcr Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
] A | I 2 @.‘ . [ae]
]~ B Dla el 3]0 4] Nes &) o
2 » Janela de Algebra | b JanelaCas [ | * Janela de Visualizagio [%] | = Janela de Visualizagio 3D X
4~ Nimero P(abc) Il f Cv | | Ry v v Bx Jw
1 =
<P - "
A={{cos(8) -sen(8),0} {sen(8),cos(8).03{0,0,13 " 1
= v h=3
° = s, E cos(0) —sen(0) 0 e
7 Al = A= | sen(f) cos(6) O
& —107° 4
® o-197 3 I Py=628,3,3)
=3 .
Q=AP e a
3 Q
~ Q := (a cos(#) —b sen(f),a sen(6)+ b cos(6).c) T .1 .
e —
a )
2
| l
a
< > < >
4 Entrada;| ® E

Figura 12: Representar os pontos na Janela de Visualizacao 3D

deslizante de 6 ou aponte para o Controle Deslizante, pressione o botao
direito do mouse e selecione Animar no menu que se abre. Com isso, o
angulo # variara em todo o intervalo de 0° a 360° e sera desenhado o caminho
do ponto (). Para parar a animacao, selecione o Controle Deslizante de 6
e desmarque a opgao Animar. (ver figura 13 na pdgina 104.)
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Arguivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

AlCAS . a2 =l
AP OO £l o2 ) > o
» Janela de Algebra | » Janela CAS X | = Janelade A X | > Janela de 403D X
Nimero - hC~ | | fi Gy v - ~ -
® a-29 ; P:=(a,b,c) =
® b-3 ~ P:=(a,b,c ey L]
o (a:b, €) — 3
Panto
L@ P,=129,3,3) A={{cos(8) -sen(®),0}{sen(8),cos(8),03{0,0,11 "
= = b=3
o S| - cos (6) —sen(0) 0 ——
Angul —
A . - A= sen(ﬂn) cus(ﬂz g
=3
Q=AP e
3 3

~ Q:= (a cos(#) —b sen(#).a sen(f)+ b cos(#),c)

< > < >
Entrada:

Figura 13: Desenhando o caminho de ), ao variar 6

2 Rotacao em torno do eixo x

(a) Inserir um ponto arbitrario P = (a, b, ¢) na linha 1 da Janela CAS.

(b) Inserir a matriz de rotagao em torno do eixo z de um angulo a na Janela CAS.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 2 da Janela CAS, clique e
digite:

B :={{1,0,0},{0, cos(a), —sen(a)}, {0, sen(«a), cos(a)}}

A letra grega a pode ser obtida clicando sobre a letra « localizada a direita
da linha 2.

(c) Inserir na Janela CAS o ponto () obtido pela rotacao do ponto P em torno do eizo z
de um angulo a.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 3 da Janela CAS, clique e
digite:

Q:=BxP,

e pressione a tecla Enter. Observe que as coordenadas do ponto () sao as
entradas da matriz coluna obtida pelo produto da matriz B pela matriz
coluna cujas entradas s@o as coordenadas do ponto P = (a, b, c).

(d) Inserir controles deslizantes para a, b e ¢ na Janela de Visualizagdo.

(e) Inserir controle deslizante para o na Janela de Visualiza¢ao e configura-lo para que
o angulo varie de 0° a 360° com incrementos de 1°e variacao crescente.
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(f) Representar os pontos P e @ na Janela de Visualizagao 3D. (Veja a figura 14 da
pégina 105.)

Os pontos P e () sao denotados por P; e ()1 na Janela de Algebm e na
Janela de Visualizagao 3D, respectivamente.

[ 7 2016-10-17-at02.9gb — o X
| Arquvo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
] A *|[|[a=2 = |
] AL DO 4 N= @) oo
i » JaneladeAlgebra  [X] | ¥ Janela CAS 1% | = Janela de Visualizaga: X| | = Janela de izagdo 3D X
_ Nimero Pi=(abg N ftCv | fACvy O~ - - -
| @ a=1 1
i ~® p=0 =
1 e.cs - P:=(a,b,c) g
4~ Ponto .
Y p1 ={1,0,3) B:={1.0, 0},{0, cos(a) -sen(a)},{0, sen(a), cos(a)}} b=0
L@ Q=(1,1526) 2 1 o o e

i 5

Angulo -~ B:= | 0 cos(a) —sen(a) €=3 b

® o=210° e

0 sen(a) cos ()
@=210° %
a-8p @
3 3 P
—~ Q := (a,b cos(a)— c sen(a),b sen(a) + c cos (a)) e
4 2 4

7 Entrada:

Figura 14: Rotacao em torno de eixo x do ponto P;

(g) Movimentar os cursores de a, b, ¢ e o e observar as modifica¢oes da figura na Janela
de Visualizacao 3D.

(h) Desenhar o caminho do ponto @); ao variar o angulo de rotagao «, utilizando o recurso
Rastro do GeoGebra. (Veja a figura 15 da pagina 106.)

3 Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em
torno do eixo x (I)

O objetivo desta atividade é rotacionar um ponto P em torno do eixo z de um angulo 6
seguido pela rotagao em torno do eixo x de um angulo a.

(a) Inserir um ponto arbitrario P = (a,b,c) na linha 1 da Janela CAS.

(b) Inserir a matriz de rotagao em torno do eixo z de um angulo ¢ na Janela CAS.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 2 da Janela CAS, clique e
digite:

A = {{cos(0), —sen(0),0}, {sen(0), cos(d),0},{0,0,1}}

105



€ 2016-10-17-atd2.ggb — O x|

i Arquive Editar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda Entrar...

.Ag: ’{.:Jﬁ I>'.ax ®;: @ex 4’«;: N: EE:: ‘_I-.J . 3 L‘*

nelade Algebra [/ [ » Janela CAS

X
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Figura 15: Rotagao em torno de eixo x do ponto P, ao variar o de 0° a 360°

(¢) Inmserir na Janela CAS o ponto @) obtido pela rotagao do ponto P em torno do eizo z
de um angulo 6.

Digite:
Q:=AxP,
(d) Inserir a matriz de rotagdo em torno do eixo z de um angulo a na Janela CAS.
Digite:
B :={{1,0,0}, {0, cos(a), —sen(a)}, {0, sen(a), cos(c) } }

(e) Inserir na Janela CAS o ponto R obtido pela rotacdo do ponto () em torno do eizo z
de um angulo a.

Digite:
R:= BxQ,
Observe que o ponto R apresentado pelo programa é

R = (a cos(0) — b sen(f), cos(a)(a sen(0) + b cos(0)) — sen(a)c,
sen(a)(a sen(f) + b cos(#)) + cos(a)c).
(f) Inserir os valores 0, 3 e 0 para as coordenadas a, b e ¢ do ponto P, respectivamente.

(g) Inserir controles deslizantes para 6 e a na Janela de Visualizag¢ao e configurar 6 para
que os angulos variem de 0° a 360°, com incrementos de 1°e variacao crescente. e «
para que varie de —45° a 45°, com incrementos de 1° e variacao oscilando.
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Entrada:

Figura 16: Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em torno do eixo x

(h) Representar os pontos P, ) e R na Janela de Visualizagao 3D. (Veja a figura 16
d/a pagina 107.) Note que esses pontos sao denotados por P, )1 e Ry na Janela de
Algebra e na Janela de Visualizacao 3D.

(i) Retirar a Janela CAS e Janela de Visualizagdao da tela, deixando apenas a Janela de
Algebra e a Janela de Visualizacao 3D, como mostra a figura 17 na pagina 108.

Clique no x que esta localizado a direita na barra superior da Janela CAS
para retira-la da tela. Proceda de modo andlogo na Janela de Visualizagao.

(j) Na Janela de Algebra colocar 6 = 135° e ov = 0°.

Dé dois cliques seguidos sobre o 6 na Janela de Algebm e altere o valor do
angulo para 135. E importante que o simbolo ° de grau nao seja retirado.
Proceda de modo analogo com o angulo a.

(k) Observar as modificagoes da figura na Janela de Visualizag¢io 3D.

(1) Desenhar o caminho do ponto R; ao variar o angulo de rotacao «, utilizando o recurso
Rastro do GeoGebra.

4 Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em
torno do eixo x (II)

O objetivo desta atividade é rotacionar um ponto P em torno do eixo z de um angulo 6
seguido pela rotacao em torno do eixo x de um angulo «, como na atividade anterior. Mas,
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Figura 17: Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em torno do eixo x

para isso utilizaremos a matriz da transformacao composicao das duas transformacoes de
rotacao.

(a) Inserir um ponto arbitrario P = (a, b, ¢) na linha 1 da Janela CAS.

(b) Inserir a matriz de rotagdo em torno do eixo z de um angulo 0 na Janela CAS.

Aponte o cursor para o local editavel da linha 2 da Janela CAS, clique e
digite:

A = {{cos(0), —sen(0),0}, {sen(d), cos(0),0},{0,0,1}}
(¢) Inserir a matriz de rotagdo em torno do eixo x de um angulo « na Janela CAS.
Digite:
B = {{1,0,0},{0, cos(a), —sen(a)},{0, sen(a), cos(a)}}

(d) Inserir na Janela CAS a matriz C' da transformagao composigao das duas trans-
formacoes de rotacao, ou seja, em relagao a # seguida pela tranformagao de rotagao
em relacao a a.

Digite:
C:=BxA

(e) Inserir na Janela CAS o ponto R obtido pela transformagao composi¢ao cuja matriz
associada é C' do ponto P.

Digite:
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R:=CxP,
Observe que o ponto R apresentado pelo programa é
R = (a cos(0) — b sen(f), cos(a)(a sen(0) + b cos(0)) — sen(a)e,
sen(a)(a sen(0) + b cos(0)) + cos(a)c).

Compare as coordenadas de R obtidas nesta atividade e as obtidas na atividade
anterior.

Inserir os valores 0, 3 e 0 para as coordenadas a, b e ¢ do ponto P, respectivamente.

Inserir controles deslizantes para 6 e a na Janela de Visualizacao e configurar 6 para
que os angulos variem de 0° a 360°, com incrementos de 1°e variagao crescente. e «
para que varie de —45° a 45°, com incrementos de 1° e variacao oscilando.

Representar os pontos P e R na Janela de Visualizagao 3D. (Veja a figura 18 da
pagina 109.) Note que esses pontos sao denotados por P, e Ry na Janela de Algebra
e na Janela de Visualizacao 3D.

Arquivo
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Figura 18: Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em torno do eixo x

Retirar a Janela CAS e Janela de Visualizacao da tela, deixando apenas a Janela de
Algebra e a Janela de Visualizacao 3D, como mostra a figura 17 na pagina 108.

Clique no x que esta localizado a direita na barra superior da Janela CAS
para retira-la da tela. Proceda de modo analogo na Janela de Visualiza¢ao.

Na Janela de /flgebm colocar = 135° e a = (°.

Dé dois cliques seguidos sobre o 6 na Janela de A/lgebm e altere o valor do
angulo para 135. E importante que o simbolo ° de grau nao seja retirado.
Proceda de modo analogo com o angulo a.
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Figura 19: Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em torno do eixo x

(k) Observar as modificagoes da figura na Janela de Visualiza¢ao 3D.

(1) Desenhar o caminho do ponto R; ao variar o angulo de rotagao «, utilizando o recurso
Rastro do GeoGebra.

5 Rotacao em torno do eixo z seguida da rotacao em
torno do eixo x e translacao na direcao e sentido
do eixo z positivo

O objetivo desta atividade é rotacionar um ponto P em torno do eixo z de um angulo 6
seguido pela rotacao em torno do eixo x de um angulo «, como na atividade anterior, e,
finalmente, transladar de 6 unidades na direcao do eixo z no sentido positivo.

(a) Realizar os itens de (a) até (e) da atividade 4.

(b) Inserir na Janela CAS o ponto @ obtido pela translagao de 6 unidades do ponto R
na diregao e sentido positivo do eixo z. (Veja a figura 20 da pagina 111.)

Digite:

Q := R+ (0,0,6)

(c) Inserir os valores 0, 3 e 0 para as coordenadas a, b e ¢ do ponto P, respectivamente.

110



©F Janela CAS - 2016-10-17-at05-corpo.ggh = O *

= || v s O x=lllx= Ll & =

P:=(a,b,c)

-~ P:=(a,b,c)

A={{cos(B)-sen(B),0} {sen(8) cos(8),01,{0,0,1}}

cos () —sen(#) 0
- A:= | sen(8) cos(#) 0
0 01
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cos (&) —sen (6) 0
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R=C*P

—~ R := (acos(6)—b sen(#),a cos (o) sen(#) + b cos () cos(#) — c sen(cx),a sen () sen(f) +b cos (#) sen () 4 ¢ cos (ax))

Q:=R+(0,0,6)
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Figura 20: Composicao das rotagoes em torno do eixo z e do eixo x seguida pela translagao
na direcao do eixo z

(d)

Inserir controles deslizantes para 6 e a na Janela de Visualizacao e configurar 6 para
que os angulos variem de 0° a 360°, com incrementos de 1°e variagao crescente. e «
para que varie de —45° a 45°, com incrementos de 1° e variacao oscilando.

Representar o ponto @) na Janela de Visualizagio 3D. (Veja a figura 21 da pagina
112.) Note que esse ponto é denotado por @)1 na Janela de Algebra e na Janela de
Visualizacao 3D.

Tracar o rastro do ponto )1 quando o angulo # varia de 0° a 360°. Descrever o
movimento de (. (ver figura 22 da pagina 112)

Apagar o rastro do ponto Q.

Tracar o rastro do ponto )7 quando o angulo « varia de —45° a 45°. Descrever o
movimento de @;. (ver figura 23 da pagina 113)

Apagar o rastro do ponto Q.

Animar os angulos 6 e o simultaneamente, sem solicitar o rastro do ponto ();. Des-
crever o movimento de ().
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Figura 21: Rotacao em torno do eixo z seguida da rotagao em torno do eixo x e translagao

na direcao do eixo z
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Figura 22: Rotagao do ponto )1 em torno do eixo z

6 Desenhando um braco robdtico - animacao

O objetivo desta atividade é desenhar uma figura representando um brago robdtico e
anima-la utilizando a caracteristica dinamica do GeoGebra.

(a) Realizar os itens de (a) até (e) da atividade 5.
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Figura 23: Rotacao do ponto (; em torno da reta paralela ao eixo x passando pelo ponto
(0,0,6)

(b) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos (0,0, 0)
e (0,0,0.6) e raio 2.

No Campo de Entrada, digite
Clilindro[(0,0,0), (0,0, 0.6), 2]

e pressione FEnter.

(c) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos
(0,0,0.6) e (0,0,7) e raio 0.4.

No Campo de Entrada, digite
C'ilindro[(0,0,0.6), (0,0,7),0.4]

e pressione Enter.

(d) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos (0, 0, 6)
e Q1 e raio 0.3.

No Campo de Entrada, digite
Cilindro[(0,0,6),Q-1,0.3]

e pressione FEnter.
(e) Desenhar a esfera de centro no ponto (0,0,7) e raio 0.4.
No Campo de Entrada, digite
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Esferal(0,0,7),0.4]

e pressione Enter.

(f) Desenhar a esfera de centro no ponto @ e raio 0.3. (ver figura 24 da pagina 114)

No Campo de Entrada, digite
Esferal@-1,0.3]

e pressione Enter.
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Figura 24: Desenho de um brago roboético estilizado

(g) Esconder os eixos coordenados.

Aponte o cursor para um local qualquer da Janela de Visualizacao 3D que
nao tenha algo desenhado, pressione o botao direito do mouse e desmarque
a opcao Firos no menu que se abre.

(h) Esconder o ponto 4

Na Janela de A lgebra, aponte o cursor para o pequeno circulo localizado na
frente das coordenadas do ponto () para escondé-lo.

(i) Alterar a cor do cilindro da base da figura.

Aponte o cursor para cilindro da base da figura, pressione o botao direito
do mouse e selecione a opcao Propriedades no menu que se abre. Na caixa
de dialogo Preferéncias que se apresenta na tela, selecione a opcao Cor e
altere a cor para uma cor de sua escolha. Configure a transparéncia para
100. Finalmente feche esta caixa clicando no pequeno X localizado no seu
canto superior direito. (ver figura 25 da pagina 115)
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Figura 25: Preferéncias

(j) Alterar a cor das outras figuras, ou sejam, os outros dois cilindros e as duas esferas.

Proceda de modo andlogo ao item anterior. (ver figura 26 da pagina 116)
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Figura 26: Desenho de um brago robético estilizado

(k) Animar os cursores dos angulos e v e observar o comportamento da figura construida.
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Construcao 2

Nesta construcao utilizaremos a Janela de Visualizacao 3D, além da Janela de Algebm e
a Janela de Visualizacao, que aparecem automaticamente ao abrir o programa. Assim,
ao abrir o programa, é preciso solicitar que a Janela 3D seja exibida na tela. Para isso,
em Eribir selecione a opgao Janela de Visualizagao 3D.

Atividade: Construcao de uma simulacao de um braco
robético

(a) Inserir o ponto P = (0, 3,0).

Clique no Campo de Entrada, que esta localizado abaixo da Janela de Vi-
sualizacao e de dlgebra, digite

P =(0,3,0)
e pressione FEnter.

(b) Inserir controle deslizante para 0 na Janela de Visualizagdo e configurd-lo para que o
angulo varie de 0° a 360° com incrementos de 1° e variacao crescente.

Clique no Campo de Entrada, digite 6 = 1° e pressione Enter. A letra 6
pode ser obtida clicando sobre a letra « localizada a direita no Campo de
Entrada e selecionando a letra # no menu que se abre. Neste menu também
pode ser obtido o simbolo ° de grau. Na Janela de /flgebm, aponte o cursor
para 6 = 1°, pressione o botao direito do mouse e selecione Ezibir Objeto
no menu que se abre. Aparecera na Janela de Visualizacdo um controle
deslizante correspondente ao 6. Aponte novamente o cursor novamente
para 6 = 1°, pressione o botao direito do mouse e selecione Propriedades.
Aparecerda uma caixa de didlogo. Em Bdsico selecione em FEzibir Rdotulo
a opcao Nome & Valor. Em Controle Deslizante, verifique se a variagao
do angulo esta entre 0° e 360° e em Incremento coloque 1°. Além disso,
selecione em Repetir a opgao Crescente. (ver figura 27 da pagina 118)
Depois, clique no x no topo a direita da caixa de didlogo para fecha-la.

(c) Inserir controle deslizante para « na Janela de Visualizagdo e configura-lo para que o
angulo varie de —45° a 45°, com incrementos de 1° e variagao oscilando. (ver figuras
28 e 29 nas paginas 118 e 119.)
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Figura 27: Configurando o Controle Deslizante para 6: caracteristicas do controle
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Figura 28: Configurando o controle deslizante de «

(d) Inserir a matriz A de rotagao em torno do eixo z de um angulo 0 na Janela de A lgebra.
No Campo de Entrada, digite:
A = {{cos(0), —sen(0), 0}, {sen(0), cos(0),0},{0,0,1}}
e pressione FEnter.
(e) Inserir a matriz B de rotagao em torno do eixo x de um angulo a na Janela de Algebm.
No Campo de Entrada, digite:
B = {{1,0,0},{0, cos(a), —sen(a)}, {0, sen(a), cos(c) } }

e pressione Enter. (ver figura 30 na pagina 120.)

(f) Movimentar os cursores de 6 e a deixando-os em valores distintos de 1°. Colocar,
por exemplo, § = 52° e a« = 17°. Isto facilitara a visualizagao dos pontos, que serao
construidos a seguir, na Janela de Visualizacao 3D.
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Figura 29: Elementos na interface grafica

(g) Inserir na Janela de /flgebm e na Janela de Visualizacao 3D o ponto () obtido pela
rotacao do ponto P em torno do eixo z de um angulo 6.

No Campo de Entrada, digite:
Q=AxP
e pressione Enter.

(h) Inserir na Janela de /flgebm e na Janela de Visualizagao 3D o ponto R obtido pela
rotacao do ponto () em torno do eixo x de um angulo «.

No Campo de Entrada, digite:
R=BxQ
e pressione Enter.

(i) Inserir na Janela de Algebm e na Janela de Visualizagao 3D o ponto T' obtido pela
translacao de 6 unidades do ponto R na direcao do eixo z e sentido positivo.

No Campo de Entrada, digite:
T =R+ (0,0,6)

e pressione Enter. (Veja a figura 31 na pagina 121.)
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Figura 30: Elementos na interface grafica

(j) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos (0,0, 0)
e (0,0,0.6) e raio 2.

No Campo de Entrada, digite
Clilindro[(0,0,0), (0, 0,0.6), 2]
e pressione Enter.

(k) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos
(0,0,0.6) e (0,0,7) e raio 0.4.

No Campo de Entrada, digite
C'ilindro[(0,0,0.6), (0,0,7),0.4]
e pressione Enter.

(1) Desenhar a superficie cilindrica de eixo o segmento de extremidades os pontos (0,0, 6)
e T e raio 0.3.

No Campo de Entrada, digite
Clilindro[(0,0,6), T, 0.3]
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Figura 31: Rotacoes e translacao do ponto P

e pressione Enter.

(m) Desenhar a esfera de centro no ponto (0,0, 7) e raio 0.4.

No Campo de Entrada, digite

Esfera[(0,0,7),0.4]

e pressione Enter.

(n) Desenhar a esfera de centro no ponto 7" e raio 0.3. (ver figura 32 da péagina 122)

No Campo de Entrada, digite

e pressione Enter.

(o) Esconder os eixos coordenados.

EsferalT,0.3]

Aponte o cursor para um local qualquer da Janela de Visualizacao 3D que
nao tenha algo desenhado, pressione o botao direito do mouse e desmarque
a opcao Firos no menu que se abre.

(p) Esconder os pontos P, @, ReT
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Figura 32: Desenho de um bracgo robético estilizado

Na Janela de Algebm, aponte o cursor para o pequeno circulo localizado
na frente das coordenadas do ponto P para escondé-lo. Proceder de forma
analoga com os demais pontos.

(q) Alterar a cor dos cilindros da figura e esconder os seus rétulos.

Na Janela de Algebm, selecione a lista dos cilindros, pressione o botao
direito do mouse e escolha a opgao Propriedades no menu que se abre. Na
caixa de didlogo Preferéncias que se apresenta na tela, selecione a opcao
Cor e altere a cor para uma cor de sua escolha. Configure a transparéncia
para 100. (ver figura 33 da pagina 123). A seguir, em Bdsico, nesta caixa
de didlogo, desmarque a opcao Rotulo. Finalmente feche esta caixa clicando
no pequeno X localizado no seu canto superior direito.

(r) Alterar a cor das duas esferas e esconder os seus rétulos.
Proceda de modo andlogo ao item anterior. (ver figura 34 da pagina 123)

(s) Animar os cursores dos angulos 6 e a e observar o comportamento da figura construida.

Na Janela de Algebra, selecione os angulos, pressione o botao direito do
mouse e escolha a op¢ao Animar no menu que se abre.
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Apéndice

Seno e cosseno da soma de angulos

Para os angulos a e  valem as féormulas:

sen(a + () = sena cosf3 + senf cosa

cos(a + ) = cosa cosf3 — sena senf3.

Apresentaremos uma prova geométrica para a formula do seno da soma dos angulos
a e ( para o caso particular em que «, e a + f sao angulos entre 0° e 90°.

Sejam o = BAC e B = C’ZD, como mostra a figura 35 da pédgina 124. Consideremos
0s pontos:

E': intersecao da perpendicular ao segmento AB passando por D
F': intersecao da perpendicular ao segmento AC passando por D
G intersecao da perpendicular ao segmento AB passando por F
H: intersecao da perpendicular ao segmento DFE passando por F
I: intersecao dos segmentos AC' e DE

Note que o angulo I DF também ¢é igual a «, pois nos triangulos retangulos TAE e IDF
os angulos em [ sdo congruentes jd que sao opostos pelo vértice. Assim, lembrando-se de
que a soma dos angulos de um triangulo é igual a 180°, concluimos que IDF = «.

Figura 35: Seno da soma de angulos

No triangulo AED retangulo em E temos sen(a + () = DA Além disso, vemos que
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ED =GF + HD. Assim,

GF+HD
sen(a+ f) = DA
_Gr HD
DA DA
_CGFAF  HDFD "
~ AF DA FD DA
. . . GF
Agora, considerando os triangulos retangulos AGF, AFD, DHF, temos A= sen(a),
AF HD FD
DA~ cos(f3), D= cos(a) e DA~ sen(f).

Portanto, substituindo em (1),

sen(a + fB) = sena cosf3 + cosa senf3

A justificativa geométrica para a férmula do cosseno da soma, também no caso parti-
cular em que os angulos sao menores do que o angulo reto, pode ser feita de modo analogo
ao seno da soma.
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