ANALISE NAO-STANDARD



Abraham Robinson nasceu no dia 6 de Outubro de 1918 e
faleceu no dia 11 de Abril de 1974, na cidade de

Waldenburg, na época pertencente a Alemanha, hoje
Polonia.




Sabemos que 0 conjunto dos inteiros € uma extensao dos naturais, 0s
racionais uma extensao dos inteiros, 0s reais uma extensao dos racionais e
podemos também dizer que o conjunto dos nimeros complexos € uma
extensdo dos reais. Quando Robinson criou a Analise Nao-Stantard para 0s
reais, teve a idéia de fazer uma outra extensdo dos reais, ou seja, ampliar
esse conjunto de nimeros colocando os infinitésimos e os infinitos. Para
ISSO era necessario que esse novo conjunto tivesse as mesmas propriedades
dos reais e ainda outras, por exemplo, esse novo conjunto deveria conter 0s
reais com suas proprledades mas ser diferente dele, conter elementos a
mais. O novo conjunto, chamado de Hiperreal foi denotado por R* . Logo
ORCR* mas R  R*.



Definicoes:

Infinitesimais: é o conjunto ££(0) dos
elementos de R* com a seguinte
propriedade:

para qualquer numero real positivo r,
existe um elemento X desse conjunto,
cujo o valor absoluto € menor que r ,(0
zero real € considerado em elemento
desse conjunto)

u(0) ={x/(x e R¥) A Vr(r €R) —>[x < 1}



Limitados:

E 0 conjunto o de todos os nimeros X
hiperreais, tal que, existe algum real positivo r
onde :

x| < r

D={x/(x€R)AFr(r € R*)AJx| < 1}



Infinito:

R*-Q=R*,

O conjunto dos numeros infinitos hiperreais.
Em outras palavras, os niUmeros hiperreais sao
limitados, infinitos ou 1limitados.



Infinitamente perto: Dois numeros X e y sao
Infinitamente pertos se

x—y e u(0)

O simbolo usado para dois nimeros hiperreais
infinitamente pertos é

X~y



Infinito negativo Finito Infinito positivo
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INnfinitos




Entdo, podemos dizer que um hiperreal
nlimero b:

A) e infinitesimal positivo se € menor do que
qualgquer nimero real positivo,

B) é infinitesimal negativo se for maior que
qualguer nimero real negativo e

C) simplesmente Infinitesimal, se for
Infinitesimal positivo, negativo ou nulo.



Assumimos que . § sao infinitesimais; b,c numeros hiperreais finitos,
mas nao infinitesimais; e H, K sdo numero hiperreais infinitos:

NUmeros Reais: o Unico numero real infinitesimal € o zero. Todo numero
real é finito.

Negativos: — ¢ € infinitesimal. -b é finito e n&o infinitesimal. —H é infinito.

Reciprocos:se ¢ #0 , L éinfinito. Seb =0 , 1 ¢ finito mas nao
1= b

infinitesimal. Se H # O’E é infinitesimal.

Soma: £€+0 ¢ infinitesimal, b+ & ¢ finito mas nao infinitesimal, b+c €
finito (podendo se infinitesimal).H +b € H 4+ g Sao infinitos.

Produtos: ee5 e D ® & sao infinitesimais. bec éfinito, mas nao
infinitesimal. |, ;,, € 1, saoinfinitos

sdo infinitesimais. 2 é finito, mas

Quocientes: £ £ b

b H H C
H
E

ndo infinitesimal. b H H sdo infinitos sempre que ¢ =0
£ b



Raiz:.se ¢~ 0.Ve ¢ infinitesimal. Se b>0,%b € finito, mas
nao infinitesimal. Se |, S0y © Infinito.
Seja b um numero hiperreal finito, a parte standard de
b, denotada por st(b) &€ o numero real que esta
Infinitamente proximo de b. Um ndmero hiperreal
Infinito n&o tem standard parte. Temos, entao:

st(b) € um ndmero real.
b=st(b)+ & ,paraalgum infinitesimal ¢ .
se b é real, entdo, b = st(b).

Dada uma funcao f : R* = R*, chamamos de
Inclinacao de f, no numero hiperreal a, o numero real

S, definido por: _
P S:S,[(f(a+AAxi f(a),

, para um infinitesimal ndo nulo &% .



* Numa aproximacao microscopica
podemos descrever como:

Flo t4&x) — Jla)




Seja f uma funcao real de uma variavel. A derivada de f € uma nova funcao
f", cujo valor em x é a inclinacao de f em x. Simbolicamente:

, quando a inclinagdo existir. -, _ St(f(><+A><)— f(X))

Exemplo: Encontra a derivada da funco f () = +/x
Caso 1: x < 0. Como nao esta definida, ndo existe.

Caso 2: x = 0. Quando AX & infinitesimal negativo, entp  V*+&x=x _0xax=vo

AX AX

, que nao esta definido pois AX ¢ indefinido. Quando AX
, .. o \/X+Ax—\/;_\/§_ 1
€ positivo entdo AX T TAX JAx
esta definido e seu valor € infinito. Logo a
derivada de f em x nao existe pois deve ser a parte standard.




O limite L de uma funcao f (x), € o valor da

f (x), quando x aproxima-se infinitesimalmente
de c sem ser igual a c, isto € f(x) esta perto
Infinitesimalmente de L, ou ainda f(x)~L
Simbolicamente lim ,— _ f(c) = L.

Uma funcéo f é dita continua num ponto c se :
1 — f esta definida em c,

2 —quando x=c¢ ,entdo fX~f@)



FUNCAO
UM POUCO DE SUA
HISTORIA



RESUMO DO RESUMO DA HISTORIA DA DEFINICAO
DE FUNCAO

O conceito de fungao aparece bem tarde na Historia de Matematica, apesar
de ser central principalmente no Calculo. Ele foi usado desde o egipcios,
babilonios e gregos antes de Cristo, e mesmo na Europa do séeculo XVI
“implicitamente”, como dizem o0s historiadores. Nos papiros egipcios e nas
tabuas babilGnicas ja temos representacdes de funcdes em forma de tabelas,
na Grécia antiga ela aparece como graficos de curvas principalmente em
Arquimedes e Apolonio. Na Europa da idade media iniciou-se a busca da
expressao algebrica de uma funcdo e quem primeiramente, pelo que se
sabe, preocupou-se com isto foi Oresme (1323 - 1387) na Franca, ele
procurava a dependéncia das duas magnitudes velocidade e tempo. Leibniz
(1646 - 1716) usa pela primeira vez a palavra “fungdo” como um termo
para designar as varias quantidades geometricas associadas com a curva,
elas eram “func¢oes™ da curva. Depois dele John Bernoulli em 1698 adota a
terminologia de Leibniz — funcdo - para uma magnitude variavel, uma
quantidade que é composta de qualguer maneira possivel desta variavel e
de constantes.



Euler, que foi aluno de Bernoulli, em 1748 escreveu que:

“Uma funcéo é uma valor variavel numa expressao analitica,
que é composta do valor variavel e valores constantes”. Entédo
para Bernoulli e Euler a funcao era o que hoje chamamos do
“valor da funcdo” e ndo exigiam a unicidade, Euler da como
exemplo de funcéo a raiz quadrada de uma variavel. Para ele
também so tinha sentido func¢des continuas, mas ja assumiam
que a funcao podia ter duas representacOes, sua expressao
analitica e a “curva tracada a mao livre”. Fourier (1768 -
1830) restringe de alguma maneira o dominio de definicao da
funcao, ndo era para qualquer numero, mas poderia ser so para
um intervalo , mais geralmente para um conjunto.



Outro fator importante estudado por Fourier foi de
funcdes ndo continuas. Finalmente em 1837 aparece a
definicao de Dirichlet que Introduz o sentido mais
amplo de funcdo, a que conhecemos até hoje: “ A
funcao f: A— B consiste de dois conjuntos nao vazios
o dominio A e a imagem B, e de uma regra que faz
corresponder a cada x em A um unico elemento y em
B. Esta correspondéncia é denotadada por y = f(x) ou
x=f1(y).

Dizemos que y € a imagem de X e que X € uma
Imagem inversa de y .



WEIERSTRASS E AS
FUNCOES CONTINUAS

Um de seus alunos, Hettner, que redigiu um de seus cursos,
escreveu que Welerstrass conhecia a propriedade de certas
funcoes que sdo derivaveis em um namero infinito de pontos e
nao ser em um outro conjunto infinito de pontos. Com isso se
refuta a afirmacao de que toda funcéo continua e derivavel. O
mesmo aluno, afirma que ele conhcia desde 1860 o exemplo

de Riemann da funcéao B ,
F(x) = Z sen(n“Xx)

2
n=1

que é continua (os termos da série sdo continuos e a série €
convergente, pois COMO-1<sen(n’x) <1 e a Série zniz e
convergente),




sua derivada seria f"(x) = > cos(*x)

, Mas essa série nao é convergente em nenhum
ponto real, logo nao existe como funcao
Recentemente Gerver, mostrou que essa
funcao é derivavel em alguns multiplos de 7 .
(Gerver, J. — The differentiability of the
Riemann function at certain rational
multilplies of . American Journal Math. 92, 33
— 55, 1970).



O exemplo de Weierstrass, que hoje € muito conhecido, de
uma funcéo continua que ndo admite derivada em nenhum
ponto real é o seguinte:

f()=2>b"cos@'xz) ,onde be 01]€a=2p+LpeN’
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