
O PRIMEIRO LIVRO DE 

CÁLCULO



Johann Hudde

O matemático holandêz Johann Hudde 
inventou um processo mecânico para 
descobrir raízes duplas para polinômios. 
Sua regra foi descrita em uma carta para 
Frans van Schooten, que foi publicada na 
edição latina da Geometria de Descartes 
em 1659.

Dado um  polinômio

escrito em ordem  decrescente dos graus 
e multiplicamos os seus termos por uma 
progressão aritmética a,a+b,a+2b,....,a+nb 
arbitrária , obtemos assim um outro 
polinômio

Quando a = 0 e b = 1 temos 

F*(x)= ∑iaix
i =xF (x)

onde F (x) é a derivada do polinômio F(x) . 
Em geral 

F*(x)=aF(x) + bxF (x)
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O método de Hudde foi muito usado para se

encontrar a subtangente de uma curva, quando era

dada por uma equação polinomial, e também nos

processo de máximo e mínimo dessas equações. Para

a subtangente Hudde se baseou no processo de

Descartes, isto é, descrever uma circunferência que

tangencia a curva no ponto dado. No processo de

máximo e mínimo em Fermat, procurar um y=a tal

que a reta y=a corta a curva em um ponto de

tangência.



Se a curva é dada pela expressão algébrica por um 

polinômio de grau n

,

construímos um segundo polinômio F*(x) 

muitiplicado os termos do primeiro por um sequência 

de termos :

a, a+b, a+ 2b,.....,a+nb.



Nota que quando a = 0 e b = 1 teremos:

,

onde 

é a derivada da F(x) como conhecemos. Logo

F*(x) = aF(x) + bxF (x)



É fácil verificar que se F(x)=0 tem uma raiz dupla, digamos 

para x=a, então F*(a) =0.

Vejamos com um exemplo como encontrar o coeficiente 

angular da tangente, digamos para uma parábola

Primeiro fazemos  interseção com a circunferência

Temos 

um polinômio do segundo grau em x. Fazendo a=0 e b=1 para 

F*(x) 

, multiplicando por 2,1 e o, 

respectivamente cada termo: 



Chegamos a expressão                        , que dividida por x 

(lembrando sempre que x é diferente de zero):                    , 

que é a subtangente. Logo o coeficiente da tangente é dado 

por:

.

Para achar um ponto de máximo  da função f(x), pelo método 

de Hudde,  recorremos a Fermat, fazendo y =M constante, que 

deve ser raiz dupla. A equação fica:

Logo, F*(x)=0, isto é: f (x)=0.



Voltando a Leibniz e Newton

Os nomes ligados à criação do cálculo são os

de Leiniz (1646 - 1716) e Newton (1642 -

1727). O primeiro artigo que saiu publicado

sobre esse assunto foi o de Leibniz em 1684 na

Acta Eruditorum com o título: “Nova

methodus pro maximis et minimis, itemque

tangentibus, quae nec fractas, nec irrationales

quantitates mortur, & singulare pro illis calculi

genus”



• Mais tarde, em 1686, Leiniz
publica um outro artigo
importante sobre essa „nova
teoria‟ também, no Acta
Eruditorum : “De Geometria
recôndita & Analysi indivisibilium
& infinitorum”

• É um pequeno artigo de
somente seis páginas que contém
a definição de diferencial e dá
breves regras para determinar a
diferencial de somas, produtos,
quocientes e raízes. Aparecem,
também, algumas aplicações no
cálculo da tangente e dos pontos
críticos.



Em 1687 o método dos
Fluxos de Newton, foi
primeiramente publicado em
forma de lemas no seu
importante livro Principia.
No seu lema I lemos: “
Quantidades, e as razões de
quantidades, que em qualquer
tempo finito convergem
continuamente a igualdade, e
antes do fim desse tempo se
aproximam mais uma da outra
que por qualquer diferença
dada se tornam finalmente
iguais.”



Mais tarde Newton introduz no se livro De Methodis Seierum
et fluxionum , escrito em 1671, mas só publicado em 1736 o
seu método dos Fluxos:

“Eu chamarei de Quantidades Fluentes, ou simplesmente
Fluentes estas quantidades que eu considero como aumentadas
gradualmente e indefinidamente; e eu as representarei pelas
últimas letras do alfabeto v, x, y e z para distinguir das outras
quantidades que, nas equações, são consideradas como
conhecidas e determinadas que nós representaremos pelas
letras iniciais a, b, c etc.; eu representarei pelas mesmas letras
sobrepostas de um ponto as velocidades cujas quantidades
fluentes são aumentadas pelo movimento que as produz e, por
conseqüência nós podemos chamar de Fluxões.”





Já no final do século XVII, os irmãos Jakob Bernoulli (1654-

1705) e Johann ( Bernoulli (1667-1748) iniciam um grande estudo

sobre esse assunto. Durante o período de 1687 a 1690, eles estudaram

os dois primeiros artigos de Leibniz, entendendo-os e fazendo as

devidas correções para a posterior divulgação do cálculo leibniziano.

Johann, por volta de 1691-1692 torna-se professor de Guillaume

François Antoine de L Hospital (1661-1704), marquês de St. Mesme

em Paris, onde esse toma conhecimento da “nova teoria” do cálculo.

Em 1695, L Hospital escreve para seu“jovem professor de

Groningen”, Johann dizendo que pretendia escrever um livro sobre as

cônicas e outro de cálculo diferencial. O livro sobre cônicas foi

publicado muito posteriormente, mas o de cálculo, ele envia uma

cópia à Bernoulli, no qual tem na introdução grandes elogios a ele.

Bernoulli agradece os elogios e incentiva seu discípulo a publicar

logo o livro. Em 1696, um ano após, L Hospital encaminha à

Academia de Ciência de Paris seu livro: “Analyse des Infiniment

Petits, pour l intelligence des lignes courbes”, que é então publicado,

tornando-se o primeiro livro de cálculo diferencial publicado.



Por volta de 1691-1692 Johann Bernoulli torna-se professor de

Guillaume François Antoine de L Hospital (1661-1704), marquês de St.

Mesme em Paris, onde ele toma conhecimento da “nova teoria” do cálculo.

Em 1695, L Hospital escreve para seu “jovem professor de Groningen”,

Johann dizendo que pretendia escrever um livro sobre as cônicas e outro de

cálculo diferencial. O livro sobre cônicas foi publicado muito

posteriormente, mas o de cálculo, ele envia uma cópia à Bernoulli, no qual

tem na introdução grandes elogios a ele. Bernoulli agradece os elogios e

incentiva seu discípulo a publicar logo o livro. Em 1696, um ano após,

L Hospital encaminha à Academia de Ciência de Paris seu livro: “Analyse

des Infiniment Petits, pour l intelligence des lignes courbes”, é então

publicado e tornando-se o primeiro livro de cálculo diferencial editado.



Na introdução de seu livro
L Hospital escreve: “De
resto eu reconheço dever
muito as luzes de Bernoulli,
principalmente desse jovem
professor de Groningue. Eu
me servi de seus métodos e
de suas descobertas, e
também as de Leibniz. Por
isso, eu consinto que eles
reivindiquem tudo o que
quiserem, me contentando
daquilo que eles quiserem
por bem me deixarem.”



Conteúdo do livro de L´Hospital  

.” O livro consta de dez secções, assim distribuídas:

I – Onde se dá as regras do cálculo das diferenças.

II – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar as tangentes de todas sortes de
linhas curvas.

III – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar o maior e menor aplicados, onde
se reduzem as questões. Os máximos & mínimos.

IV – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar os pontos de inflexão e de
revertimento.(mudança de curvatura) (cusp ou rebroussement, quando a tangente é
horizontal)

V – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar os desenvolvimentos.
(comprimento de curvas)

VI – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar as cáusticas por refração.

VII - Usagem do cálculo das diferenças para encontrar as cáusticas por refleção

VIII – Usagem do cálculo das diferenças para encontrar os pontos das curvas que
tocam uma infinidade de linhas dadas pelas posições, retas ou curvas.

IX – Solução de alguns problemas que dependem dos métodos precedentes.

X – Nova maneira de se servir do cálculo das diferenças nas curvas geométricas, do
qual se deduz o método de Descartes e Hudde.



Muito importante no livro de L Hospital é
a definição de Diferença. Essa aparece na
definição II, a definição I é de
Quantidades Variáveis e Constantes.

Definição II – A porção infinitamente
pequena que uma quantidade variável
aumenta ou diminui continuamente é
chamada de Diferença. Seja, por exemplo,
uma linha curva qualquer AMB, que tem
por eixo ou diâmetro a linha AC e por
uma de suas aplicadas a reta PM
(coordenada y) ; e seja outra aplicada
infinitamente próxima da primeira. Isto
posto, se tomarmos MR paralela a AC, as
cordas AM e Am, que descrevemos do
centro A, de intervalo AM e pequeno arco
de círculo MS: Pp será a diferença de AP,
Rm a de PM, Sm de AM e Mm a do arco
AM. O mesmo para o triângulo pequeno
Mam, que tem por base o arco Mm será a
diferença do segmento AM; o pequeno
espaço MPpm a do espaço compreendido
pelas retas AP, Pm e pelo arco AM.



I – Pedimos que possamos tomar indiferentemente um por outra duas quantidades que
não diferem entre elas de uma quantidade infinitamente pequena, ou (o que é a
mesma coisa) uma quantidade, que aumenta ou diminui de uma outra quantidade
infinitamente menor que ela, possa ser considerada como a mesma coisa. Pedimos,
por exemplo, que podemos tomar Ap por AP, pm por PM, espaço Apm pelo espaço
APM, o pequeno espaço MPpm pelo retângulo MPpr, o pequeno setor AMm pelo
triângulo MAS, o ângulo pAm pelo ângulo PAM etc..

II – Pedimos que uma linha curva possa ser considerada como o conjunto de uma
infinidade de pequenos segmentos retos, cada um infinitamente pequeno; ou (o que
é a mesma coisa) como um polígono de uma ordem infinita de lados, cada um
infinitamente pequeno; os quais são determinados pelos ângulos que fazem entre
eles a curva e a linha. Pedimos, por exemplo, que a porção da curva Mm e o arco
MS podem ser considerados como linhas retas por serem pequenos; de sorte que o
pequeno triângulo mSM pode se considerado retângulo.

Obs: Supomos obviamente que a seqüência das últimas letras do alfabeto z, y, x etc.
marcam quantidades variáveis e as constantes pelas primeiras a, b, c etc. de sorte
que quando x torna x+dx ; y , z etc., e tornam-se y+dy, z+dz etc. , e a, b, c etc.
continuam os mesmos a, b, c etc..



Seu livro teve várias

edições, uma tradução para

o inglês em 1730 e foi usado

em quase toda a Europa até

inicio do século XIX,

quando foi substituído pelo

também famoso livro de

Lacroix: Traité élémentaire

de calcul différentiel et de

calcul integral, publicado

1802.



CRÍTICAS AO LIVRO DE 

L´HOSPITAL
A partir de 17 de julho de 1701,
na Académie Royale des Sciences
de Paris, inicia-se uma enorme
polêmica ao Infiniment Petits,
pelo matemático Michel Rolle
(1654 - 1722), sustentado pelo
então presidente Abade Jean
Gallois (1632 – 1707). Nessa
época, L Hospital não se
encontrava em Paris e seu grande
defensor foi Pierre Varignon
(1654 - 1722), baseado por uma
vasta correspondência com Jean
Bernoulli.



As críticas de Rolle se apoiavam em dois grandes 
argumentos:

1-Insuficiência e falta de rigor lógico nos conceitos e 
princípios fundamentais do „novo cálculo‟. Isso só foi 
esclarecido plenamente com os trabalhos de Cauchy 
em 1821, e plenamente resolvido com Weierstrass em

1870 .

2-Mostrar com exemplos que o „novo cálculo‟ 
conduzia a erros, no sentido de que não levava aos 
mesmos resultados que os dos métodos anteriores, 
por exemplo o método de Hudde. 



Varignon classifica a primeira crítica
em três categorias: A primeira se
refere as diferenciais de ordem
superior, onde entram o conceito de
infininitamente pequeno. A segunda
crítica se refere a substituição de uma
grandeza por seu valor acrescido ou
subtraído de um valor infinitesimal.
Finalmente, a última crítica Rolle diz
que as diferenciais apresentadas por
L Hospital são zeros absolutos.
Varignon tenta responder essas
questões, que se tornaram conceitos
importantes para o cálculo diferencial,
mas elas só foram respondidas e
aceitas pelos matemáticos com os
trabalho de Cauchy, mais de um
século depois. Varignon responde as
críticas usando os trabalhos de
Leibniz , Newton e sua
correspondência com Jean Bernoulli.



No dia 12 de Março de
1701, Michel Rolle
apresenta na Académie
Royale des Sciences de
Paris três exemplos de
curvas algébricas, que, para
ele, na busca de seus
máximos e mínimos pelo
método de Hudde
mostravam-se diferentes do
método apresentado por
L Hospital no Infiniment
Petit.



Então, o primeiro exemplo de

Rolle é o da curva de equação

cujo o gráfico apresentado por ele

no seu trecho é:

“O método dos infinitamente

pequenos parece dar somente uma

solução, mas se aplicarmos o

método de Hudde encontramos

três soluções: x = a + b, x = a e x

= = a – b, que se reconhece muito

bem pelo gráfico.” (ele coloca o

eixo x na vertical)
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Em 9 de julho de 1701 Varignon responde essa acusação, dizendo que
não existe contradição entre os dois métodos; simplesmente Rolle
considerou somente uma parte do método de L Hospital, esqueceu de
usar a condição de que dy pode ser infinito, isto é, anular o
denominador da „diferença‟ dy. O primeiro ponto dá o máximo cuja
tangente é paralela ao eixo x, e x = a + b, x = a - b dão os dois
mínimos de tangente perpendicular a esse eixo. Varignon corrige
então o gráfico apresentado por Rolle.



O segundo exemplo apresentado à Academie por
Rolle, para contestar o Cálculo Diferencial, foi da
curva de equação :

Nesse exemplo, Rolle mostrou que o Cálculo
Diferencial determina,pelo seu método, dois pontos
extremos,x=a e x=a/2, por outro lado, o método de
Hudde um só x=a/2.

Varignon mostrou, então, que mesmo diferenciando
e considerando que x a, que temos somente um
resultado x=a/2. Analisando melhor a curva acima,
lembrando sempre que x a temos a equação de uma
hipérbole, pois:



A) Quando c2+a2/4-b2/4

for igual a zero, temos a hipérbole degenerada em duas retas
concorrentes no ponto (a/2,b/2).

B) Quando c2+a2/4-b2/4

for maior que zero temos dois pontos extremos, um de
máximo e outro de mínimo, dependendo do ramo da hipérbole
que se considere, isto para x = a/2.

C) No caso em que for menor que zero temos também dois
pontos extremos, um de máximo e outro de mínimo, com
tangentes paralelas ao eixo dos y e no ponto de ordenada y =
b/2.



O terceiro exemplo é da curva
algébrica de equação:

Rolle contesta o método de
L Hospital, dizendo que ele dá um
resultado onde a ordenada é
imaginária, e que, por outro lado,
o de Hudde dá um resultado real.

Se gráfico é:

xxy 2442

 



Vejamos qual foi o erro

cometido por Rolle nesse

exemplo.

Quando ele eleva a

expressão a o quadrado,

introduz um novo

gráfico:
22 816246)2( xxxy

 



Para chegar na
expressão, y4-8y3+16y2-
12y2x+48yx-
64x+3x2=0

,eliminado todos os
radicais e, então,
introduz mais dois
ramos ao gráfico:

E aparece então o ponto
duplo.

 



ATAQUE DE JOHANN 

BERNOULLI À L´HOSPITAL
Depois da morte de L`Hospital,
em 1704, o matemático e amigo
dele Saurin declara na Academia
de Ciência de Paris, que sua
“regra” era devido a Leibniz.
Bernoulli inicia então uma série
de ataques ao Marques acusando-
o praticamente de plagiador,
apesar de ter sido seu professor
em Paris.

O problema da “Regra” somente
fica esclarecido em 1922, quando
são publicadas as cartas de
ambos: L`Hospital e Bernoulli.



Trecho da carta de Bernoulli à 

L´Hospital:



ATAQUE AO CÁLCULO DIFERENCIAL POR BERKELY  

1685 - 1753

• George Berkeley Foi um

bispo irlandês e filosofo,

cuja maior contribuição

conhecida à matemática

foram seus ataques,com

fundamentações lógicas ao

cálculo diferencial, tanto de

Newton, de Leibniz, como

de L Hospital



Depois de trinta anos, quando o Cálculo

Diferencial já tinha provado sua eficiência tanto

em Matemática como em Mecânica, e mesmo a

exatitude nos resultados, Berkely publica seu

L Analyste, um livro onde ele ataca esse método,

usando a lógica como ferramenta e os argumentos

parecido com os de Rolle. Para ele se os resultados

dão resultados corretos, é simplesmente por

manipulações duvidosas não reveladas pela

matemática.



A – mostrando, em primeiro lugar, que os princípios e regras
fundamentais do novo cálculo faltam rigor e são errôneos ou
insuficientes;

B – em seguida, como o novo cálculo dá resultados certos, ele
mostra que isso só foi possível ao preço de um jogo de
compensação de erros, nos desenvolvimentos que conduziram
à esses resultado corretos.

Quando ao argumento A usa dos mesmos raciocínios que
Rolle os utilizou, primeiramente criticando os fluxos de
Newton, quando faz desaparecer infinitésimos de ordem
superior e depois Leibniz : “...supor que uma quantidade
diminui infinitamente e, em conseqüência disso a rejeitar, é na
realidade rejeitar o infinitésimo; e, em verdade, é necessário
uma maravilhosa finura de discernimento para ser capaz de
fazer a distinção entre os acréscimos que somem e as
diferenças infinitesimais.”



TORNANDO O CÁLCULO 

RIGOROSO – CAUCHY
Depois das criticas de Berckley,
vários matemáticos como Maclaurin,
d Alembert, Carnot, Euler e outros
buscaram fundamentar o cálculo das
diferenças de Leibniz e os fluxos de
Newton. Quem conseguiu um
caminho importante foi Lagrange.
Essa busca se intensificou com a
criação da Ecole Politecnique de Paris
por Napoleão, na qual da didática do
ensino de cálculo se tornou
importante. Um dos fatores que levou
a tornar possível tal intento foi os
estudos de convergência de séries e,
também, a utilização nesses estudos
das desigualdades algébricas.

Um nome importante nessa busca foi
de Augustin-Louis Cauchy (1789 -
1867), professor da escola
politécnica, que escreveu vários livros
sobre esse tema:



Na busca de uma formulação
rigorosa, para a época, dos
conceitos do cálculo, Cauchy,
ainda não usando as
desigualdades algébricas,
escreveu no Resume: Seja dois
números bem pequenos; o
primeiro é escolhido para um
valor numérico de h (isto é valor
absoluto) que seja menor que , e
para todo valor de x incluído (no
intervalo de definição), a razão
ficará maior que e menor que .
Isto é, Cauchy dá uma definição
do limite para derivada.



Sua definição de continuidade tem duas versões, uma literal e outra
algébrica, mas que são equivalentes:

A função f(x) será uma função contínua na variável x entre dois limites
dados (‘limite’ aqui significa limitada)se, para cada valor de x entre esse
limites, o numérico valor (absoluto) da diferença decresce indefinidamente
com a. Em outras palavras, a função f(x) é contínua em relação a x entre
um limite dado, se, entre esses limites, um incremento infinitesimal na
variável produzirá sempre um pequeno incremento na função mesma.

Quanto a integral, a primeira definição dada por Cauchy foi de anti-
derivada: a integral de f(x) entre os valores x = a e x = b é, por definição,
F(a) – F(b), onde F é definida pela equação .

Ele já dá o Teorema Fundamental do Cálculo com a versão que
conhecemos hoje:

Se f(x) é finita e contínua em um intervalo , então

para
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ELEMENTOS DO CÁLCULO DE 

KARL WEIERSTRASS 1815-1897

Weierstrass deixou

muito pouca coisa

escrita, seus artigos,

mas das fontes mais

importante de seu

trabalho na busca do

rigor no cálculo aparece

nas anotações de seus

alunos.



„Se duas quantidades podem ser ligadas de maneira 
que a todo valor determinado de uma corresponde um 
valor determinado da outra, então chamamos a última 
de uma função da primeira.‟ 

„ Se, dado qualquer     , existe um       tal que para

a diferença                           é menor em valor 
absoluto que     , então L é o limite de f(x) para 

x= x0 .‟   

0



• O que Weierstrass considera o verdadeiro

teorema fundamental do cálculo é enunciado

como: “Se uma função real de variável real é n

vez continuamente derivável e se todas as

derivadas até a ordem n -1 são nulas em um

ponto x0 , então :

nn

n

xxxf
n

xx
xfxf ))((

!

)(
)()( 00

)(0

0


