O PRIMEIRO LIVRO DE
CALCULO



Johann Hudde

O matematico holandéz Johann Hudde
inventou um processo mecanico para
descobrir raizes duplas para polinGmios.
Sua regra foi descrita em uma carta para
Frans van Schooten, que foi publicada na
edicio latina da Geometria de Descartes
em 1659.

Dado um polindmio E O — Z ax!

escrito em ordem decrescente dos graus
e multiplicamos os seus termos por uma
progressdo aritmética a,a+b,a+2b,....,a+nb
arbitraria , obtemos assim um outro

polinomio F (x)= _Zn:ai (a+ib)x’
Quandoa=0eb=1temos
F*(X)= Yiax =xF (x)

onde F (X) € a derivada do polindmio F(x) .
Em geral

F*(x)=aF(x) + bxF (x)



O método de Hudde foli muito usado para se
encontrar a subtangente de uma curva, quando era
dada por uma equacdo polinomial, e também nos
processo de maximo e minimo dessas equacoes. Para
a subtangente Hudde se baseou no processo de
Descartes, isto €, descrever uma circunferéncia gue
tangencia a curva no ponto dado. No processo de
maximo e minimo em Fermat, procurar um y=a tal
que a reta y=a corta a curva em um ponto de
tangéencia.



Se a curva ¢ dada pela expressao algebrica por um
polindmio de grau n "

F(x) = Za !

construimos um segundo polmomlo F*(X)
muitiplicado os termos do primeiro por um sequéncia
de termos :

a, at+b, a+ 2b,......a+nb.

a;{a+ ib)xt
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Nota que quando a=0e b =1 teremos:

1

F*(x) = Zai-;!:x“' =xF'(x)

=0 y

onde

F'ix) = Za’ a;x' 1

e a derivada da F(x) como conhecemos. Logo

F*(X) = aF(x) + bxF (x)



E facil verificar que se F(x)=0 tem uma raiz dupla, digamos
para X=a, entao F*(a) =0.
Vejamos com um exemplo como encontrar o coeficiente

angular da tangente, digamos para uma parabola ;2 = kx
Primeiro fazemos intersecio com a circunferéncia ¢~V t1°=r"
Temos Fly) = k4 (v -x)t-rt =0

um polindmio do segundo grau em X. Fazendo a=0 e b=1 para
F*(X) N ﬂ

P =xt+ (k=20 -r* =0 multiplicando por 2,1 e o,
respectivamente cada termo: a0+ 1(k-2v)x - 0rf =0



Chegamos a expressao 22 +(k-2r)i=0, que dividida por X
(lembrando sempre que X € diferente de zero): v —x =5k,

que € a subtangente. Logo o coeficiente da tangente é dado

por: —
v 1 '.fc dy

subtangente dx

Para achar um ponto de max%o da funcéo f(x), pelo método
de Hudde, recorremos a Fermat, fazendo y =M constante, que
deve ser raiz dupla. A equacéo fica:

Flx)=Fflx)—M=0

Logo, F*(x)=0, isto é: f (x)=0.



Voltando a Leibniz e Newton

Os nomes ligados a criacado do calculo séo os
de Leiniz (1646 - 1716) e Newton (1642 -
1727). O primeiro artigo que saiu publicado
sobre esse assunto fol o de Leibniz em 1684 na
Acta Eruditorum com o titulo: “Nova
methodus pro maximis et minimis, itemgue
tangentibus, quae nec fractas, nec irrationales
guantitates mortur, & singulare pro illis calculi
genus”



em 1686, Leiniz
publica um  outro  artigo
Importante sobre essa ‘nova
teoria’ também, no  Acta
Eruditorum “De Geometria
recondita & Analysi indivisibilium
& infinitorum”

E um pequeno artigo de
somente seis paginas que contém
a definicdo de diferencial e da
breves regras para determinar a
diferencial de somas, produtos,
quocientes e raizes. Aparecem,
também, algumas aplicacbes no
calculo da tangente e dos pontos
criticos.

Mais tarde,
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Em 1687 o método dos
Fluxos de Newton, foi
primeiramente publicado em
forma de lemas no seu
Importante livro Principia.

No seu lema 1| lemos: *
Quantidades, e as razbes de
quantidades, que em qualquer
tempo  finito  convergem
continuamente a igualdade, e
antes do fim desse tempo se
aproximam mais uma da outra
que por qualquer diferenca
dada se tornam finalmente
iguais.”

i
PHILOSOPHIA

NATURALIS

PRINCIPIA

MATHEMATICA.

Autore F8. NEWTON, Trin. Coll. Cantab. Soc. Mathefeos
Profeflfore Lucafiano, & Societatis Regalis Sodali.

IMPRIMATUR:
S$. PEPYS, RegSec PRESES
Fulii 5. 1686.

LONDINI

Julfa Societatis Regie ac Typis Jofephi Streater. Proftat apud
plures Bibliopolas.  Arro MDCLXXXVIL




Mais tarde Newton introduz no se livro De Methodis Seierum
et fluxionum , escrito em 1671, mas sO publicado em 1736 o
seu método dos Fluxos:

“Eu chamarei de Quantidades Fluentes, ou simplesmente
Fluentes estas quantidades que eu considero como aumentadas
gradualmente e indefinidamente; e eu as representarei pelas
ultimas letras do alfabeto v, X, y e z para distinguir das outras
quantidades que, nas equacOes, sao consideradas como
conhecidas e determinadas que nos representaremos pelas
letras Iniciais a, b, ¢ etc.; eu representarel pelas mesmas letras
sobrepostas de um ponto as velocidades cujas quantidades
fluentes sdo aumentadas pelo movimento que as produz e, por
conseguéncia nds podemos chamar de Fluxodes.”
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Ja no final do seculo XVII, os irmaos Jakob Bernoulli (1654-
1705) e Johann ( Bernoulli (1667-1748) iniciam um grande estudo
sobre esse assunto. Durante o periodo de 1687 a 1690, eles estudaram
os dois primeiros artigos de Leibniz, entendendo-os e fazendo as
devidas correcdes para a posterior divulgacao do calculo leibniziano.

Johann, por volta de 1691-1692 torna-se professor de Guillaume
Francois Antoine de L Hospital (1661-1704), marqués de St. Mesme
em Paris, onde esse toma conhecimento da “nova teoria” do calculo.
Em 1695, L Hospital escreve para seu“jovem professor de
Groningen”, Johann dizendo que pretendia escrever um livro sobre as
conicas e outro de calculo diferencial. O livro sobre conicas foi
publicado muito posteriormente, mas o de calculo, ele envia uma
copia a Bernoulli, no qual tem na introducéo grandes elogios a ele.
Bernoulli agradece os elogios e incentiva seu discipulo a publicar
logo o livro. Em 1696, um ano apoés, L Hospital encaminha a
Academia de Ciéncia de Paris seu livro: “Analyse des Infiniment
Petits, pour | intelligence des lignes courbes”, que e entdo publicado,
tornando-se o primeiro livro de célculo diferencial publicado.



Por volta de 1691-1692 Johann Bernoulli torna-se professor de
Guillaume Francois Antoine de L Hospital (1661-1704), marqués de St.
Mesme em Paris, onde ele toma conhecimento da “nova teoria” do calculo.
Em 1695, L Hospital escreve para seu “jovem professor de Groningen”,
Johann dizendo que pretendia escrever um livro sobre as conicas e outro de
calculo diferencial. O livro sobre conicas foi publicado muito
posteriormente, mas o de calculo, ele envia uma copia a Bernoulli, no qual
tem na introducdo grandes elogios a ele. Bernoulli agradece os elogios e
incentiva seu discipulo a publicar logo o livro. Em 1696, um ano apos,
L Hospital encaminha a Academia de Ciéncia de Paris seu livro: “Analyse
des Infiniment Petits, pour | intelligence des lignes courbes”, € entdo

publicado e tornando-se o primeiro livro de calculo diferencial editado.



ANALYSE

DES
INFINIMENT PETITS,

Pour lintell des Ui rhes.

A PARIS,
DE L'IMPRIMERIE ROYALE

M. DC. XCVL

Trrvs-race or run Firsr Epiviox or L'Hosrirar’s TEXTROOK

Na Introducao de seu livro
L Hospital escreve: “De
resto eu reconheco dever
muito as luzes de Bernoulli,
principalmente desse jovem
professor de Groningue. Eu
me servi de seus metodos e
de suas descobertas, e
também as de Leibniz. Por
1SS0, eu consinto que eles
reivindiquem tudo o que
quiserem, me contentando
daquilo que eles quiserem
por bem me deixarem.”



Conteudo do livro de L"Hospital

.7 O livro consta de dez seccdes, assim distribuidas:
| — Onde se dé as regras do célculo das diferencas.

Il — Usagem do calculo das diferencas para encontrar as tangentes de todas sortes de
linhas curvas.

l11 — Usagem do calculo das diferencas para encontrar o maior e menor aplicados, onde
se reduzem as questdes. Os maximos & minimos.

IV — Usagem do calculo das diferencas para encontrar os pontos de inflexdo e de
revertimento.(mudanca de curvatura) (cusp ou rebroussement, quando a tangente é
horizontal)

V — Usagem do calculo das diferencas para encontrar os desenvolvimentos.
(comprimento de curvas)

VI — Usagem do calculo das diferencas para encontrar as causticas por refracéo.
VII - Usagem do calculo das diferencas para encontrar as causticas por reflecéo

VIII — Usagem do calculo das diferencas para encontrar os pontos das curvas que
tocam uma infinidade de linhas dadas pelas posic¢des, retas ou curvas.

IX — Solucéo de alguns problemas que dependem dos métodos precedentes.

X — Nova maneira de se servir do calculo das diferencas nas curvas geometricas, do
qual se deduz o metodo de Descartes e Hudde.



Muito importante no livro de L Hospital €
a definicdo de Diferenca. Essa aparece na

definicdo I, a definicio | € de
Quantidades Variaveis e Constantes.
Definicdo Il — A porcao infinitamente

pequena que uma quantidade variavel
aumenta ou diminui continuamente €
chamada de Diferenca. Seja, por exemplo,
uma linha curva qualquer AMB, que tem
por eixo ou diametro a linha AC e por
uma de suas aplicadas a reta PM
(coordenada y) ; e seja outra aplicada
infinitamente préxima da primeira. Isto
posto, se tomarmos MR paralela a AC, as
cordas AM e Am, que descrevemos do
centro A, de intervalo AM e pequeno arco
de circulo MS: Pp sera a diferenca de AP,
Rm a de PM, Sm de AM e Mm a do arco
AM. O mesmo para o triangulo pequeno
Mam, que tem por base o arco Mm seré a
diferenca do segmento AM; 0 pequeno
espaco MPpm a do espaco compreendido
pelas retas AP, Pm e pelo arco AM.




| — Pedimos que possamos tomar indiferentemente um por outra duas quantidades que
nao diferem entre elas de uma quantidade infinitamente pequena, ou (0 que é a
mesma coisa) uma quantidade, que aumenta ou diminui de uma outra quantidade
infinitamente menor que ela, possa ser considerada como a mesma coisa. Pedimos,
por exemplo, que podemos tomar Ap por AP, pm por PM, espaco Apm pelo espaco
APM, o pequeno espaco MPpm pelo retangulo MPpr, o pequeno setor AMm pelo
triangulo MAS, o angulo pAm pelo @ngulo PAM etc..

Il — Pedimos que uma linha curva possa ser considerada como 0 conjunto de uma
infinidade de pequenos segmentos retos, cada um infinitamente pequeno; ou (o que
€ a mesma coisa) como um poligono de uma ordem infinita de lados, cada um
infinitamente pequeno; os quais sao determinados pelos angulos que fazem entre
eles a curva e a linha. Pedimos, por exemplo, que a porgdo da curva Mm e 0 arco
MS podem ser considerados como linhas retas por serem peguenos; de sorte que 0
pequeno triangulo mSM pode se considerado retangulo.

Obs: Supomos obviamente que a seqiiéncia das ultimas letras do alfabeto z, y, x etc.
marcam quantidades variaveis e as constantes pelas primeiras a, b, c etc. de sorte
que guando x torna x+dx ;y, z etc., e tornam-se y+dy, z+dz etc., e a, b, ¢ etc.
continuam os mesmos a, b, c etc..



Seu livro teve varias
edicoes, uma traducio para
o0 inglés em 1730 e foi usado
em quase toda a Europa ate
Iniclo do seculo XIX,
quando foi substituido pelo
também famoso Ilivro de
Lacroix: Traité elémentaire
de calcul différentiel et de
calcul integral, publicado
1802.

TRAITE
DU CALCUL DIFFERENTIEL

ET
DU CALCUL INTEGRAEL,

PAR S. FF LACROIX

. Tanthm series juncturague pollet,
HoRraT,

TOME PREMIER,

A PARIS,

Chez J. B, M. DUPRAT, Libraire pour les Mathématiques,
quai des Augustins.

AN V.= 2797,



CRITICAS AO LIVRO DE
L"HOSPITAL

A partir de 17 de julho de 1701,
na Académie Royale des Sciences
de Paris, inicia-se uma enorme
polémica ao Infiniment Petits,
pelo matematico Michel Rolle
(1654 - 1722), sustentado pelo
entdo presidente Abade Jean
Gallois (1632 — 1707). Nessa
epoca, L Hospital ndo se
encontrava em Paris e seu grande
defensor foi Pierre Varignon
(1654 - 1722), baseado por uma
vasta correspondéncia com Jean
Bernoulli.




As criticas de Rolle se apoiavam em dois grandes
argumentos:

1-Insuficiéncia e falta de rigor l6gico nos conceitos e
principios fundamentais do ‘novo calculo’. Isso so foi
esclarecido plenamente com os trabalhos de Cauchy
em 1821, e plenamente resolvido com Welerstrass em

1870 .

2-Mostrar com exemplos que o ‘novo calculo’
conduzia a erros, no sentido de que nao levava aos
mesmos resultados que os dos métodos anteriores,
por exemplo o método de Hudde.



Varignon classifica a primeira critica
em trés categorias: A primeira se
refere as diferenciais de ordem
superior, onde entram o0 conceito de
infininitamente pequeno. A segunda
critica se refere a substituicdo de uma
grandeza por seu valor acrescido ou
subtraido de um valor infinitesimal.
Finalmente, a ultima critica Rolle diz
que as diferenciais apresentadas por
L Hospital sdo zeros absolutos.
Varignon tenta responder essas
questbes, que se tornaram conceitos
importantes para o calculo diferencial,
mas elas s6 foram respondidas e
aceitas pelos matematicos com o0s
trabalno de Cauchy, mais de um
seculo depois. Varignon responde as
criticas usando os trabalhos de
Leibniz : Newton e  sua
correspondéncia com Jean Bernoulli.

Portrait de Pierre VARIGNON
conservé auv Musée des Beaux Arts de Caen



No dia 12 de Marco de
1701, Michel Rolle
apresenta na  Academie
Royale des Sciences de
Paris trés exemplos de
curvas algébricas, que, para
ele, na busca de seus
maximos e minimos pelo
método de Hudde
mostravam-se diferentes do
metodo apresentado  por
L Hospital no Infiniment
Petit.
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Entdo, o primeiro exemplo de
Rolle é 0 da curva de equacao
2
(x> —2ax+a” —h?)3
_b= :
23
cujo o grafico apresentado por ele
no seu trecho é:

“O metodo dos infinitamente
pequenos parece dar somente uma
solucdo, mas se aplicarmos o
meétodo de Hudde encontramos
trés solucbes: x =a+ b, x=ae X
= =a— b, que se reconhece muito
bem pelo grafico.” (ele coloca o

eixo X na vertical)




Em 9 de julho de 1701 Varignon responde essa acusacao, dizendo que
ndo existe contradicdo entre os dois metodos; simplesmente Rolle
considerou somente uma parte do método de L Hospital, esqueceu de
usar a condicdo de que dy pode ser infinito, isto é, anular o
denominador da ‘diferenca’ dy. O primeiro ponto da 0 maximo cuja
tangente € paralela ao eixo X, e x =a + b, x =a - b dio os dois
minimos de tangente perpendicular a esse eixo. Varignon corrige
entdo o grafico apresentado por Rolle.

.: ‘o of |
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O segundo exemplo apresentado a Academie por
Rolle, para contestar o Calculo Diferencial, foi da
curva de equacao : VBt

x

xX—
Nesse exemplo, Rolle mostrou que o Calculo
Diferencial determina,pelo seu método, dois pontos
extremos,x=a e x=a/2, por outro lado, o0 método de
Hudde um so x=a/2.

Varignon mostrou, entao, que mesmo diferenciando
e considerando que X=a, que temos somente um
resultado x=a/2. Analisando melhor a curva acima,
lembrando sempre que X # a temos a equacao de uma
hiperbole, pois:



A) Quando c?+a?/4-b%/4

for igual a zero, temos a hipérbole degenerada em duas retas
concorrentes no ponto (a/2,b/2).

B) Quando c?+a?/4-b%/4

for maior que zero temos dois pontos extremos, um de
maximo e outro de minimo, dependendo do ramo da hiperbole
que se considere, Isto para X = a/2.

C) No caso em que for menor que zero temos também dois
pontos extremos, um de maximo e outro de minimo, com

tangentes paralelas ao eixo dos y e no ponto de ordenada y =
b/2.



O terceiro exemplo € da curva
algébrica de equacao:

y:2+\/4x+\/4+2x

Rolle contesta o método de
L Hospital, dizendo que ele da um
resultado onde a ordenada é
Imaginaria, e que, por outro lado,
0 de Hudde da um resultado real.

Se grafico é:




Vejamos qual foi o erro
cometido por Rolle nesse
exemplo.

Quando ele eleva a
expressao a 0 quadrado,

Introduz um novo
grafico:

(Y —2)? = 6X+ 4+ 24/16X + 8%



Para chegar na
expressao, y*-8y3+16y?-
12y2X+438yX-
64x+3x2=0

eliminado todos os
radicals e, entao,
Introduz  mais dois
ramos ao grafico:

E aparece entdao o ponto
duplo.




ATAQUE DE JOHANN
BERNOULLI A L"HOSPITAL

Depois da morte de L Hospital,
em 1704, o matematico e amigo
dele Saurin declara na Academia
de Ciéncia de Paris, que sua
“regra” era devido a Leibniz.
Bernoulli inicia entdo uma série
de ataques ao Margues acusando-
0 praticamente de plagiador,
apesar de ter sido seu professor
em Paris.

O problema da “Regra” somente
fica esclarecido em 1922, quando
sdo publicadas as cartas de
ambos: L Hospital e Bernoulli.




Trecho da carta de Bernoulli a
L"Hospital:
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ATAQUE AO CALCULO DIFERENCIAL POR BERKELY
1685 - 1753

« George Berkeley Foi um
bispo irlandés e filosofo,
cuja maior contribuicao
conhecida a matematica
foram seus ataques,com
fundamentacbes logicas ao
calculo diferencial, tanto de
Newton, de Leibniz, como
de L Hospital




Depois de trinta anos, quando o Calculo
Diferencial ja tinha provado sua eficiéncia tanto
em Matematica como em Mecanica, e mesmo a
exatitude nos resultados, Berkely publica seu
L Analyste, um livro onde ele ataca esse método,
usando a légica como ferramenta e 0s argumentos
parecido com os de Rolle. Para ele se os resultados
ddo resultados corretos, e simplesmente por
manipulacées duvidosas nao reveladas pela
matematica.



A — mostrando, em primeiro lugar, que 0s principios e regras
fundamentais do novo calculo faltam rigor e sao erroneos ou
Insuficientes;

B — em seguida, como o novo calculo da resultados certos, ele
mostra que isso so foi possivel ao preco de um jogo de
compensagao de erros, nos desenvolvimentos que conduziram
a esses resultado corretos.

Quando ao argumento A usa dos mesmos raciocinios que
Rolle os utilizou, primeiramente criticando os fluxos de
Newton, quando faz desaparecer infinitésimos de ordem
superior e depois Leibniz : “..supor que uma quantidade
diminui infinitamente e, em consequenc:la disso a rejeitar, € na
realidade rejeitar o |nf|n|teS|mo e, em verdade, € necessario
uma maravilhosa finura de discernimento para ser capaz de
fazer a distincdo entre 0s acréscimos que somem e as
diferencas infinitesimais.”



TORNANDO O CALCULO
RIGOROSO — CAUCHY

Depois das criticas de Berckley,
varios matematicos como Maclaurin,
d Alembert, Carnot, Euler e outros
buscaram fundamentar o calculo das
diferencas de Leibniz e os fluxos de
Newton. Quem conseguiu  um
caminho importante foi Lagrange.
Essa busca se intensificou com a
criacao da Ecole Politecnique de Paris
por Napoledo, na qual da didatica do
ensino de calculo se tornou
importante. Um dos fatores que levou
a tornar possivel tal intento foi 0s
estudos de convergéncia de seéries e,
também, a utilizacdo nesses estudos
das desigualdades algébricas.

Um nome importante nessa busca foi
de Augustin-Louis Cauchy (1789 -
1867), professor da escola
politécnica, que escreveu varios livros
sobre esse tema:




Na busca de uma formulacéo
rigorosa, para a epoca, dos
conceitos do calculo, Cauchy,
ainda nao usando as
desigualdades algebricas,
escreveu no Resume: Seja dois
nimeros bem pequenos; o
primeiro é escolhido para um
valor numérico de h (isto € valor
absoluto) que seja menor que , e
para todo valor de x incluido (no
Intervalo de definicao), a razao
ficara maior que e menor que .
Isto €, Cauchy da uma definicao
do limite para derivada.
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Sua definicao de continuidade tem duas versoes, uma literal e outra
algébrica, mas que sdo equivalentes:

A funcdo f(x) sera uma funcdo continua na variavel x entre dois limites
dados (“limite’ aqui significa limitada)se, para cada valor de x entre esse
limites, o numérico valor (absoluto) da diferenca decresce indefinidamente
com a. Em outras palavras, a funcao f(x) é continua em relacdo a x entre
um limite dado, se, entre esses limites, um incremento infinitesimal na
variavel produzwa sempre um pequeno incremento na fungdo mesma.

Quanto a integral, a primeira definicio dada por Cauchy foi de anti-
derivada: a integral de f(x) entre os valores x = a e x = b &, por definicao,
F(a) — F(b), onde F é definida pela equacao .

Ele ja da o Teorema Fundamental do Calculo com a versdo que
conhecemos hoje:

Se f(x) é finita e continua em um intervalo, k,,X  entdo

0= 100 para I = (%)



ELEMENTOS DO CALCULO DE
KARL WEIERSTRASS 1815-1897

Weierstrass deixou
muito  pouca  coisa
escrita, seus artigos,
mas das fontes mais
Importante  de  seu
trabalho na busca do
rigor no calculo aparece
nas anotacdes de seus
alunos.




‘Se duas quantidades podem ser ligadas de maneira
que a todo valor determinado de uma corresponde um
valor determinado da outra, entdo chamamos a ultima

de uma func¢ao da primeira.’

* Se, dado qualquer ¢, existe um 4, tal que para
0<s<s, adiferenca flxo—38)—L é menor em valor
absoluto que ¢ , entdo L é o limite de f(x) para

X=Xg .’



« O que Welerstrass considera o verdadelro
teorema fundamental do calculo é enunciado
como: “Se uma funcao real de variavel real é n
vez continuamente derivavel e se todas as
derivadas até a ordem n -1 sao nulas em um
ponto X, , entao :

1)~ 100)= "L 1001 )



