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✶✳ ❆ ♣r♦✈❛ é ❝♦♠♣♦st❛ ❞❡ ✸ q✉❡stõ❡s✱ q✉❡ ❞❡✈❡♠ s❡r r❡s♣♦♥❞✐❞❛s ❞❡ ❢♦r♠❛ ❝❧❛r❛ ❡ ❝♦♠♣❧❡t❛✳

✷✳ ❆ ❞✉r❛çã♦ ❞❛ ♣r♦✈❛ é ❞❡ ✸ ❤♦r❛s✳

✸✳ ◆ã♦ é ♣❡r♠✐t✐❞♦ ❝♦♥s✉❧t❛✳
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❢♦❧❤❛✳

✶✳ ❙❡❥❛ X
˜

= (X1, . . . , Xn) ✉♠ ✈❡t♦r ❞❡ ✈❛r✐á✈❡✐s ❛❧❡❛tór✐❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s✱ t❛✐s q✉❡ Xi ∼

P♦✐ss♦♥(θ eβzi)✱ ♦♥❞❡ z1, . . . , zn sã♦ ❝♦♥st❛♥t❡s ❝♦♥❤❡❝✐❞❛s✱ ♥ã♦ t♦❞❛s ✐❣✉❛✐s✳ ❖✉ s❡❥❛✱ ❛

❢✉♥çã♦ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞❡ ❞❡ Xi é ❞❛❞❛ ♣♦r

fXi
(xi|θ, β) =

exp{−θ eβzi} (θ eβzi)xi

xi!
IN(xi), θ > 0, β ∈ R.

❙❡❥❛ Y
˜

= (Y1, . . . , Yn) ✉♠ ✈❡t♦r ❞❡ ✈❛r✐á✈❡✐s ❛❧❡❛tór✐❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s ❡ ✐❞❡♥t✐❝❛♠❡♥t❡

❞✐str✐❜✉í❞❛s ❝♦♠ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ P♦✐ss♦♥(λ)✱ λ > 0✱ ❡ s✉♣♦♥❤❛ X
˜

❡ Y
˜
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s✳

✭❛✮ ❖❜t❡♥❤❛ ❛ ❡st❛tíst✐❝❛ ❞❡ ❘❛♦✕❊s❝♦r❡ QS

n(X˜
) ♣❛r❛ t❡st❛r ❛ ❤✐♣ót❡s❡ H0 : β = 0 ✈❡rs✉s

H1 : β 6= 0✳ ❊s♣❡❝✐✜q✉❡ ❛ r❡❣✐ã♦ ❝rít✐❝❛ ❞♦ t❡st❡ ❞❡ ♥í✈❡❧ ❛ss✐♥tót✐❝♦ α✳

❙✉❣❡stã♦✿ ❉❡✜♥❛ x̄ =

∑n

i=1 xi

n
✱ z̄ =

∑n

i=1 zi

n
✱ M2 =

∑n

i=1 z
2
i

n
❡ Mxz =

∑n

i=1 xizi

n
✳

✭❜✮ P❛r❛ β = 0✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r ♥ã♦ ✈✐❝✐❛❞♦ ❞❡ ✈❛r✐â♥❝✐❛ ✉♥✐❢♦r♠❡♠❡♥t❡ ♠í♥✐♠❛

❞❡ (θ − λ)2✳

✭❝✮ P❛r❛ β = 0✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡ Λn(X˜
, Y
˜
) ❛ ❡st❛tíst✐❝❛ ❞♦ t❡st❡ ❞❛ r❛③ã♦ ❞❡ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛s

♣❛r❛ t❡st❛r H0 : θ = λ ✈❡rs✉s H1 : θ 6= λ✳ ▼♦str❡ q✉❡

−2 log Λn(X˜
, Y
˜
) = 2n

[
X̄ log X̄ + Ȳ log Ȳ − (X̄ + Ȳ ) log θ̂0

]
,

♦♥❞❡ θ̂0 =
X̄ + Ȳ

2
✳ ❊s♣❡❝✐✜q✉❡ ❛ r❡❣✐ã♦ ❝rít✐❝❛ ❞♦ ❚❘❱ ❞❡ ♥í✈❡❧ ❛ss✐♥tót✐❝♦ α✳

✶



✷✳ ❙❡❥❛ X
˜

= (X1, . . . , Xn) ✉♠❛ ❛♠♦str❛ ❛❧❡❛tór✐❛ ❞❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❞❡s❧♦❝❛❞❛✱ ❝♦♠

❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❡ ▲❡❜❡s❣✉❡ ❡♠ R ❞❛❞❛ ♣♦r

f(x|θ) = e−(x−θ) I(θ,∞)(x), θ ∈ R.

❈♦♥s✐❞❡r❡ ❛s ❡st❛tíst✐❝❛s T (X
˜
) = X(1) = min {X1, . . . , Xn} ❡ V (X

˜
) = X(n) − X(1)✱ ♦♥❞❡

X(n) = max {X1, . . . , Xn}✳

✭❛✮ ▼♦str❡ q✉❡ T ❡ V sã♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❡s✳

✭❜✮ ❖❜t❡♥❤❛ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ♠á①✐♠❛ ✈❡r♦ss✐♠✐❧❤❛♥ç❛ ❞❡ θ✳

✭❝✮ P❛r❛ n = 1✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡ ✉♠ ♠♦❞❡❧♦ ❜❛②❡s✐❛♥♦ ❡♠ q✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛r❛ θ é ❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦

●❛♠❛(2, 1)✱ ❝♦♠ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛❞❛ ♣♦r π(θ) = θ e−θ I(0,∞)(θ)✳ ❊♥❝♦♥tr❡ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r

❞❡ ❇❛②❡s ❞❡ θ✱ s♦❜ ❛ ♣❡r❞❛ q✉❛❞rát✐❝❛✳ ✭❙✉♣♦♥❤❛ X > 0✮✳

✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r❡ ✉♠❛ ❛♠♦str❛ ❛❧❡❛tór✐❛ X
˜

= (X1, . . . , Xn) ❞❡ t❛♠❛♥❤♦ n ❞❡ ✉♠❛ ❞✐str✐❜✉✐çã♦

❝♦♠ ❞❡♥s✐❞❛❞❡ ❞❛❞❛ ♣♦r

f(x|θ) =
2(x− β)

θ2
I(β,β+θ](x), θ > 0,

♦♥❞❡ β ∈ R é ❝♦♥❤❡❝✐❞♦✳

✭❛✮ P❛r❛ ✉♠❛ ❛♠♦str❛ ❞❡ t❛♠❛♥❤♦ n ❡ ❛ss✉♠✐♥❞♦ q✉❡ θ ∼ U(0, 1)✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ❞✐str✐✲

❜✉✐çã♦ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ θ✳

✭❜✮ P❛r❛ ✉♠❛ ❛♠♦str❛ ❞❡ t❛♠❛♥❤♦ ✶✱ ❡♥❝♦♥tr❡ ♦ ❡st✐♠❛❞♦r ❞❡ ❇❛②❡s ❝♦♠ r❡s♣❡✐t♦ à

♣❡r❞❛ L(θ, a) = θ2(θ − a)2✳

✭❝✮ P❛r❛ β = 0 ❡ ✉♠❛ ❛♠♦str❛ ❞❡ t❛♠❛♥❤♦ n✱ ♦❜t❡♥❤❛ ✉♠ t❡st❡ ❯▼P ❞❡ ♥í✈❡❧ α ♣❛r❛

t❡st❛r H0 : θ ≤ θ0 ✈❡rs✉s H1 : θ > θ0✳

✷



Exame de qualificação, doutorado, 23/02/2018

Probabilidade

• Não é permitido consulta.

• Inicie cada questão em uma nova folha. Use só um lado de folha. Escreva

de maneira clara e organizada. Numere e identifique cada folha utilizada.

• Enuncie todos os teoremas utilizados.

1. Seja µ uma medida aditiva (pode não ser σ-aditiva) sobre uma álgebra A.
Sejam A1, A2, . . . ∈ A, disjuntos e tais que A = ∪∞

i=1
Ai ∈ A. Prove que µ(A) ≥∑

∞

i=1
µ(Ai).

2. Sejam A uma álgebra e µ(A) - a classe monótona gerada por A. Prove que
µ(A) = σ(A).

3. Seja 0 < r < ∞, Xn ∈ Lr para todo n, Xn → X em probabilidade. Prove que
as seguintes condições são equivalentes:
(a) a familia {|Xn|

r, n ∈ N} é uniformemente integrável;
(b) Xn → X em Lr;
(c) E(|Xn|

r) → E(|X|r) < ∞.

4 Sejam X1, X2, . . . v.a. independentes. Mostre que então v.a. lim supXn e
lim infXn são degeneradas (constantes quase certamente, pode ser ±∞).

5. Sejam X1, X2, . . . v.a.i.i.d. com EXi = 0, VarXi = 1. Seja Sn = X1 + · · ·Xn.
Prove que

Sn

n1/2 lnn
→ 0 q.c.


