EXAME DE QUALIFICAGCAO DE ANALISE APLICADA- Margo 2007
NOME:

RA:

Resolva cinco exercicios, sendo dois da Parte I e trés da Parte 1T .

e Parte I

1.

Sejam (X1,dq) e (X2,ds) espagos métricos isométricos. Mostre que (X1,d;) é completo se
e somente se (X2.,da) é completo.

. Mostre que se um espago normado X tem uma base de Schauder, entao X é separavel.

. Seja X = {z € R, > 1} e seja a aplicacio T: X — X, T(z) = £ + 1.

a) Mostre que T é uma contragdo (na métrica usual de R).
b) Para zy € X qualquer, defina z;4+; = T'(z;). O que se pode afirmar sobre a convergéncia
da sequéncia (xj)? Justifique sua resposta.

. Seja X o espago das fungdes reais limitadas z(t), ¢ € [0, 1]. Considere a norma dada por

lzll = sup{|=()], ¢ € [a,b]}.

Defina
B=lre X| ||l&] €1k

B é compacto? Se sua resposta é afirmativa, prove. Em caso contrario, exiba um subcon-
junto infinito sem pontos de acumulacdo e justifique cuidadosamente.

Parte 11

. Para —0 < a < b < oc, considere o espago vetorial normado (Cla,bl,||.||e). Dados

n pontos dintintos zp € [a.b] e coeficientes o € R, defina F : Cla,b] — R tal que
F(f) = Yfr_; akf(xx). Prove que F é um funcional linear limitado e ||F|| = Y 7_; |ax|.

a) Considere o operador T : /> — ¢*° definido por y = (n;) = T'(z), n; = i—?, z = (£;)
a) Prove que T é um operador linear limitado e injetivo.
b) Mostre que o operador inverso T~ : Im(T) — £* nao é continuo.

. Seja (e,) um conjunto ortonormal em um espaco de Hilbert. Mostre que (e,) € total se e

somente se vale a identidade de Parseval.

Sejam T,, : H — H operadores lineares limitados em um espago de Hilbert.
a) Supondo que 7,, — T, prove que 1, — T*.
b) Se T,, sao operadores auto-adjuntos, prove que 7' também ¢é a,uto adjunto.

Boa proval!



Exame de Qualificacao Matrizes 12/03/07

Questao 1: (2 pontos) Verdadeiro ou falso? Justifique sua resposta.

_ . Az|e

(b) A matriz m x n. ||A||2 = V/A, onde X é o maior autovalor de A”A em médulo.
(c) Se A ¢ anti-simétrica, entdo I + A é nao-singular.

(d) Se A é anti-simétrica de ordem fmpar, entao A é singular.

Questao 2: (2 pontos) Uma matriz da forma abaixo ¢ chamada 3-ciclica.

0 & 0
B=10 9
M 00

Expresse os autovalores de B em termos de autovalores de uma certa matriz que depende das matrizes
E,FeH.

Questao 3: (2 pontos) Scja

D, —-F,
w=lg Ly =I5
i =iy b = :
Dy 1 —Fm
_Em Dm

onde os blocos D;’s sdo matrizes nao-singulares, nao necessariamente diagonais.

(a) Quais sao as matrizes (por bloco) de iteracao de Jacobi ¢ Gauss-Seidel para sistemas lineares
que tém A como maftriz de coeficientes?

(b) Justifique por que os métodos estao bem definidos para as matrizes especificadas em (a).

Questao 4: (2 pontos) Scja A m x n, com posto(A) = n.

(a) Deduza como o problema de quadrados minimos associado ao sistem Ax = b recai no sistema
normal.
Sugestao: investigue condicoes de primeira e segunda ordens.

(b) Discuta a possibilidade de usar o método de Cholesky para resolver o sistema normal neste
caso.

Questao 5: (2 pontos) Scjam z € R, y € R" ¢ A = zy”.

singulares de A?

Qual a decomposi¢ao em valores




Métodos Computacionais de Otimizacao - primeiro semestre de 2007

Exame de qualificacao

Esse exame & composto por cinco questdes, das quais vocé deve responder quatro a sua escolha.

1.

Considere o problema
min 5x? +5y? —xy-11x+11y +11.
a) Encontre um ponto que satisfaga as condicbes necessarias de primeira ordem para esse problema.

b) Mostre que esse ponto € um minimo global.

c) Suponha que vamos resolver o problema aplicando o método da maxima descida, a partir do ponto (X,
y) = (0, 0). Indique o numero maximo de iteragcdes que o método levara para encontrar a solugéo global.

Seja f:R" >R feC'. Seja d IR a solucdo do problema

min  Vf(x)'d
suja Ad<0
2
ldl; <c

onde A <cIR™ m<n, posto(A) = m e ¢ € uma constante positiva.

a) Escreva as condigdes de otimalidade do problema dado acima.
b) Interprete geometricamente este problema.

c) Prove que vi(x)'d<0.

Considere o problema
min  f(x)
suja Ax=b,
onde f:IR" »>R feC', AcIR™, belR", m<n e posto(A) =m. Seja p a solugéo de
min | Vf(x)-p|,
suja Ap=0.

Encontre a solugéo p e interprete-a geometricamente.

Para o problema
min  f(x)
suja h(x)=0,
onde f:IR' IR h:IR" - R", f,heC', considere a fungio de penalizagio
(x) = F(x) + A(x) "h(x) + h(x) " C(x)C(x) "h(x),
onde C(x)=[Vh(x)Vh(x)"]"'Vh(x), A(x) = C(x)Vf(x), u & um escalar positivo e Vh € R™" é a matriz Jacobiana
de h, com os vetores gradientes Vh,(x) transpostos nas linhas.
a) Apresente condicées que garantam que a matriz C(x) esteja bem definida.
b) Explique o significado da expressao que define A(x).
c) Mostre que ¢(x) pode ser expressa por ¢(x) = f(x)+ n(x)"h(x), onde n(x) &€ o vetor de multiplicadores de
Lagrange do problema
min  1ud'd+ Vf(x)'d
suja Vh(x)d+h(x)=0.
d) Sugira como definir ¢(x) para problemas com restricées de desigualdade.

Seu objetivo & escolher um método para resolver um problema né&o linear geral, com restrigbes (ndo
lineares) de igualdade e desigualdade. Aponte dois possiveis métodos, com filosofias distintas, e discuta os
prés e os contras de cada um deles.



Métodos Computacionais de Otimizagao - primeiro semestre de 2007

Exame de qualificagao
Esse exame é composto por cinco questdes, das quais vocé deve responder quatro a sua escolha.

1. Considere o problema
min 5x? +5y? —xy-11x+11y +11.
a) Encontre um ponto que satisfaga as condigdes necessarias de primeira ordem para esse problema.
b) Mostre que esse ponto € um minimo global.

c) Suponha que vamos resolver o problema aplicando o método da maxima descida, a partir do ponto (x,
y) = (0, 0). Indique o nimero méaximo de iteragdes que o método levara para encontrar a solugao global.

2. Sejaf:R -»RfeC'.Seja d e R asolugdo do problema
min  Vf(x)'d
suja Ad<0
ldl; <c
onde A € R™,m<n, posto(A) =m e c € uma constante positiva.

a) Escreva as condigdes de otimalidade do problema dado acima.
b) Interprete geometricamente este problema.

c) Prove que vf(x)Td<0.

3. Considere o problema
min  f(x)
suja Ax=b,
onde f:R >R feC', AcR™, belR", m<n e posto(A) =m. Seja p a solugdo de
min | Vf(x)-p]|,
suja Ap=0.

Encontre a solugéo p e interprete-a geometricamente.

4. Para o problema
min  f(x)
suja h(x)=0,
onde f:IR >R h:R - R", fheC', considere a fungdo de penalizagdo
(x) = F(x) + 1(x) "h(x) + h(x)"C)Ox) "h(x),
onde C(x)=[Vh(x)Vh(x)'] 'Vh(x), A(x) = C(x)Vf(x), pn & um escalar positivo e Vh € R™" € a matriz Jacobiana
de h, com os vetores gradientes Vh,(x) transpostos nas linhas.
a) Apresente condigdes que garantam que a matriz C(x) esteja bem definida.
b) Explique o significado da expressado que define i(x).
¢) Mostre que #(x) pode ser expressa por ¢(x) = f(x)+ n(x)"h(x), onde =n(x) & o vetor de multiplicadores de
Lagrange do problema
min  tud'd+Vf(x)'d
suja Vh(x)d+h(x)=0.
d) Sugira como definir ¢(x) para problemas com restricoes de desigualdade.

. Seu o bjetivo é es colher u m m étodo p ara r esolver um problema ndo linear geral, com restricoes (ndo
lineares) de igualdade e desigualdade. Aponte dois possiveis métodos, com filosofias distintas, e discuta os
pros e os contras de cada um deles.



Questao 1
Considere operadores diferenciais parciais dos seguintes tipos

Ly = v(x) « V+k(x) = v(x) - Ox + k(x) = v(x) « grad + k(x)
L, = D(x)V = D(x)0, = D(x)grad
Liy = divL, + q(x)

Ly =) A,(x)8,,
;

onde x € Q < R” D(x), q(x) e k(x) sdo fungdes reais, v(x) € R” uma fungio vetorial real e 4;(x)
inatrizes reais, todas as fungdes tantas vezes diferenciaveis quanto necessario ou, desejavel.

A)

Restringindo apropriadamente o conjunto F de “fungoes da variavel x" em € por meio de
condi¢des homogéneas de fronteira, descreva TRES meodelos matematicos distintos (por exemplo:
difusdo, propagagao, transporte.... etc.) com a interpretaciio respectiva de cada termo e condic¢io (
1.e., coeficiente de difusdo, Fluxo nulo, Decaimento.. etc.), que possam ser representados por uma
equagdo evolutiva do tipo

cu _
T Lu + flx)
u(t,.) € F
para L escolhido dentre os tipos . = L,,L2,L3,L,4.

B)
Faga o0 mesmo para
Lu = f{x)
uefkF

OBSERVACAOQ: O conjunto Q pode ser limitado com fronteira suave ou pode ser todo o R” com
"fronteira no infinito", mas, ATENCAO: n>1.

Questao 2

Obtenha uma solugdo "explicita” do problema
(O + 8 )u = —u x>0, 50,
{ u(x,0) = Hx) —-H(x—1)
onde ¢ € uma constante positiva, e H a fungido de Heaviside,
H(x) =1 x>0

{ Hx)=0 x<0
e interprete o resultado como propagagao de um sinal.
Questao 3

a)Obtenha, por qualquer método ( transformadas integrais, similaridade, superposi¢ao, etc.) a
soluciio fundamental "explicita” da equagdo de difusdo, que resolve o modelo



O 24
-(_:f;——Dla;’i—, —wmw<x<ow, >0

u(teo,) = 0
u(x,0) = 8(x)

Com base nesta solugdo escreva, comentando suas motivacdes em cada etapa, as solucdes
"explicitas" para os seguintes problemas:
b)
= ("2
=B, —w<x<w, t>0
u(too,f) = 0

IJ'(X, 0) = leEnNkﬁ(x—xk)

&) i ("2.!.1 =
F_D‘"”axz, ik X, 130

u(to, 1) =0
u(x,0) = uo(x)

Questao 4

Enuncie pelo menos 2 (DOIS) dos teoremas citados abaixo:

1-Teorema de Frobenius-Kelvin- ( Existencia de solugdes para o sistema de EDPs : ?‘?— = Fx).
¢ QcR'">RF:QcR'->R")

2-Teorema de Euler-Liouville- (Sobre a expressdo para a taxa de variagio de transporte
[ PO D, x € R7)

3-Teorema de Cauchy-Kowalevskaya

4-Teorema do Valor Médio para fungdes harménicas u(x) (Au = 0).

5-Teorema do Maximo para solugdes dependentes do tempo de equagdes de difusdo.

6-Teorema de Dirichlet- Principio Variacional -

7-Teorema de Fourier -Transformada direta e inversa.

8-Teorema de Steklov- ( Realidade dos autovalores e ortogonalidade das autofungdes do operador
de Laplace em espago adequado)

9-Teorema de Hamilton-Jacobi-(Solugdes da equagdo de Hamilton-Jacobi: Caso Quasilinear:
< 4 y(x,u) « Vu = 0)

10-Teorema de Cauchy-Riemann-(Representagio complexa de solugdes da equagdo de Laplace),

11-Teorema de Poisson-(Representacdo da solugdo do problema de Dirichlet no disco unitario
plano).



Programacio Linear - Exame de Qualificagdo - 16/03/07

Questao 1: As equagOes basicas abaixo sao de um problema de maximizagao e
todas as restrigoes do tipo ¢ <":

Ty = 2—x9—214— Ts

T3 = 3~ Oxzo — x4 — dxg

z5 = 1+ 29+ 14 — bz
z = 6+40xy— 214 — dxg

1. Dé a solugao primal 6tima.

2. Dé a solucao dual 6tima.

3. Deé z‘;ﬁ Interprete este nimero.
4. Ache o valor de 6.

Questao 2: Uma empresa fabrica 3 tipos de doces. Cada doce é feito exclusivamente
de agucar e chocolate. A composi¢ao de cada doce, bem como seu lucro é dado abaixo:

Qtde de A¢gnicar  Qtde de chocolate Lucro
Doce 1 1 2 3 centavos
Doce 2 1 3 7 centavos
Doce 3 1 1 5 centavos
Disponibilidade 50g 100g

Definindo #; como o numero de doce do tipo i produzido, o modelo abaixo representa
o PPL que maximiza o lucro satisfazendo as restrigdes de disponibilidade de agiicar e
chocolate:

Maximize z = 3z, + Taxo + bag
sujeito a T + To + 3 < 50
2z +3xp 4+ 23 <100
ry,rz,r3 Z 0

Pede-se:
1. Dé o dual do problema acima.
2. Dé a solugao primal do problema.
3. Dé a solugao dual do problema (sem resolver o problema dual).

4. Para quais valores de lucro do Doce 1, a solucao encontrada em (2) continua sendo
otima?

5. Se 60 g de agicar estivesse disponivel, qual seria o lucro da empresa?

6. Suponha que o Doce 1 usasse apenas (.5 unidades de agucar e 0.5 unidades de
chocolate. A empresa iria produzir o Doce 17



7. A empresa estd considerando a possibilidade de fazer um doce do tipo 4. Este doce
daria um lucro de 4 centavos e necessitaria de 3 gramas de agucar e 4 gramas de
chocolate. A empresa iria produzir este novo doce?

Questao 3: Nesta questao considere como padrao o seguinte problema de programa-

cao linear:
min c'x

s.a Az =0
20,

onde A & uma matriz m x n de posto m.
1. Encontre o dual deste problema.
2. Apresente as condigbes que um ponto necessita satisfazer para que seja:

(a) primal interior

(b) dual interior

(c) primal interior factivel
(d) dual interior factivel.

3. Mostre que o gap v = c'x — bly se reduz a v = z'x para um ponto primal e dual
factivel.

Questao 4: Considere o método primal-dual afim escala.

1. Aponte uma vantagem importante deste método com relacao aos métodos primal
afim escala e dual afim escala.

2. Aponte a principal desvantagem deste método e mostre como ela pode ser facilmente
superada obtendo um método do tipo primal-dual eficiente.



Exame de Qualificagdo de Andlise Numérica — 16/03/2007

12 Questao: (4.5 pontos
p

Um modelo para reagoes quimicas two way w; i Ws = wy € o sistema
wy(t) = kywy(t) — ko wa(t)
com constantes de reacao ki, ks > 0.

(a) Mostre que a solucao deste sistema é

= 1 1 i
w(t) =0 ( kl/kz ) + co ( -1 )6 (k1-+ka)t

(b) Como encontrar ¢; e ¢?

(c) Apresente um algoritmo para célculo de aproximagoes de w(t;) com base num
método explicito de segunda ordem.

(d) Se w(0) = (0.1, 0.9)T, k& = 1 e At = 0.02 0 método de Euler forneceu aprox-
imagoes para wi(t) apresentados na figura abaixo. Justifique estes resultados.

ko =10 ko = 100 - ks = 1000
| . W‘}““WWW
i i
Oo 02 04 08 08 1 ::u tz 04 05 o8 1 08 08

Resultados obtidos usando o método de Euler com At = 0.02 (linha
sélida); solugdo exata (linha tracejada).

(e) Que alternativa vocé recomenda para obter melhores resultados, ainda com At =
0.02 no caso kg = 100 e ky = 10007

(f) O que é um problema de valor inicial stiff? Exemplifique.
22 Questao: (3 pontos)
Considere o esquema de Lax-Friedrichs
At

Wt = 2 () — 5 [ — ()]

para a lei de conservagao
u‘£+f(u)12:0'



(a) Mostre que o esquema é consistente.
(b) Mostre que o esquema é conservativo.
(c) Pode-se afirmar alguma coisa sobre a convergéncia do método?

(d) Pode-se afirmar alguma coisa sobre a convergéncia no caso f(u) = au,a > 0e
constante?

32 Questao: (2.5 pontos)
Dado o esquema de diferencas finitas, consistente com a EDP Pu = 0,
n—1 1

yHl g _ (52Un+1 1L 252" + 621;“_1) , (%)
2IAL 4(A.T)2 z¥m z"m z%m

onde &2v" = vl — 208 4.
(a) Calcule o polinémio de amplificagéo associado ao esquema (*).
(b) Mostre que o esquema ¢ incondionalmente estavel.

(¢) O que se pode dizer a respeito da convergéncia da solugao obtida usando o es-
quema (*) para a solugao da EDP Pu = 0. Justifique.

Boa Prova !



