Departamento de Estatistica - UNICAMP

Exame de Qualificacao - Mestrado - 2w 07

Escolha quatro das seis questoes desta prova para serem avaliadas. Explique to-
das as respostas. Cada questao deve ser respondida em folhas separadas. Os pontos
de cada questdo estao indicados nas mesmas.

1. Seja X,,..., X, uma amostra aleatoria de
. L -0y
flz;8) = g% oo

a) Determine a estatistica suficiente e completa para .
b) Calcule a Cota inferior de Cramer-Rao.

¢) Ache um teste UMP de tamanho o para testar as hipdteses Hy : 8 < fy vs.
H, : @ > f, se tal teste existir.

d) Encontre um IC exato de 95% para 6.

2. Seja X,,..., X, uma amostra aleatéria de uma densidade P(#) (Poisson, tal
que E(X;) = 8).

a) Usando a definicdo de completitude mostre que (E?_I Xt-) ¢ uma estatistica
completa para 6.

b) Determine explicitamente o ENVUMYV para

q(f) = e



c¢) Para n (tamanho da amostra) suficientemente grande, encontre um Intervalo de
Confianca para 62,

3. Seja X = (X1,...,X,) uma amostra aleatdria.

a) Verifique que sob as condigbes usuais de regularidade (permutabilidade entre
derivacio e integracio), a funcio score de Fisher

J
50 — log L(#, X),

5=50 =
satisfaz as seguintes propriedades:
1. Eg(5) =0
2. Ey(8%) + Ey(S') = 0, onde S’ é a derivada de S em relagéo a .
Seja X,..., X, amostra aleatéria com distribuicio N(u, a?)

b) Encontre a estatistica escore ()s para testar Hg : p = pp vs. Hy @ pp # jo. Mostre
que sob Hy Qs — X7 em distribuigio.

¢) Encontre a estatistica escore Qw para testar Hy : p = py vs. Hy 1 p # po. Mostre
que sob Hy Qw — x? em distribuigio.
Estatistica Escore: ﬂ )
-n‘l(S(E]TI""S{H}]
Estatistica de Wald:

ng(0) 200)) 46

onde I~! é a inversa da informacao de Fisher para uma tnica varidvel aleatdria,
0= (4, 0%), g(8) = p— pio, e

I71(6)

ag" (6)
of

dg" () (3GWJ dg(0 }')
an dp ' da? J

4. Seja X, « amostra aleatdria com distribuicao igual a de X dada por:
flz: o, 8) = ﬁ g~E-allr. (x).

a) Determine a estatistica suficiente para (a, J).

b) Obtenha o estimador de maximo verossimilhanca (EMV) para (e, /) (ndo é
necessario discutir que EMV é ponto de médximao).

¢) Para 8 = 1, encontre um estimador nao viesado para a.

d) T = X1) é completa? Justifique. X(;) ¢ o minimo das observagoes.



5. Seja X|.---, X, uma amostra aleatéria com densidade f(z;#), §# € © C R
a) Enuncie os teoremas de Rao-Blackwell e de Lehmann-Scheffé

b) Para uma amostra de tamanho 2 de X, com dfuncao de densidade dada por

f{ﬂﬂ] o] EFI'{$]+G[3}+5[I}‘ deR

Mostre que V = T(X;) + T(X,) é estimador nao viciado uniformemente de
minima variancia (ENVUMV) de —2a'(#). Sugestao: Use a funcio geratriz de
momento de V.

c¢) Obtenha um teste uniformemente mas poderoso (UMP) de nivel o para testar
Hy:8<8, vs H,:0> 0 indicando a regido de rejeicao.

d) Assuma que n é grande e a"(f) # 0, obtenha um Intervalo de Confianga assintético

para f com coeficiente de confianca de 90%.

6. Seja Xy,---,X, uma amostra aleatéria de tamanho n de X ~ U (af, b)),
com a e b constantes conhecidas.

a) Para a = —le b = 1, encontre (se existir) um ENVUMV para 6. Justifique

sua resposta.

b) Obtenha um estimador pelo método dos momentos para 02,
¢) Com a = 0, b= 1, determine a estatistica suficiente ¢ completa para f.

d) Paraa = —1, b= 1. Ache um teste de tamanho « para testar

Huff.lr:gg vs H]_:E?élgg.



. Uma v.a. Y com densidade g(x) é dita ser estocasticamente maior que
uma v.a. X com densidade f(z) se P(Y > u) > P(X > u) para todo
u € . Prove que se a razdo de verossimilhanga g(z)/ f(z) é monotona
crescente entao Y é estocasticamente maior que X,

. Seja X uma v.a. U(0,1) e suponha que ¥ é independente de X com
distribuicio arbitrdria. Mostre que a v.a. 2, que é a parte fraciondria
de X +Y é uma v.a. U(0,1).

. Sejam X, v.a.’s independentes com distribuicio de Poisson com média
a, e S, = X; +...+ X,.. Prove que se a, — oo entdo S,/E(S,) — 1
em probabilidade.

. Seja X = (X, X,) distribuida uniformemente no quadrado unitario
{(z,y);0 £ x £ 1,0 £ y £ 1} e seja Z independente de X e com a
mesma distribuigdo. Ache a distribuicao de X + Z.

. Uma esfera de raio R contém N pontos os quais sao independentemente
e uniformemente distribuidos.

(a) Ache a distribuicao de Xy = distdancia do centro da bola ao ponto
mais proximo,

(b) Ache o limite desta distribuicio quando N/R® — 4mA/3 onde
A > 0 é uma constante conheccida.



