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Nome: ;l
RA: D
Assinatura:

Observagao: E proibido desgrampear as folhas da prova. Respostas sem justificativas, ou que nao incluam
os célculos necessarios, nao serao consideradas. Desejo-vos uma boa proval

Resolva somente 4 questoes.

(1) (2,5 pontos) Seja f : U — R continua definida no aberto U C R™. Se a fungdo g : U — R, dada
pela expressao

f(=@)
g(z) = / (t° + 1) dt,
0

for de classe C*>, entao f também serd de classe C>.

(2) (2,5 pontos)
(a) (0,2 pontos) Enuncie a Desigualdade do Valor Médio para aplicagdes f : U — R", em que
U C R™ é aberto e convexo.
(b) (0,3 pontos) Enuncie o Teorema da Aplicagao Inversa para funcoes de classe C1.
(c) (2,0 pontos) Seja f : R — R uma fungdo de classe C! tal que |f'(t)] < k <1 Vt € R.
Considere ® : R? — R? a aplicacio dada por

O(z,y) = (x+ f(y),y + f(2)).

Mostre que ® é um difeomorfismo (global).

(3) (2,5 pontos) Seja f : R™ — R™ uma aplicagao de classe C! tal que tem-se
(f'(x)-v,v) > allv||®* para quaisquer z,v € R™,

em que o > 0 é uma constante.
(a) (0.9 pontos) ponto) Mostre que

1f() = f(y)ll = allz —yl| para quaisquer z,y € R™.

Em particular, conclua que f : R™ — f(R™) é um homeomorfismo bi-Lipschitz.

(b) (0.8 pontos) Prove que f: R™ — f(R™) é um difeomorfismo global.

(¢) (0.8 pontos) Finalmente, mostre que f(R™) é fechado e conclua que f é um difeomorfismo de
R™ sobre si mesmo.

5 pontos)

) (0,5 pontos) Enuncie o Teorema do Posto.

) (1,0 ponto) Sejam U um aberto do R™, f : U — R™ uma aplicacio aberta de classe C! e B,
o conjunto dos pontos (em U) em que o posto de f é r. Mostre que int B, = ¢ se r nao for
maximo, i.e. se r < n.

(¢) (1,0 ponto) Sem usar a Proposi¢ao 10.3 do livro-texto [Lima, Elon L., Anélise no Espaco R"], a

nao ser que vocé a demonstre, mostre que B,, é aberto e denso em U. (Sugestdo para mostrar

a densidade: mostre que qualquer aberto contido em U intercepta B,,.)

4) (2,
(a
(b

(5) (2,5 pontos) Mostre que a 1-forma w = fzzyTyzdx+ 74y em R?\{0} é fechada mas nio é exata.

Dé um exemplo de uma variedade compacta M com bordo com um forma volume exata. Porém, se
M for compacta e OM = ¢ entao nenhuma forma volume é exata.
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NOME: .o RA:
| Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Q5 | Q6 [ Nota |

Atencao: Respostas que nao estejam acompanhadas de argumentos que as justifiquem serao des-
consideradas. As contas feitas nas resolucoes fazem parte do argumento e, portanto, nao devem ser
descartadas.

Todas as questoes valem 2 pontos. Para todo inteiro n > 0, o espaco R" é sempre munido da
topologia euclidiana usual. Resolva apenas 5 questoes.

BOA PROVA!

1. Seja X um espago topolédgico e f,g : X — R funcoes continuas. Mostre que a soma f + g :
X — R e o produto f-g: X — R sao fungoes continuas.

2. Seja X um conjunto infinito munido da topologia cofinita, isto é, os abertos nao-vazios de X
sao complementos de subconjuntos finitos. Mostre que todo subespaco de X é compacto e
que todo aberto nao-vazio de X é denso. Determine se X é metrizavel.

3. Mostre que todo aberto conexo de R™ é conexo por caminhos.

4. Seja f: X — Y uma funcao entre espacos topoldgicos e suponha que Y é Hausdorff. Mostre
que f é continua se, e somente se, o seu grafico Gy = {(z, f(z)) € X xY : 2z € X} é um
subconjunto fechado do produto X x Y.

5. Seja (X, T) um espago topoldgico e X* = X U {oco} o conjunto X aumentado de um “ponto
no infinito”.

(a) Mostre que T* = TU{(X \ K)U{oo} : K é fechado e compacto em X} é uma topologia
em X*. O espago topoldgico (X*,T*) é dito compactificacio de Alexandroff de (X, T).

(b) Mostre que X*, com a topologia acima, é sempre compacto e que X* é Hausdorff se, e
somente se, X é Hausdorff.

(c) Demonstre que a esfera S? = {(z,y,2) € R? : 22 +y*+ 2% = 1}, com a topologia induzida
de R?, é homeomorfa & compactificacao de Alexandroff de R2.

6. Seja S* = {(z,y) € R?: 22 + y* = 1} o circulo unitério, munido da topologia induzida de R2.
Mostre que a aplicagao

p:R— S p(t) = (cos(2mt), sin(27t))

é um recobrimento e induz um homeomorfismo do quociente R/Z em S*.
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NOM e RA: o

’ Questao 1 \ Questao 2 \ Questao 3 \ Questao 4 \ Nota H

Atencao: Respostas que nao estejam acompanhadas de argumentos que as justifiquem serao des-
consideradas! As contas feitas nas resolucoes fazem parte do argumento e, portanto, nao devem ser
descartadas.

BOA PROVA!

1. (3.0 pts) Seja T um operador linear em IR* cuja matriz com respeito & base canonica é

-1 -3 3
—4 4

[T]E = 1 1
2

0

O O =
o O O

(a) Encontre a forma canodnica de Jordan de 7' e uma base de Jordan correspondente.
(b) Encontre uma decomposicao ciclica de IR* com respeito a 7.
)

¢) Encontre a forma canonica racional de T'.

(
2. (2.0 pts) Sejam V um K-espago vetorial e T' € L(V, V') um operador linear.

1.5 pts) Se A\, € K com A\ # p s@o tais que o polinémio minimal de T" é my(z) =
A)(z — p), mostre que T' é diagonalizavel.

(b)

pts

(a) (0.5 pts) Enuncie o Teorema da Decomposigao Primdria.
(
(z —

3. (2.0 pts) Seja K um corpo e considere p : K x K — K a multiplicagdo de K. Mostre que o
par (i, K) é um produto tensorial para a familia (K, K).

4. (3.0) Classifique cada afirmacao como verdadeira (V) ou falsa (F), demonstrando as verdadei-
ras e dando um contra-exemplo para as falsas. Classificacao sem justificativa nao sera
considerada.

(a) (0.75) O posto do tensor e; @ e; @ eg + €1 R ey ® 1 € IR? ® IR? @ IR? é igual a 2.

(b) (0.75) Sejam Vi, Vs, ..., Vi e W espagos vetoriais sobre um corpo K. Dada ¢ fungao
(-linear de Vj x --- x V, para W, seja ¢ a tnica transformagao linear de V; ® --- ® Vj,
para W que satisfaz ¢(v; @ -+ @ v) = @(vy,...,v) para vy € Vi, vg € Vo, ..., vp € Vi
quaisquer. Entdo, ¢ é sobrejetora se, e somente se, Im(p) gera W.

(¢) (0.75) Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K, W um subespaco de V, e ¢ uma
forma bilinear alternada ou simétrica em V. Se ¢ é degenerada, a restricao de ¢ a
Wt :={ue€V:¢(w,u) =0 para todow € W} é degenerada.

(d) (0.75) Sejam V e W dois K-espagos vetoriais. Sejam V; e V5 subespagos de V' e sejam
Wi e Wy subespagos de W. Suponha que V; NV, = {0} e que Wy N W, = {0}. Entao

VieW)oWiaW,)=VioW,) e (VioW) e (Vo W) ® (Vo Ws).



