MM453 — Topologia — Qualificacdo Mestrado DD/MM/AAAA

NOM e RA: o

’ Questao 1 \ Questao 2 \ Questao 3 \ Questao 4 \ Questao b \ Questao 6 \ Nota H

Atencao: Respostas que nao estejam acompanhadas de argumentos que as justifiquem serao des-
consideradas! As contas feitas nas resolucoes fazem parte do argumento e, portanto, nao devem ser
descartadas.

Responda a 3 das questoes abaixo dentre as primeiras 5; e marque com X no quadro acima aquelas
que excluir. Na sequéncia, responda 2 letras da questao 6; marque com X as letras que exclue.

BOA PROVA!

1. Seja X um espago topolégico localmente compacto e Hausdorff. Defina X = X U{oco}, onde
oo representa um ponto que nao esta em X.

Um subconjunto A C X+ é aberto em X se e somente se A verifica uma das duas proprie-
dades: (a) A C X e A é aberto em X; (b) A = XT\K para algum K subconjunto compacto
de X.

Mostar que

(a) A colegdo de abertos definida acima fazem de X um espaco topoldgico compacto e
Hausdorff.

(b) X é compacto se e somente se co é um aberto de X .
(¢) Se X nao é compacto, entao é denso em X+,
2. Um subconjunto A C R™ é dito estrelado se existe um a € A de forma que para todo p € A,

o conjunto {ta+ (1 —t)p: t € [0,1]} esta contido em A. Mostrar que se A é estrelado entao
é conexo e simplesmente conexo.

3. Seja X um espago topoldgico discreto. Mostrar que uma sequéncia (z,) C X converge a um
ponto x € X se e somente se existe um N € N tal que z,, =z, Vn > N.

4. Em R considere a relacao de equivaléncia x ~ y < x—y € Q. Mostre que a aplicagao cociente
q: R — R/ ~ nao é fechada e a topologia quociente em R/ ~ é a trivial.

5. Mostre que o produto arbitrario de espacos topoldgicos é conexo se e somente se cada espaco
¢é conexo.

6. Determine se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas. Justifique detalhadamente sua
escolha.

(a) Se K C X é um subespaco compacto, entdo o fecho K é compacto.

(b) Seja X um espago topoldgico Hausdorff e compacto. Entao X é metrizavel se e somente
se X possui uma base enumeravel.

(c) S' é homeomorfo a [0,1).

(d) Se A C R é conexo e contém pelo menos dois pontos, entao A# (.
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Respostas sem argumentos que as justifiquem serao desconsideradas! As contas feitas

nas resolucoes fazem parte do argumento e, portanto, nao devem ser descartadas.

1. Seja T : R* — R* a transformacao linear dada por
T(x1, To, x3,x4) = (x9, —4x + 4o + 24, =271 + To + 273 — Ty, T4).
(a) (15pts) Encontre uma base de Jordan e a correspondente forma candnica de
Jordan.

(b) (10pts) Encontre uma matriz P tal que P~'AP seja a forma candnica racional
de T e calcule P~'AP, sendo A a matriz de T na base canonica.

(¢) (10pts) Mostre que um subespago T-invariante de dimensao 3 ou 4 é soma direta
de subespacos T-invariantes cujas dimensoes sao 1 e 2 e caracterize os que tem
dimensao 1 e 2.

2. (10pts) Suponha que dim(V') seja finita e o seja uma base de V. Mostre que, se

o = fi,..., fn é a base dual, entdo a familia (f;;)1<; j<n definida por f; (v, w) =
fi(v) f;(w) para todo v, w € V, é uma base para B(V), o espago das formas bilineares
em V.

3. (10pts) Seja V um C-espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Mostre
que, se T é operador linear autoadjunto em V', para quaisquer A € C e v € V, existe
autovalor p de T tal que |\ — pul||v]| < ||T(v) — Av].

4. Determine se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (10pts) Se Vi, ..., V,, s@o os subespagos T-primdrios de V' e W é um subespago
de V satisfazendo W = @7 (W N Vj), entao W é T-invariante.

(b) (10pts) Se 1 < dim(V) € Z, existe T : S2V — A’V linear sobrejetora. (Aqui,
S2V e /\2 V' denotam as poténcias simétrica e exterior de V.)

(c¢) (10pts) Se T e S sao operadores lineares cujas formas de Jordan possuem m e

n blocos de Jordan, respectivamente, entao T’ ® S possui forma de Jordan com
mn blocos.

5. (15pts) Mostre que existe unica transformacao linear I' : V@ W — Homg(V*, W)
satisfazendo I'(v @ w)(f) = f(v)w para quaisquer v € V;w € W, f € V*. Além
disso, se dim(V') é finita, I" é um isomorfismo. (Aqui, Homp(V*, W) denota o
espago vetorial das transformagoes lineares de V* em W, sobre o corpo F.)

6. (10pts) Considere a forma quadratica no R3 dada por ¢(x,vy, 2) = —2xy +4rz — 6y=2
e seja ¢ a forma bilinear simétrica tal que q(v) = ¢(v,v). Encontre base de R? que
seja ortogonal com respeito a ¢ e use-a para descrever os vetores isotropicos com
respeito a ¢.
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Q1 Sejam v, f, g, h difeomorfismos de R? em R? de tal forma que v = hogo f, £(0,0) = (1, 1),
g(1,1) = (2,2) e h(2,2) = (0,0). Calcule a derivada da inversa de h no ponto (0,0) (i.e.
Dh=1(0,0)) sabendo que

D(0,0) = G D Df(0,0) = (3 f) ¢ Dg(1,1) = (é g)

Q2 Seja f : R* — R3 de classe C' tal que Df(z) é invertivel para todo z € R* e f~1(K) é
compacto sempre que K C R? for compacto. Mostre que f(R?) = R3.

Q3 a) Sejam U C R™ um aberto e f : U — R™ uma funcdo. Defina a derivada de f no
ponto z € U.

b) Sejam B : R™ x R" — RP uma transformagao bilinear. Exiba a derivada de B
(mostrando porqué é a derivada de fato).

¢) Considere f : R" — R™"*1/2 definida por
f(X):=xXx"

onde X é uma matriz n por n. O contradominio de f sao as matrizes simétricas e
os espacos euclidianos respectivos referem-se as coordenadas das matrizes. Mostre
que I é um valor regular de f.

d) Ainda nas notacoes do item anterior. Mostre que o conjunto {X € R"’|XXT = I}
é uma variedade diferencidvel em R e calcule a dimensao desta variedade.
Q4 a) Enuncie o teorema de Stokes (na versao com formas diferenciaveis).

b) Se M é uma variedade com bordo e M é orientavel explique o que significa M ser
orientavel e como ¢é definida a orientagao em OM.


















