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IMECC

RA:

Questoes

Notas

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Total

Desligue o celular.

e NAO retire o grampo da prova nem destaque paginas da prova.

e Serao consideradas 4 questoes com pontuagao mais alta.

Justifique suas respostas!

Respostas sem justificativas NAO serao consideradas.



Q1. (2,5) Mostre explicitamente que:

a) todo espaco normado de dimensao finita n sobre K é isomorfo ao espaco obtido
com a norma euclidiana (K", || - ||2).

b) se E e F forem espagos normados de mesma dimensao finita, sobre o mesmo
corpo, entao F e F' serao isomorfos.

c) de um modo geral, normas equivalentes em um espago normado induzem a
mesma topologia.



Q2. (2,5) Considere o espago das sequéncias limitadas escalares (em um corpo

K =R ou C)

[® = {((lj);:(l)o ra; € K para todo j € N e sup|a;| < OO} ’
jeN

munido da norma ’
|1(a;);=1°[ = sup{lay| : j € N}.

a) Seja M C [ formado por todas as sequéncias (a;)?2; com no maximo um
nimero finito de termos nao nulos. M é espaco de Banach? Justifique.

b) Seja ¢y C [*° o subconjunto de todas as subsequéncias escalares que convergem
para zero, ou seja,

co = {(a])ijl’o :a; € K para todo j € Ne a; — 0} .

Mostre que ¢, € espago de Banach.



Q3. (2,5) Considere

c= {(aj)jzoo :a; € K para todo j € Ne lim a; existe em K} ,

Jj=1 j—00

o conjunto das sequéncias convergentes formadas por elementos de K. Mostre que
¢ é um subespaco fechado de [*.



Q4. (2,5) Mostre que:
a) se E é espago reflexivo, entao E’ é reflexivo.

b) de um modo geral, todo espago de Hilbert H é isomorfo ao seu bidual H"” =
(H')"



Q5. (2,5) Seja (X, d) um espago métrico completo, xg € X e 5 € [0,1). Considere
o operador T que leva toda fungao limitada f em (X,d) na fungao constante

Bf (o).

a) Mostre que este operador é uma contragao com um tnico ponto fixo e o encon-
tre.

b) Mostre que a sequéncia de iteragoes f,Tf,T(Tf),... converge para o ponto
fixo, independente de como a funcao limitada é escolhida.
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Total

Desligue o celular.

e NAO retire o grampo da prova nem destaque paginas da prova.

e Serao consideradas 4 questoes com pontuagao mais alta.

Justifique suas respostas!

Respostas sem justificativas NAO serio consideradas.



Q1. (2,5) Sejam M um espago métrico compacto e f : M — M uma fungao
continua. Mostre que o conjunto dos pontos fixos de f é compacto.



Q2. (2,5) Seja X um conjunto nao-vazio. Uma fungao f : X — R é limitada
se sua imagem for um subconjunto limitado de R, ou seja, se existir M > 0 tal
que |f(x)] < M para todo x € X. Sobre o conjunto B(X) de todas as fungoes
limitadas f : X — R, podemos definir

[ flloe = sup [f(2)].
zeX

Mostre que (B(X),|| - ||) é um espago vetorial normado completo, ou seja, que é
espaco de Banach.



Q3. (2,5) Considere o conjunto das matrizes reais m X n (com m e n fixos).
a) Mostre que o espaco M formado por essas matrizes ¢ isomorfo a algum R
b) Mostre que todas as normas em M sao equivalentes.

c) Mostre que, de um modo geral, normas equivalentes em um espago normado
induzem a mesma topologia.



Q4. (2,5) (O Teorema de Hahn-Banach para espagos de Hilbert) Sejam H um
espaco de Hilbert, F' um subespago de H e ¢ € F’. Prove, sem usar o Teorema de
Hahn-Banach, que existe um wnico funcional ® € H' que estende ¢ e preserva a
norma.



Q5. (2,5) Seja H um espacgo de Hilbert. Prove que as seguintes afirmagoes sao
equivalentes (entre si) para um operador 7' € L(H, H).

a) ToT*=T"oT.
b) (T'(x),T(y)) = (T*(z), T*(y)) para todos x,y € H.

Neste caso o operador T' é chamado operador normal.

Lembre-se que dados dois espagos normados E e F' e um operador T' € L(E, F),
definimos 7" : F — E’ dado por T'(p)(z) = ¢(T'(x)), para todo = € F e p € F.
Em particular, dado um espaco de Hilbert H, definimos a aplicacao uy : H — H’,
dada por uy(z)(y) = (y,x) para todos z,y € H e T* = ug' o T' o upy.



Q6. (2,5) Um dos modelos mais famosos para descrever a dindmica de populagoes
¢ o chamado modelo logistico, descrito pela aplicagao T": [0, 1] — [0, 1],

T(z) = azx(l —z),

onde « € I C R decodifica a taxa de crescimento populacional e o tamanho

n vezes

da populagdo no instante n é dado por z, = T(r,_1) = To...oT(xg), para
To € [0, 1]

a) Encontre a tal que a dinamica tenha um tnico estado de equilibrio z; # 0, ou
seja, tal que, para todo zy € (0,1) exista um tdnico s, que T"(zg) — .
Justifique sua respostal

b) Encontre o valor de x.
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Exame Qualificacao — Anélise Numérica — 1S/2019

Aluno: RA:

Questio 1

Mostre um método explicito e estavel, com a respectiva andlise de consisténcia, estabilidade e convergéncia,
para aproximagao do modelo hiperbdlico (a € ), supondo u e n suficientemente suaves,

%—i—a%:O, reR, t>0, u(z,t =0) = n(z). (1)
Além disso, enuncie o Teorema de Equivaléncia de Lax-Richtmyer, que estabelece a relacao entre consisténcia,
estabilidade e convergéncia na andlise do Método de Diferencas Finitas para a solugao numérica de equagoes
diferenciais parciais lineares. Explique também o comportamento esperado das aproximagoes numéricas pro-
duzidas pelo método explicito estavel via andlise da equacao modificada.

Questao 2

Considere uma funcao f(u) Lipschitz continua que estd associada ao Problema de Valor Inicial auténomo
(PVI)
u'=flu), 0<t<T, u0)=n (2)
Um método linear de r passos para a aproximagcao de (2) pode posto na forma (com «a;, = 1):
T s
> oUm = Aty B f(U™). (3)
=0 =0

a) Mostre que o método (3) serd consistente com o PVI (2) se
T s T
D=0 e ) jaj=3) B
5=0 j=0 5=0

b) Defina estabilidade zero para o método (3).

¢) Qual é a condicao para que o método numérico (3) seja explicito?

Questao 3

Apresente a discretizacdo do método de Diferencas Finitas de cinco pontos para a aproximacio numérica do
problema de valor de contorno a seguir. Seja um dominio quadrado unitario 2 = (0,1) x (0,1), encontrar
u: Q — R tal que ) )

0°u  0%u

— + — = f(z, em (), u(z,y) =0 sobre I'= 0. 4

Utilizando a norma || A||2, demonstre para o esquema de 5 pontos, sua consisténcia, estabilidade e convergéncia.

Apéndice

e ||A|l2 = /p(AT A) onde p denota o raio espectral.

° ufj’,q = sin(pmih) sin(qmjh)

o Mg = 5 [(cos(prh) 1) + (cos(gmh) — 1)



Nome:

MT503 — Programacgao Linear
Exame de Qualificacdo — 22/03/2019

RA:

1. As perguntas a seguir referem-se ao par primal-dual P e D (min-max) de um problema de
programacio linear na forma candnica.

(a)

Se uma solucdo BASICA para o primal é INFACTIVEL e o valor da func3o-objetivo
neste ponto € MENOR que o valor da funcio-objetivo no ponto 6timo, entdo a solucio
dual associada a este ponto primal infactivel é dual factivel. Verdadeiro ou Falso?
Explique sua resposta.

Se P tem solucdo 6tima alternativa e se w* é a solucdo 6tima associada do dual para
D entdo w* deve ser uma solucdo degenerada. Verdadeiro ou Falso? Explique sua
resposta.

Seja z* o valor da fun¢do-objetivo do primal e do dual no 6timo. Suponha que T é uma
solucdo primal INFACTIVEL cuja solucdo dual associada w seja FACTIVEL. E possivel
que o valor da funcdo-objetivo no ponto T seja igual a 2*7 Explique sua resposta.

Se P tem solucio ILIMITADA, é possivel trocar o vetor b de P para um vetor b que
faca com que o problema P tenha um étimo FINITO? Explique sua reposta.

2. Considere o seguinte tableau simplex para um problema de otimizag&o linear (as restricdes
sdo todas do tipo “<” e x3,x4 € x5 sdo varidveis de folga).

z|x1 w9 x3 x4 x5 | RHS
110 a« 0 b 0] f
o1 -2 0 1 0] ¢
00 -1 1 2 0| d
0| O 0 0 3 1] e
Suponha que a < 0,6 < 0. E, ¢,d,e > 0. Pede-se:
(a) Determine B! e B.
(b) O tableau esta no étimo?.
(c) Dé a solugdo do tableau original.
Agora, considere a > 0,0 < 0. E, ¢,d,e > 0.
(d) O novo tableau é 6timo?
(e) D@ as direcBes extremas.
(f) a=3e f=—8. D& a solugdo com z = —200.
3. Considere o problema auto-dual, onde M é anti-simétrica: M? = —M:
min cz
s.a Mz >—c
x>0



(a) Mostre que o dual deste problema é ele mesmo.

(b) Encontre as condicBes de complementaridade para este problema.

4. O problema de regressdo L, pode ser formulado como um PL:

min
s.a Ar—ef+v=0,
Az +ef —u=0b, (u,v)>0,

BeR,AeR™™ x. b,u,v,e vetores com dimensdes apropriadas e m < n.

a) Encontre o dual deste problema.

b
c

d

Determine as condicdes de otimalidade para esses problemas.

(c) Escreva o sistema linear que determina as direcdes do método primal-dual.
(d) Encontre o sistema de equac¢Bes normais deste problema através da eliminacdo de
variaveis.

Boa prova!



METODOS COMPUTACIONAIS DE OTIMIZACAO
MT601 Exame de Qualificacao

Profas.: Maria A. Diniz-Ehrhardt e Sandra A. Santos Margo/2019

1. Considere o problema de minimizacao irrestrita:

min f (), (1)
em que f: R"— IR, f € C%

a) Suponha que vamos aplicar o método de Newton para resolver (1) localmente, isto é, sem
qualquer estratégia de busca linear. Cite vantagens e desvantagens da aplicagao deste método
na resolucao de (1).

b) Os métodos quase-Newton também podem ser usados para resolver o problema (1). Entre
eles, estd a classe dos métodos secantes. Descreva as principais ideias desta classe de métodos,
apontando vantagens e desvantagens em comparacao ao método de Newton.

2. Seja F': R* - R™ m > n, F € C'(R"). Escrevendo F(x) = (fi(z),... fm(x))T, defina ®(z) =
>, fi(z)?. Suponha que o conjunto de nivel Ly = {z € R" | ®(z) < ®(2°)} é compacto, e que a
matrix Jacobiana Jr(z) € R™*" tem posto completo para todo € R™. Defina o seguinte algoritmo,
comecando por z° € R™:

-1
" =2k — N [T (@) TR(2)] T Tp(@®) TR (),
em que A\ é o primeiro elemento da sequéncia {1, %, %1, %, .. } que satisfaz a condi¢ao de Armijo para

d, com o € (0, %) Prove que a sequéncia gerada possui um ponto limite x* para o qual V& (z*) = 0.

3. Considere o problema (P) de minimizar f(x) sujeita a um conjunto de restrigdes lineares de desigual-
dade, do tipo menor do que ou igual a. Seja T um ponto vidvel para (P), e suponha que o conjunto
de restriges ativas nesse ponto é representado por Ax = b, em que A € IR™*™, com posto(A) = m.
Seja d = —V f(Z) e considere o seguinte problema

~ 1
(P) mgcin{?\x—(fz:\—l—d)w : Aa::b},

cuja solucgao sera denotada por Z.

~

a) Interprete geometricamente o problema (P) e sua solucao z.

b) Escreva as condi¢oes KKT para o problema (?) Tais condigoes sao necessarias e suficientes
para otimalidade? Explique.

¢) Suponha que o ponto dado ¥ seja um ponto KKT de (ﬁ) Estabeleca condicoes sob as quais T
também serd ponto KKT de (P).

d) Exiba uma férmula fechada para a solugio # do problema (P).

vire —



4. Considere o problema
min  f(z), (2)

sa reS8
emque f:IR" > IReS C IR"

Os métodos de penalizacdo externa para resolver (2) baseiam-se na resolugdo de uma sequéncia de
problemas irrestritos, associados ao problema original, da forma

min g,(x),

com ¢,(z) = f(z)+pP(x), em que p > 0 é uma constante e P : IR" — IR é uma fungao de penalizacao
para S.

a) Descreva o esquema algoritmico de métodos de penalizacao e as principais propriedades da
funcao P.

b) Suponha que a fungdo ¢;(x) assume um minimo global em = € S.
Prove que:

b;) o ponto Z é um minimizador global do problema (2);

bs) se z¥ é minimizador global de g,, (z), com p; > 0, entao f(T) > f(z").

Interprete este resultado.




Exame de Qualificacdo em Biomatematica

Parte A: Escolha uma das questdes abaixo:
-Modelo Ross-MacDonald para Malaria (e outras doengas vetoriais)

Considere sub-popula¢des de Humanos Susceptiveis, S, Infectados (também infecciosos), /, e
removidos (imunizados) R, e sub-popula¢des de Mosquitos (vetores) Infectados (Infecciosos) M, e
Susceptiveis m. Suponha que a infeccao de humanos se faz por acdo de mosquitos
infecciosos/infectados em humanos susceptiveis e a infeccdo de mosquitos se da por agdo de
mosquitos em humanos infectados/infecciosos. Suponha que a populagdo humana seja constante
no periodo de observagdo e que a reprodugdo de mosquitos decorra de uma dinamica vital de
Verhulst que produz apenas mosquitos susceptiveis originarios igualmente das duas sub-
populacdes e uma mortalidade Malthusiana.

1-Escreva um modelo para este cendrio como um sistema de EDO de dimensdo 5
(S,1,R,m,M) utilizando taxas de contacto Holling | para infec¢des.(“Lei” de Acdo de Massas)

2-Considere a populagdo total de mosquitos, m+M, em Estado Estacionario.

3-Obtenha entdo a Equacdo desacoplada para Mosquitos infectados M em Estado Quase
estacionario. Argumente sobre a validade desta hipdtese considerando as escalas de tempo
caracteristico para as dinamicas de mosquito e humanos.

4-Utilizando a argumentag¢do acima obtenha um sistema linear reduzido (desacoplado de
R,M,m) paraSel.

5-Analise este sistema final quanto a sua dinamica e as interpretacdes biolégicas de
interesse.

-Modelo de Ludwig-Holling

1-Escreva o Modelo de presa predador de Ludwig-Holling: Predadores em estado estacionario
exercendo uma agdo predatdria Holling Ill sobre as presas que se reproduzem segundo uma
dindmica vital de Verhulst.

2-Argumente biologicamente sobre as circunstancias que justificariam a utilizacdo do modelo de
predacdo Holling lll .

3-Adimensionalize a Equacdo para a dindmica da Presa.

4-Analise a existéncia dos estados estacionarios estaveis e os fendmenos de bifurcacdo e histerese
para este modelo.

Parte B:

1. Considere um subsistema ecoldgico com trés espécies de reproducdo sazonal (isto &,
reproduzem-se apenas uma vez ao ano ha mesma época). Em todas as espécies ha
competicdo intraespecifica, mas uma delas é predadora das outras duas que competem
entre si (interespecificamente) por recursos. Modele este convivio, justificando suas
escolhas. Supondo obtidos os estados estacionarios, como caracteriza-los?

2. Uma das formas iniciais de combater o Aedes aegyptiera por meio de fumegacdo de
regioes urbanas e peri-urbanas com inseticida (o tal “fumacé”). Esta pratica matava alguns
desses insetos mas também muitos outros. Crie um modelo que descreva essa situagcao
para duas espécies de insetos que interagem (pode ser presa-predador, pode ser
competicdo, pode ser comensalismo, a escolha é sua...).

3. Em muitas cidades do estado de S3o Paulo, a dengue recrudesceu. O contagio se da através
das picadas de Aedes aegypti portadores do virus — e esses insetos se tornam portadores



depois de picar um ser humano infectado. Considere esta situagao epidemiolégica e
construa um modelo para ela, forcosamente um modelo de longo prazo (de acordo com um
texto do Instituto Fiocruz, “No Brasil, os primeiros relatos de dengue datam do final do
século XIX, em Curitiba (PR), e do inicio do século XX, em Niterdi (RJ). No inicio do século
XX, o mosquito ja era um problema, mas nao por conta da dengue -- na época, a principal
preocupacdo era a transmissao da febre amarela. Em 1955, o Brasil erradicou o Aedes
aegypti como resultado de medidas para controle da febre amarela. No final da década de
1960, o relaxamento das medidas adotadas levou a reintroducdo do vetor em territério
nacional. Hoje, o mosquito é encontrado em todos os Estados brasileiros.”). Modele esta
epidemia am alguma regido brasileira, justificando suas escolhas e decisGes. Sem fazer as
contas, descreva como deveria proceder para achar pontos estacionarios relevantes e o
modo de caracteriza-los.

4. Considere, numa modelagem matematica com duas dindmicas populacionais que
interagem, em que as trajetdrias das solugdes sempre entram numa determinada regidao
convexa onde existe um estado estacionario instavel (ou repulsor). Descreva sucintamente
algumas possibilidades em que isto pode ocorrer.

5. Descreva uma situacdo em que seria preferivel usar uma modelagem discreta, com
equacoes de diferencas e outra em que seria necessario usar Equacdes Diferenciais pela
continuidade, destacando os motivos para esta diferenca.

6. Discorra sobre algum assunto de Biomatematica que as questdes anteriores ndao abordaram



EXAME DE QUALIFICACAO
22/03/2019
COMBINATORIA ENUMERATIVA

NOME: RA:

Resolver, completamente, 5 questdes dentre as 9 dadas abaixo.

1- Encontrar o numero de solugdes, em inteiros ndo negativos,
para x; + x, + x3 + x, + xs = 30, nas quais exatamente duas

incognitas s&o nulas.

2-(a)Definir os polinbmios de Gauss. Dar, pelo menos, uma
interpretagcdo combinatdria para estes polinGmios.
(b) Calcular os seguintes valores para o polinbmio de
Gauss comentando o significado combinatério de

seus coeficientes: [g] , [g]

(c) Enunciar uma relacéo de recorréncia verificada pelos
polinbmios de Gauss fornecendo uma demonstragao
para a mesma.

3-Mostrar que, para 1 < j <n, o numero de particbes de
n nas quais j aparece como parte € igual ao numero de
particbes de n-j .

4- Quantas sao as n-sequencias quaternarias contendo
um numero impar de zeros, um numero parde 1's e
um numero impar de 3’s.

5- Dar uma prova, por argumentos combinatorios, para a
seguinte identidade:

quk

® — n=y'®
[1i2:1/(1 = xq")=Xo (1-g)(1-q?)..(1-q%)




6-Quantas permutagdes diferentes existem em S;,com os
seguintes tipos ciclicos?
3 . 4
(@) x3x6; (b) x1x3x5

7-Quantos padrdes diferentes podem ser formados ao se
colorir os quadrados de um tabuleiro 5X5 com as cores
branco e preto de maneira que existam 15 quadrados
pretos e 10 quadrados brancos?

8- Prove que, se n é impar, entdo uma particdo de n
tendo a terceira parte igual a 2 ndo pode ser auto-
conjugada.

9- Fornecer pelo menos 2 identidades combinatorias,
envolvendo fungdes geradoras e as respectivas
interpretagdes combinatorias.



