Exame de Qualificacao — Doutorado em Estatistica
Parte de Probabilidade

22 de janeiro de 2024

Instrugoes:

. Leia atentamente as questoes.

. A prova é composta de 4 questoes, que devem ser respondidas de forma clara, completa

e detalhada.
. A duragao da prova é de 3 horas.
. Nao é permitido consulta.

. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em cada

folha.



Exercicio 1: [25 pts.] Seja X uma variavel aleatoria integravel. Prove que

nP(|X|>n)—0

quando n — oo.

Dica: Estude E(‘Xl [{|X|>n})-

Exercicio 2: [25 pts.| Sejam Xi, X, ... variaveis aleatorias independentes, com X,, ~ Exp(\,),

An > 0, n > 1. Demonstre que:
(a) [12 pts] Se > 7 At < oo, entdao Y o X, < oo quase certamente.

(b) [13 pts.] Se Y 02 A\t =00, entdo Y - X, = oo quase certamente.

Dica: No item (b), defina Y, = exp{— 37, X} paran > 1, e calcule E(Y,,). Use que se a; > 0

para qualquer j > 1, entao

n

[[a+a) > 1+iaj,vnz 1.

J=1 J=1

Exercicio 3: (25 pts.] Sejam Xi, X,,... variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas, tais que
,n>1.

N | —

(a) [6 pts.] Mostre que a fungao caracteristica de X,, é dada por:
¢x, (t) = cost, t € R.

(b) [6 pts.] Considere uma variavel aleatoria Y com distribui¢ao uniforme no intervalo (—1,1).

Prove que a funcao caracteristica de Y é dada por:

sent

set#0,
¢y (1) =
1 set=0.
[e.9] Xn
(c) |6 pts.] Demonstre que Z o converge quase certamente.
n=1

o0 Xn
(d) |7 pts.] Mostre que Z on tem distribuigdo uniforme no intervalo (—1,1).

n=1



Dica: No item (d), use que para qualquer ¢ # 0,

sent
cos(t/2) = 5 sen(t/2)

Exercicio 4: |25 pts.] Principio da Substituigao: Sejam X e Y variaveis aleatorias inde-

pendentes e ¢ : R? — R uma fungao Borel mensuravel tal que F|p(X,Y)| < co. Definimos

4(y) = E(o(X,y)) = / o(2,y) dPx (x), y € R,

onde Py denota a distribuicao de X. Prove que

Elp(X,Y)|Y) = g(Y) qc.



Exame de Qualificacao — Doutorado em Estatistica

Parte de Inferéncia

24 de janeiro de 2024

Instrugoes:

. Leia atentamente as questoes.

. Vocé deve escolher quatro questoes, dentre as cinco, para entregar. Somente quatro

questoes serao corrigidas.

. Todas as questoes tém peso igual, correspondendo a 25 pontos.

. Cada questao deve ser respondida de forma clara, completa e detalhada.
. A duragao da prova é de 3 horas.

. Nao é permitido consulta.

. Inicie cada questao em uma folha separada e coloque o seu nome completo e RA em cada

folha.



Exercicio 1: Sejam Xi,..., X, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribui-
das proveniente da distribuigdo Uniforme continua no intervalo (0,6),60 > 0. Considere § como

uma variavel aleatoria cuja densidade é dada pela equagao (1)

m(0) = ba’0~ "V, ) (0), (1)
sendo a e b hiperparametros conhecidos, onde a > 0, b > 0 e 14() é a fungao indicadora do
conjunto A.

(a) |5 pts.] Identifique o estimador nao viciado de variancia uniformemente minima (EN-

VUMYV) para 6. Justifique.
(b) [8 pts.] Compute a distribuigao a posteriori para § dada a amostra Xj,....,X,.
(c) [5 pts.] Identifique o estimador Bayesiano para 6, sob perda quadratica.

(d) [7 pts.] Compare os estimadores obtidos nos itens (a) e (c¢) em termos de, pelo menos, dois

critérios (propriedades).

Exercicio 2: Suponha quen >2, 6>0, j=1,2esejam Xy,...,X, varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas, com funcao de densidade dada por

1 _ﬁ =1
foy - | A an) =

%exp(—%), j=2.

(a) [5 pts.] Obtenha a expressao analitica da fungao de verossimilhanca de (,5) baseada na

amostra Xq,...,X,,.
(b) [10 pts.] Identifique o estimador de maxima verossimilhanca de (6, 7).

(c) |10 pts.] Considere que a amostra é obtida sob j = 1 e seja 0, o estimador de méxima

verossimilhanga. Mostre que esse estimador é consistente: 6,, —p 6, quando n — oo.



Exercicio 3: Considere um experimento com n ensaios IID onde, em cada ensaio obtemos
somente um resultado de k categorias possiveis. Seja X; = j se o i-ésimo ensaio produz o j-ésimo
resultado e seja §; = P(X; = j) a probabilidade associada a esse resultado. Considere n > k—1.
Seja N;j = Y | 1;x,—; o numero de observacoes na j-ésima categoria, com j = 1,...,k e sendo

1,4 a fungao indicadora do conjunto A.

(a) [18 pts.| Interessa testar a hipotese Hy : 0; = 0y; para j =1,...,(k—1) onde gy, . .. 00 k1)

sao constantes especificadas. Encontre o teste de Wald e sua distribuicao assintoética.
(b) [12 pts.| Considere k = 5. Interessa testar a hipotese
Hy:0,=0,=0; e 60,=05
versus H; : Hy nao é verdadeira. Encontre o teste de Razao de Verossimilhanca e sua

distribuicao assintoética.

Exercicio 4: Seja Xi,..., X, uma seqliencia de variaveis aleatorias IID tal que a densidade

de X; com respeito & medida de Lebesgue é Gama(«, f):

flz;) = F(O})ﬁam‘f‘l exp (—%) z; >0, a>0 p>0,

onde « é conhecido.

(a) |18 pts.| Encontre o UMVUE de 1/ com base na amostra X = (Xy,...,X,,).

(b) [7 pts.] Seja a densidade a priori 7(5) definida como:

b® b
m(B) = T(a)3*r exp (—B> 5 >0,

onde a e b sao hiperparametros tais que a > 0 e b > 0. Encontre o estimador Bayesiano de

1/ sob perda quadrética.

Dica: E(z;) = aB, Var(x;) = af? e a fungio geradora de momentos é M, (t) = (1 — Bt)™

para t < 3L



Exercicio 5: (a) [12 pts.] Seja X;,..., X, uma seqiiencia de variaveis aleatorias IID tal que
X; ~ N(0,0) com § > 0. Encontre uma quantidade pivotal e use-a para construir um

intervalo de confianga para 6.

(b) [13 pts.] Seja Xi,..., X, uma seqiiencia de variaveis aleatorias IID tal que X; ~ N(6,6?)
com @ > 0. Considere a estatistica T = (31, X;, Y., X7?). Discuta se essa estatistica ¢

suficiente e/ou completa.



