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Questao 1. (2.5 Pontos)

Considere o problema de valor inicial (PVI) formado pela equacao diferencial parcial
(EDP) de evolugao, sendo u = u(x,t),

ou 0 (1 ,

—+ == =0, eR, t>0, 1

ot " ox (2 ! ) . (1)
com a condicao inicial,

u(z, to) = n(x). (2)

A EDP nao linear (1) é conhecida como a equacdo de Burgers inviscida. Esta equagao é
fundamental no estudo da dinamica de fluidos e turbuléncia, pois pode levar a formagao
de descontinuidades ou choques na solugao.

A equacao de Burgers inviscida é uma equacao hiperbodlica, dentro da classe de leis de
conservagao hiperbolica, que admite solugoes fracas entrdopicas representadas por ondas
de choque ou de rarefacao em funcao da imposicao da condigao inicial.

Considerando o PVI dado por (1)-(2), pede-se com as devidas justficativas:

(a) Dé dois exemplos de dados iniciais para os quais tem-se a formagao de uma rarefacao
para tempos longos

(b) Dé dois exemplos de dados iniciais para os quais tem-se a formacao de um choque
para tempos longos.

(c) Dé um exemplo de dado inicial para o qual tem-se a presenga de choque com ra-
refagao.

(d) Indique ao menos dois métodos numéricos que sejam adequados para a simulagao
numérica do PVI dado por (1)-(2), indicando em cada caso a condi¢ao de estabili-

dade CFL.



Questao 2. (2.5 Pontos)

Seja o problema de Poisson em duas dimensoées, sendo u = u(x,y),
Viu= f(z,y), (v,y)€Q=(0,1)x(0,1), (3)
sujeita a uma condicao de contorno de Dirichlet,

u(z,y) = g(z,y), (v,y) € 0. (4)

Considerando uma malha computacional igualmente espacada (Az = Ay = h) e as
aproximacoes de segunda ordem para o Laplaciano,

V2u = uy, + Uyy,
pede-se discutir e demonstrar para o PVC (3)-(4)
(a) Erro de truncamento local.
(b) Erro Global.
(c) Convergéncia.

Dica: A matriz “A” do problema de algebra linear associado a discretizacao da
EDP (3) com as aproximagoes de segunda ordem é simétrica, negativa-definida, e
na norma-2 tem-se que:

1Allz = p(A) = max {|Ap4l},

1<p,g<

sendo, A, , os autovalores, dados por:

2
Apqg = ﬁ[(COS(]ﬂTh) — 1)+ (cos(qmh) = 1)], p,g=1,2,--- m.



Questao 3. (2.5 Pontos)

Considere o problema de valor inicial (PVI) formado pela equacao diferencial parcial
(EDP) de evolugao, sendo u = u(x,t),

ou 0%u
—_— = _— t
5 = a2 z e N, > 0, (5)
com a condi¢ao inicial,
u(z,ty) = n(x), reR, ty=0, (6)

sendo k constante (k > 0). Se k = 0 temos uma problema parabdlico degenerado. Se
k < 0 temos uma problema mal-posto no sentido “cléssico” de Hadamard.

Aplicando ao PVI (5)-(6) aproximacoes combinadas de diferencas finitas no tempo e no

espago (i.e., U} = u(w;,t,)) pode-se obter o seguinte esquema geral, sendo r = firg e

supondo k constante (por simplicidade):

—ar UM +(14+2ar) UM —ar UM = (1—a) r U +[1-2(1—) r)U +(1—a) r U}y, (7)

th=nk, n=012.. x;=jh j=..-2-1012... (8)

onde a € [0,1], & = At denota o passo de tempo e h = Az denota o espagamento da
malha.

Pede—se, com as devidas justificativas:

(a) Prove consisténcia e estabilidade do método (7)-(8) para a aproximacao do PVI

(5)-(6).

(b) Enuncie o teorema de Lax-Richtmyer que estabelece a conexao entre consisténcia e
estabilidade para convergéncia de métodos numéricos lineares de um passo para pro-
blemas de EDP de evolugao lineares. Utilize esse resultado para demonstrar /provar
a convergéncia do método (7)-(8) para a solu¢ao do PVI (5)-(6), considerando obri-
gatoriamente neste contexto a Analise de Fourier e a Identidade de Parseval.

(c) Considere o PVI (5)-(6), mas agora com o coeficiente de condugao de calor de um
meio material ndo constante, i.e., Kk = k(x). Neste contexto, explique como um
coeficiente varidvel de conducao de calor k(x) pode afetar a andlise numérica e,
assim, a relagao de estabilidade do método (7)-(8) para o PVI (5)-(6), levando em
conta também estratégias de eficiéncia na implementacao computacional, como por
exemplo, recurso de memoria, complexidade do algoritmo e tempo computacional.



Questao 4. (2.5 Pontos)

Considere o problema de valor de inicial (PVI) formado pela equagao diferencial de pri-
meira ordem,

W) = flult),t), >0, (9)
com condic¢ao inicial,

u(to) = up. (10)

Um método linear de r—passos multiplos para o PVI (9)-(10) tem a forma geral dada por,
S ;U =k B U teyy). (11)
=0 =0

Pede-se, com as devidas justificativas,

(a) Escreva a forma geral dos polindmios caracteristicos p(§) e o(&), associados ao
método linear de r—passos multiplos (11) para o PVI (9)-(10).

(b) Escreva a defini¢ao de estabilidade-zero para métodos lineares de r—passos multiplos.
(¢) Deduza os métodos de Euler avangado, Euler recuado, e Leapfrog (ponto médio).

(d) Para um método linear de r—passos miltiplos da forma (11), a regiao de estabilidade
absoluta é definida pela aplicacao deste método na equagao diferencial de primeira
ordem (9), com f(u(t),t) = Au(t), que resulta em,

Y o U =kY B AU (12)
§=0 3=0

e que pode ser reescrito como,
> (o —2B)U, 2=k (13)
j=0

Escreva os polinomios-estabilidade da forma,

(&, 2) = p(&) — 20 (8),

e esboce a regido de estabilidade absoluta (no plano complexo) para os métodos de
Euler avangado, Euler recuado, e Leapfrog (ponto médio).



Questao 5. (2.5 Pontos)

Se aplicarmos um método de passo tnico ao PVI,
u'(t) = Au(t), t>0, (14)

com condic¢ao inicial,
U(to) = Uy, (15)

tipicamente obtém-se uma equacao da forma,
Ut = R(z)U™,

onde R(z) é alguma fungao de estabilidade com z = kJ; tipicamente um polinomio para
um método explicito ou uma funcao racional para um método implicito.

Pede-se, com as devidas justificativas:
(a) Mostre que os dois métodos de “série de Taylor de 4% ordem” e “Runge-Kutta de 4%
ordem”, quando aplicados ao PVI teste (14)-(15), produzem a mesma funcao R(z).

Dica: O método de Runge-Kutta de 4% ordem ¢é dado por:

Y, = U n

Yo=U"+ <k (Y. ty),

i B

e
¥y =U" + ;k_f. (Yi.fra + :) .

e
Y, =0U" + &) (}/3,1'” + _,) .

ynt — g 4 % [f'm,r,,} Loy (},M” . é)

-

k
+3_J'r.(}/3.f:.l+ )+_Jr.{}/41flJ+k}]

(b) Se um método é consistente, entdo R(z) serd uma aproximagao de e* para z proximo
de zero. Além disso, se esse método é de p—ésima ordem, entao,

R(z) — €* = O(2**1), quando z — 0.

Mostre que a fungao R(z) para os métodos do item (a) aproxima e* a menos de um
erro O(2°), quando z — 0.



Questao 6. (2.5 Pontos)

Considere o problema de valor inicial (PVI) formado pela equacao diferencial parcial
(EDP) de evolugao linear, sendo u = u(x,t),

ou ou

— — =0 R, t>0 16

at + a’ ax b x E b ) ( )
com a condicao inicial,

U([L’, tU) = n(x)7 YIS §R7 lo = 0) (17>

sendo a constante (a # 0). A equagao (16) é o exemplo mais simples de uma equagao
hiperbdlica, e a solucao exata é dada por,

u(z,t) = n(x — at). (18)

Isto significa que o dado inicial (17) é transladado de forma inalterada e com velocidade
a para a direita (se @ > 0) e para a esquerda (se a < 0). Para a = 0 a solugao é
u(z,t) = n(x), V¢t >0. AEDP (16) é também conhecida como a equagao de advecgao
linear, que modela problemas que exibem propagacao de ondas.

Para o PVI (16)-(17), temos ainda que o valor de u(x,t) é constante ao longo de cada
curva caracteristica z — at = xg, sendo xy o dominio de dependéncia do ponto (x,t) para
a EDP (16). No caso linear aqui discutido tal curva é uma reta com inclina¢do constante.

Considerando uma discretizacao no espago-tempo como segue,
t,=nk, n=0,1,2--- zxj=jh, j=---—2,-10,1,2--- (19)

onde k = At denota o passo de tempo e h = Az denota o espacamento da malha, temos
entao neste caso que sobre um unico passo de tempo resulta:

U([L‘j, tn-l—l) = U(ZL‘]‘ - Clk‘, tn)' (20)

Tragando a caracteristica como indicado em (20) de volta no tempo por um tnico passo
de tempo k, a partir do ponto da malha x;.Se 0 < ak/h < 1, entdo o ponto z; — ak
pertence entre os pontos x;_; e x;, ver Figura 1(a).

In+1

In
Xj—1 Xj Xj Xj+1
(a) T ak (b) T —ak

Figura 1: Curva caracteristica “discreta”.



Questao 6. (continuagao)

Se —1 < ak/h <0, temos o ponto z; — ak pertence entre os pontos x; e x;.1, ver Figura
1(b). Temos assim que a Figura 1 ilustra como podemos utilizar a solugao analitica (18)
como base para construcao de um método numérico pelo célculo de uma aproximacao
para (20) baseada em uma interpolagao dos pontos da malha e préximos do ponto U;.
Por exemplo, realizando uma interpolacao linear simples entre os pontos (x;_1,U" ; e

j
(zj,U}'), sendo a > 0, resulta em:

Ur —yn
) =07 + (o =) (2 ). (21)
Note que avaliando o ponto z; —ak na férmula de interpolacao (21) e definindo p(z; —ak)

como UJ*!, obtemos o método upwind O(k) + O(h):

urtt —ugn ur—ur
2 . L a2 h]‘lzo, se a > 0. (22)

n  __ I
Jjt+1 Uj

h

interpolacao (x5, U}'), (zj41, U}, ;) resulta no método upwind O(k) + O(h):

Repetindo os passos acima para a < 0, p(x) = Ul + (v — x;) ( ), os pontos de

urtt—-ur U, —U?

J Lo —0, sea<0, (23)
k h
Para obter uma melhor aproximagao para o PVI (16)-(17), pode-se utilizar entao a solugao
analitica (18) como base para constru¢ao de um método numérico pelo calculo de uma
melhor aproximacao para (20) baseada em uma interpola¢do com mais pontos da malha

e proximos do ponto U
Neste contexto, pede-se, com as devidas justificativas,

(a) Supondo que |ak/h| < 1, defina um polindémio quadratico p(x) pela interpolagao
dos valores da malha U} ;, U}" e UT, ;, e entao defina U;”l por p(z; —ak) para obter

o método de Lax-Wendroff O(k?) + O(h?) para a equagao de advecgao linear (16).

(b) Suponha agora que 0 < ak/h < 2 (i.e., a;0) Defina entdo um outro polinémio
quadrético p(z) pela interpolacdo dos valores da malha Uiy, Uiy e U, defina
UM por p(x; — ak) para obter o método de Beam-Warming O(k?)+O(h?)+O(h k)
para o caso a > 0, para a equagao de advecgao linear (16).

(c) Para cada um dos esquemas explicitos de Lax-Wendroff (item a) e Beam-Warming
(item b) é possivel escolher parametros k (passo de tempo) e h (espagamento da ma-
lha) de tal forma que a solugao obtida concorda exatamente com a solucao analitica
(18). Isso nao ¢ um “chute”, mas uma escolha adequada com base no resultado
(20), como rigorosamente previsto pela teoria (18). Explique qual é essa escolha
adequeda para k e h para cada um dos esquemas explicitos de Lax-Wendroff e
de Beam-Warming. Faga também uma interpretacao geométrica (via curva carac-
teristica no plano z-t) do mesmo tipo como na Figura 1.



Questao 7. (2.5 Pontos)

Considere o problema de valor inicial (PVI) formado pela equacao diferencial parcial
(EDP) de evolugao linear, sendo u = u(x,t),

ou ou
— — =0, eR, t>0, 24
o " ou v (24)
com a condicao inicial,
w(z,ty) = n(z) = e 200" L@ g e R =0, (25)

sendo a constante (a # 0). A EDP (24) é conhecida como a equagao de advecgao linear,
que é o exemplo mais simples de uma equacao hiperbdlica, cuja solugao exata é dada por,

u(z,t) = n(x — at). (26)

A solugao exata (26) revela que o dado inicial (25) ¢é transladado de forma inalterada e
com velocidade a para a direita (se a > 0) e para a esquerda (se a < 0).

1.5

© 0 0 oa,
o o——
0000 —
50T

(b)0'5 15 20 25 (C)o,s 15 20 25

Figura 2: (a) Condicdo inicial u(z,0) = e 20=2° 4 =5 Para um tempo t* > 0,
temos as solugoes numéricas: (b) Upwind e (¢) Lax-Wendroff. A solugao exata (26) é
também mostrada em linha sélida nos mesmos gréficos (b) e (c).

A Figura 2(a) mostra o dado inicial (25). Desta forma, um bom método numérico para o
PVI (24)-(25) deve ter a propriedade de preservar a “forma” da condicao inicial (25) com



Questao 7. (continuagao)

“velocidade” de propagacao a para qualquer tempo ¢t > 0. Considerando uma discre-
tizagao no espago-tempo como segue,

th=nk, n=0,12-- xj:jh, j=+-—=2-1,0,1,2, - (27)

onde k£ = At denota o passo de tempo e h = Ax denota o espacamento da malha, e
aplicando ao PVI (24)-(25) aproximagoes de diferencas finitas no tempo e no espago,
pode-se obter (supondo a > 0) os seguintes métodos explicitos Upwind e Lax-Wendroff,

respectivamente:
Urtt = U - : (Ur—ur,), (28)
‘ ak a’k?
Ui = Up = o (U = Ujty) + o5 (U = 207 + UL - (29)

Na Figura 2(b) é mostrada a solugdo numérica do PVI (24)-(25) para um tempo t* > 0
com o método Upwind (28), enquanto que na Figura 2(c) é mostrada a solugdo numérica
para o mesmo problema com o método Lax-Wendroff (29). Para os dois métodos utilizou-
se uma velocidade de propagacao a = 1 com os parametros de malha h = 0.05 e £ = 0.8h,
o que resulta em um numero de Courant ak/h = 0.8.

Os resultados mostrados na Figura 2 revelam claramente que o método Upwind (28) exibe
um carater de uma equacao de advecgao-difusao (Figura 2(b)), que é diferente do método
Lax-Wendroff (29), que exibe um carater de uma equagao de advecgao-dispersao (Figura

2(c)).

Neste contexto, pede-se, com as devidas justificativas,

(a) Determine a equagao diferencial parcial modificada associada ao método Upwind
(28), mantendo os termos O(k), para k/h fixo.

(b) Determine a equacao diferencial parcial modificada associada ao método Lax-Wendroff
(29), mantendo os termos O(k?), para k/h fixo.

(c) Realize uma anélise via transformada de Fourier das equagoes modificadas obtidas
no itens (a) e (b), imediatamente acima, para obter a relagao de dispersao associada
a cada um dos métodos Upwind (28) e Lax-Wendroff (29). Utilize entao esses
resultados para explicar a natureza dos resultados mostrados na Figura 2.

(d) Para cada uma das equagoes diferenciais parciais modificadas obtidas nos itens (a)
e (b) é possivel escolher um nimero de Courant adequado de tal forma que essas
equagoes modificadas concordem exatamente com a EDP original (24). Assim, exiba
e explique qual é essa escolha adequada para o numero de Courant. Note que isso
também nao é um “chute”, mas uma escolha conveniente dos parametros k e h que
pode ser totalmente justificada com base no resultado obtido no item (c).



Esquema de Beam-Warming para (a > 0)

I 2]{?2
U;H-l — U — ar (3(]]7.‘ — 4U]7-l_1 + Ugn—2) + .

P -5 Up — 207, + UP) .

oz U

Interpolacao polinomial de grau n - método de Lagrange

pa) =Y ) [ 11 g]



", UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

N ) . . - o e

i Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica
unicame IIMEECE MT571 — Aprendizado de Maquinas: Aspectos Tedricos e Préticos

ALUNO RA

MT571 — Aprendizado de Maquinas: Aspectos Teodricos e Praticos

Exame de Qualificacao — 29/08 /2025

INSTRUCOES

SERAO CONSIDERADAS SOMENTE AS QUESTOES ESCRITAS DE FORMA CLARA E
DEVIDAMENTE JUSTIFICADAS

INFORMACOES UTEIS

V, V.
P e Revocacao = P

. 1
V, + B, T Vo + Py W

Precisdao =

Regressao linear, ridge, lasso e elastic net: Considere hg(x) = 6 + Z;;l 0;x;, a regressao
linear, ridge, lasso e elastic net sdo obtidas minimizando as seguintes funcao perda:

1 m
. 7 7, . 2
Luse (6 m ; hg x;) (2)
1 m
Lriage(0) = m Z hg(x:) — vi) 2+ 04292 (3)
1 m
£Lasso(0) = m Z(he(wl) - yi ‘to Z |9 | (4)
=1 Jj=1

Maquina de Suporte Vetorial Linear:
argming ;e W W+ ST &

sujeito a yi(wla; +b) > 1, Vi=1,...,m, (5)
E>0, Vi=1,...,m

m
argmax,, E o — E E YilYj Ot ajfc T;
i=1

- 6
sujeito a Zyiai =0 ()
i=1
0<; <C, Vi=1,...,m,
A fungdo decisio h : R™ — R da SVM é
hiz) =w w—i—b—Za MYG6) (Ti, ) + . (7)

i=1
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Questao 1. Considere uma rede neural que possui a funcao softmax na camada de saida.

Lembre-se que a funcao softmax é dada pela equacao

e

Pi = =n PR
Zj:l e

em que zi,...,2, € P1,...,Pn denotam as entradas e saidas, respectivamente.

Vi=1,...,n, (8)

(a) Mostre que as saidas pi,...,p, da fungao softmax sdo todas positivas e somam 1. Como
essa observacgao ¢é utilizada na interpretacao da saida da rede neural em problemas de
classificacao?

(b) Mostre que Op;/0z; é positivo se i = k e negativo se i # k. Como esse resultado é
interpretado no aprendizado da rede neural?

(c) Mostre que a entrada z; pode ser expressa em termos do logaritmo da saida p; adicionando
uma constante C' que nao depende do indice 4.

(d) Qual funcao perda (loss function) é recomendada para treinar a rede neural num problema
de classificagao? Justifique sua resposta.
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Questao 2. Considere um comité com 10 classificadores binérios £ = {¢1,...,110}, em que
¥+ X — {0,1} é definido pela equacao ¥;(x) = x[fi(x) > 0.5] usando uma funcao-de-decisao
fi + X — [0,1] que fornece a probabilidade de uma amostra pertencer a classe 1 (como, por

exemplo, a regressao logistica). Aqui, x denota a fungao indicadora, ou seja, x[P] = 1 se
a proposicao P é verdadeira e x[P] = 0 caso contrario. Suponha que os 10 classificadores
forneceram as probabilidades

fo(®) =0.6, fr(x) =006, [fs(x)=0.65 [fo(w)=20.7, fio(z)=0.75,

para uma amostra x € X.

(a) Qual serd a classe estimada de & € X por um ensemble g : X — {0,1} obtido usando o
sistema de votos pela maioria?

(b) Diferente do voto pela maioria, a classe de @ € X pode ser estimada por um ensemble
Yp : X — {0, 1} definido como segue usando a chamada votacao flexivel:

10
Yr(x) = X [110 Zfi(m) > 0-5] . (10)
i1

Usando a votacao flexivel, qual sera a classe de & € X'?

(c) Compare os resultados fornecidos pelo sistema de votos pela maioria e a votacao flexivel.
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Questao 3. Considere uma extensao do algoritmo PCA padrdo que incorpora regularizacao.
O algoritmo modifica a matriz de covariancia da seguinte forma:

m

> (@i — ) (@i — w)" + M,

i=1

1
Creg = E

em que A é o parametro de regularizacao e I é a identidade.

(a) Dado o dataset bidimensional:

z1 |20 1.0
z2 | 1.0 2.0
z3 | 0.0 0.0

Com A = 0.5:

e Calcule a matriz de covaridncia C' e a matriz regularizada Cheg
e Encontre os autovalores e autovetores de ambas

e Compare o0s erros de reconstru¢ao com k = 1 componente

(b) Mostre que os autovalores da matriz regularizada sao:
)\i,reg = )\i +A
onde )\; sdo os autovalores originais.

(c) Derive uma expressao matematica de como o erro de reconstrucao é afetado pela regula-
rizacao.
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Questao 4. Considere uma versao do algoritmo K-means que usa um kernel Gaussiano para
capturar relagoes nao-lineares. A distancia entre um ponto x; e o centroide do cluster k é
calculada no espaco de caracteristicas como:

2 1
dk(ffi):K(fUiafﬂi)—m > K(ﬂ@j)*‘w > K(xj,m)

.rjECk x‘j,IlECk

[

557 ) e Cj é o conjunto de pontos no cluster k.

onde K (z;,z;) = exp (—

(a) Dado o dataset:

z1 |00 0.0
z2 | 1.0 1.0
z3 | 3.0 0.0
x4 | 40 1.0

Com o = 1.0 e K = 2 clusters:

e Calcule a matriz kernel Kyx4

e Inicie com clusters Cy = {x1, 22} e Cy = {x3, 24}

e Calcule a distancia kernelizada de cada ponto para cada cluster
e Determine se hé reatribuicao de pontos

(b) Explique por que K(x;,z;) = 1 no kernel Gaussiano e como isso simplifica a férmula da
distancia.

(c) Mostre matematicamente que quando o — oo, a distancia kernelizada converge para a
distancia Euclidiana padrao do K-means.

(d) Derive como valores pequenos de o (kernel “estreito”) versus valores grandes de o (kernel
“largo”) afetam a formacao dos clusters.
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FOLHA ADICIONAL
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FOLHA ADICIONAL

Boa Prova!
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INSTRUCOES

SERAO CONSIDERADAS SOMENTE AS QUESTOES ESCRITAS DE FORMA CLARA E
DEVIDAMENTE JUSTIFICADAS

INFORMACOES UTEIS

Definicdo 1 (Funcao de pertinéncia triangular). A funcao de pertinéncia triangular
T(a,m,b) : R — [0,1], caracterizada pelos parimetros a,m,b € R, é dada por

(r—a)/(m—a), a<xz<m,
T(a,m,b)(x) =< (b—2x)/(b—m), m<x<b,

0, caso contrdrio,

Definicao 2 (Relagao de Equivaléncia). Uma relagdo cldssica E C U x U € uma relagdo
de equivaléncia em U se:

(i) (u,u) € E para todo u € U.
(ii) (u,v) € E implica (v,u) € E.
(i1i) (u,v) € E e (v,w) € E implica (u,w) € E.

Definicao 3 (Relagdo de Equivaléncia Fuzzy). Uma relagio fuzzy R € F(U x U) é uma
relacao de equivaléncia fuzzy se:

(a) R(u,u) =1 para todo u € U.
(b) R(u,v) =R(v,u), para todo u,v € U.

(c) R(u,w) > R(u,v) A R(v,w), Yu,v,w € U.
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Questao 1.

Neste ano, celebramos os 60 anos da teoria dos
conjuntos fuzzy. Esta teoria surgiu com o ar-
tigo intitulado “Fuzzy Sets” no qual L. A. Za-
deh observou o seguinte:

A

(7o), Ty s

60 years of yy,

\gets s
; 24t

Essentially, fuzzy sets in X
constitute a distributive lattice with
a 0 and 1.

(a) Quando podemos dizer que L # () com 2 operacdes bindrias A, Y : L2 — L representa um
reticulado? No caso afirmativo, como definimos uma ordem parcial em L7

(b) Quais s@o os operadores de infimo e supremo de A, B € F(X) no reticulado ao qual Zadeh
se referiu?

(c) Considere a operacao bindria V (méximo) em R. Defina Ll : F(R) x F(R) — F(R) como
sendo a extensdo de Zadeh de V : R? — R.

(d) Sejam X1 2jujs,6) © X[3,4 as fungdes de pertinéncia de A € F(R) e B € F(R), respectiva-
mente. Determine A U B.

Dica: Sabemos que para qualquer operacao continua * : R x R — R e nimeros fuzzy
A, B € F(R) temos [A % B]* = [A]* = [B]®.
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Questao 2. Considere a base de regras fuzzy:

SExzé A; Eyé Ay, ENTAO 2 é By,
SE z é Ay E y é A3, ENTAO z é By, (1)

SEz é A3 Ey é A1, ENTAO z é Bj.
em que
Ay = T(=20,-10,0), Ay =T(—10,0,10), As=T(0,10,20). (2)
By =T(-2,-1,0), By=T(-1,0,1) e B3=1T(0,1,2). (3)

Esboce o conjunto fuzzy deduzido pela base de regras acima usando o método de inferéncia de
Mamdani em = = 2 e y = 3. Justifique sua resposta explicitando os cédlculos.
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Questao 3. Mostre que R € F(U x U) é uma relagao de equivaléncia fuzzy se, e somente se,
seus a-niveis [R]* sao relagoes de equivaléncia em U para todo « € (0, 1].
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Questao 4.
(a) Sob quais condigoes A € F(R) é um ntumero fuzzy?

(b) A afirmagao “Se A e B sao nlimeros fuzzy triangulares, entao o produto de A e B é também
um numero fuzzy triangular.” é verdadeira? Justifique sua resposta.
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