Exame de Qualificacao

Mestrado em Estatistica

Prova de Probabilidade
11 de Agosto de 2023

Instrucgoes:

e A prova € composta de 5 questoes.

A duracao da prova € de 4 horas.
e Naio € permitido consulta.
e [nicie a resolucao de cada questao em uma nova folha.

e Fscreva seu nome completo e seu RA em cada folha utilizada.

Escreva de maneira clara e organizada.

Justifique suas respostas.

Boa prova!



Questao 1: (2 pontos)

Sejam A, Ag, ... eventos aleatdérios em um espago de probabilidade (€2, A, P). Definam-se
liggglfAn = U ﬂ AL e liinﬁs:ip A, = ﬂ U Ap.
n=1k=n n=1k=n
Se

liminf A, = limsup A,, = A,

n—00 n—00
chamamos o evento A de lim A, (limite de A,). Demonstre que se A = lim A, entao

n—oo n—oo

P(A,) — P(A) quando n — oo.

Questao 2: (2 pontos)

Sejam X1, X,,... variaveis aleatérias tais que X,, assume valores em
1 2 n—1
{07 Ty Ty ey ) 1} )
n' n n
com ,
P<X ]) . i =0,1
n=—]= , ara =U,1,...,n.
n n+1 P J

D . e .
Mostre que X,, — U(0,1), ou seja, X,, converge em distribuigdo para uma variavel

aleatéria que possui distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1).

Questao 3: (2 pontos)

Sejam T} e Ty duas varidveis aleatoérias independentes com distribuicao comum exponen-

cial com parametro A\, onde A > 0. Sejam
X =min(T},75) e Y =max(T},T3).

Para x > 0, determine:
(a) A distribui¢ao condicional de Y dado que X = z.

(b) A distribuigao condicional de Y — X dado que X = x.



Questao 4: (2 pontos)

Sejam X5, X3,... variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com

distribuicao exponencial com parametro 1. Para n > 2, seja

~ logn’

Ya

(a) Mostre que Y, L, 0, ou seja, Y, converge para 0 em probabilidade.

(b) Prove que Y,, ndo converge para 0 quase certamente.

Questao 5: (2 pontos)

Sejam X7, X,,... variaveis aleatérias independentes tais que X,, tem densidade
folz) = ie*‘:’“ﬁl/” z e R.
2n ’

Seja S, = >, X;. Demonstre que

S, —ES,
2, N(0,1),
v/Var S,
. Sn - ESn . . . o~ ., s . .
ou seja, NaT converge em distribuicao para uma varidvel aleatéria que possui dis-
ar S,

tribuigao N(0,1).

1 < 1
Observagao: Para A > 0, pyw) kz_: B — 1 quando n — oo.



