&"’A MT402 - Matrizes

% '. =
u::iw Profs. Roberto Andreani e Francisco Magalhdes Gomes IMECC
Exame de qualificacao Agosto 2022

Questao 1| Dada A € IR™*", prove que

postgrélenB:r HA - BH2 = 0Or+1

em que 0,1 € o valor singular r+1 de A. Qual matriz B realiza este minimo?

Responda a mesma pergunta para a norma de Frobenius.

Questao 2| Descreva diferentes técnicas para Fatoracao QR, indicando em

que casos cada uma é usada.
Explique que tipo de fatoracdo QR completa e reduzida de A € R"™*" se
obtém quando m > n e quando m = n. D& uma ideia da matriz R gerada em

cada caso, levando em consideracdo o posto de A.

Questao 3| Sejam vy, v9,...,v, vetores ortogonais linearmente indepen-

dentes, de norma 1, pertencentes a um subespaco V C IR" de dimensao p.
1. Mostre a matriz de projecao ortogonal sobre V.
2. Mostre sua fatoracao QR.

3. Mostre sua fatoracao SVD.

Questao 4| Descreva os diferentes métodos usados para se obter um auto-

valor e um autovetor, explicando o que se procura com cada um deles.



Exame Qualificagao — Analise Numérica (MT403) — 2s/2022

Estudante: RA:

e Escolha somente 3 (trés) entre as questoes abaixo apresentadas para a realizagdo do seu Exame de
Anélise Numérica (AN). Faga uma marcagao a caneta, por exemplo, fazendo um circulo na questao para in-
dicar aquelas escolhidas e também escreva aqui oS NUIMEros dessas QUESTOES: .......vviivieeiiiieeeiiieeriiieeeeineeriieeeeaenns

e Para todas as questoes escolhidas para a realizacao do seu Exame de AN, solugoes “soltas” e/ou
“desconexas” nao serao consideradas. A correcdo do Exame de Anélise Numérica serd realizada levando em
conta tanto a consisténcia como a organizacao logica dos passos corretos, e teoricamente fundamentados, para
a conclus@o da resposta, e ndo resolugoes meramente indicadas/comentadas e sem justificativas.

Questao 1
Seja o problema de Poisson em duas dimensdes, sendo u = u(z,y) e o operador Laplaciano dado por Au,
Au= f(z,y), (z,y)€Q=][0,1]x[0,1], (1)
sujeito a uma condicao de contorno de Dirichlet,
u(z,y) = g(z,y), (z,y) € 0. (2)

Considerando uma malha computacional igualmente espagada (Ax = Ay = h) e aproximagoes de dife-
rencas finitas centradas de segunda ordem para o operador Laplaciano,

AU = Ugy + Uyy,

pede-se discutir e demonstrar para o problema (1)-(2): (a) Erro de truncamento local, (b) Erro Global e
(c) Convergéncia, considerando todos os passos em detalhes e destacando a norma empregada nesses itens.

Dicas: o ||All2 = 1/p(AT A), onde p denota o raio espectral.

Dq
ij

= sin(pmih) sin(gmjh). o N\ = % [(cos(pmh) — 1) + (cos(qmh) — 1)].

® U

Questao 2
Seja f(u) : ® — R uma fungao Lipschitz continua associada ao Problema de Valor Inicial (PVI) auténomo
u = f(u), 0<t<T, u(0) =n. (3)

Considerando que um método linear de r passos para a aproximacao do PVI (3) pode ser escrito na forma
seguinte (com «, = 1):

ST U = ALY g (U, (4)
§=0

=0
pede-se os seguintes itens com as devidas justificativas:

(a) Defina estabilidade zero para o método (4) e mostre que o mesmo sera consistente com o PVI (3) se
T T T
D =0 e > jaj=> B
J=0 J=0 J=0

(b) Dado (4), dé exemplos de dois métodos explicitos e dois métodos implicitos para resolugdo do PVI (3).

(¢) Em cada caso do item (b), explique qual é a condigao para que um método numérico dado por (4) seja
ou explicito ou implicito?



Questao 3

Considere o problema de valor inicial (PVI) formado pela equagao diferencial parcial (EDP) de evolugao
linear, sendo u = u(z,t),

ou ou

EJra%—O, reR, t>0, (5)
com a condicao inicial,

u(z,to) =n(x), TER, th=0, (6)

sendo a constante, a € R e a # 0. A equagao de advecgao linear (5) é o exemplo mais simples de uma equagao
hiperbdlica (em sua forma forte), cuja solugao exata é dada por,

u(zx,t) = n(x — at). (7)

A Eq. (7) revela que o dado inicial (6) é transladado de forma inalterada, e com velocidade a para a direita
(se a > 0), ou para a esquerda (se a < 0). Para a = 0 a solucao é u(z,t) = n(x), V¢t > 0. Mais do que isso, a
solucdo u(x,t) em (7) para o PVI (5)-(6) é constante ao longo de cada curva caracteristica x — at = xg, sendo
xo (em tg) o dominio de dependéncia do ponto (z,t).

Nesse contexto, considerando agora uma discretizacdo no espago-tempo como segue,

th=nk, n=01,2-- x;=jh, j=--—2-1,0012-- (8)

onde k = At denota o passo de tempo e h = Ax denota o espacamento da malha, temos entao neste caso que
sobre um tnico passo de tempo resulta:

w(xj, thg1) = u(z; — ak, ty). 9)

Mais ainda, tracando a curva caracteristica como em (9) de volta no tempo por um inico passo de tempo k,
a partir do ponto da malha z;, resulta na interpretacao geométrica indicada na Figura 1. Adicionalmente, se
a condicao 0 < ak/h < 1 for verificada entao o ponto z; — ak ficard entre os pontos z;_1 e z;,

h , ) h
Int1
h o . . ° . .
Xj—1 xj Xj Xj+1
(a) - ak (b) - —ak

Figura 1: Curva caracteristica “discreta”.

Neste contexto, pede-se, com as devidas justificativas,

(a) Afirmacao: Para o PVI linear (5)-(6) a curva caracteristica é uma reta com inclinagdo constante.
Pede-se mostrar os calculos para determinar a inclinagao dessa curva caracteristica indicando qual é seu
valor exato no plano (z,t).

(b) Enuncie o Teorema de Equivaléncia de Lax-Richtmyer, explicando seu significado fundamental em
analise numérica para a aproximacao numérica de modelos de evolucao temporal para equagcoes di-
ferenciais parciais lineares (por exemplo, a equagao de advecgao e a equagao do calor).

(c¢) Considerando os itens (a) e (b), prove de consisténcia, estabilidade e convegéncia para o esquema de
Lax-Wendroff quando aplicado ao PVI (5)-(6), considerando obrigatoriamente neste contexto a Andalise
de Fourier e a Identidade de Parseval. Lembrando, o método explicito de Lax-Wendroff para o
modelo de advecgao linear (5)-(6) é dado por:
ak a’k?

n+l _ rm n n
Uit =07 = o (U = Upy

J 2% Uili = QUJ’? + Jn-&-l) :

)+W( Jj—



Questao 4

Seja o PVI seguinte, sendo u = u(x,t), para a equagao do calor linear,

0 0?
a—? = Ha—z, reR, t>0, com a condicao inicial, (10)
v

u(z, tg) = n(x), reR, tr=0, (11)

sendo k£ uma constante real talque x # 0.

Pede—se, com as devidas justificativas:

(a)

Considere a afirmacao inicial seguinte em relacdo ao PVI (10)-(11): Supondo s > 0, entdo faz sentido
aplicar ao PVI (10)-(11) aproximagoes combinadas de diferencas finitas no tempo e no espaco (i.e.,
Ui = u(z;,tn)) para obter o seguinte esquema geral,

—arUf_ﬁl—F(l—i—Qar)U;‘H—arU]’-fll:(1—a)rUJ”,l—i-[1—2(1—04)7’]U;‘+(1—a)r s (12)

th,=nk, n=0,1,2--- xj:jha j=---—2,-1,0,1,2,--- (13)

sendo r = H%, onde a € [0,1], k = At denota o passo de tempo e h = Az denota o espagamento da
malha.

Diante do exposto, justifique com suas palavras, mas pelos menos em nivel formal, o motivo ma-
temdtico pelo qual nao faz sentido supor que k < 0 para o PVI (10)-(11). Em outras palavras,
explique matematicamente a afirmacao inicial acima da necessidade de supor k > 0 para entao obter o
esquema geral (12) associado ao PVI (10)-(11)?

Realize uma andlise de estabilidade do esquema de diferenca finitas (12)-(13) para o PVI (10)-(11),
sabendo que « € [0, 1]. Observe que a relagao de estabilidade pode envolver naturalmente os parametros
k, h, ke a.

Supondo que para qualquer « € [0, 1] sempre se tenha um esquema consistente e estavel (seja este
incondicionalmente estavel ou condicionalmente estavel), explique se o teorema de Lax-Richtmyer pode
ser usado para estabelecer a conexao entre consisténcia e estabilidade para convergéncia do esquema
geral (12)-(13) para o PVI (10)-(11).

Note que do esquema geral (12)-(13) tem-se: a = 0 resulta no esquema “avangado no tempo e centrado
no espago (FTCS)”, a = 1 resulta no esquema “recuado no tempo e centrado no espago (BTCS)”, e
a = 3 resulta no esquema “Crank-Nicolson (CN)”. Neste contexto, escreva a equacao de diferengas

finitas para cada um desses casos FTCS, BTCS e CN para o PVI (10)-(11) e indique se o esquema
correspondente é implitico ou é explicito, justificando suas respostas.

Questao 5

Em vista das Questoes 1, 2, 3 e 4, considere os aspectos tedricos, computacionais e aplicacoes dos métodos
numéricos para resolucao aproximada de PVIs e PVCs (aqui pode-se pensar, por exemplo, o caso com dominio
quadrado e malha uniforme em 1D, 2D e 3D espaciais, além da varidvel temporal ).

Pede-se, com as devidas justificativas,

(a)

(b)

Discuta com suas palavras, eventuais vantagens e desvantagens computacionais sobre métodos
numéricos para resoluacao aproximada de PVIs, considerando formulagoes Explicita e Implicita. Jus-
tifique sua resposta, incluindo também argumentos tedricos.

Discuta com suas palavras, eventuais vantagens e desvantagens computacionais sobre métodos
numéricos para resolucao aproximada de PVCs, considerando o emprego de métodos diretos e iterativos
para o tratamento numérico do problema discreto. Justifique sua resposta, incluindo também
argumentos tedricos.
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Notacao: Dada uma funcdo f : R — C sua Transformada de Fourier, f: R —-C,é

dada por f(w) = /OO f(t) e ™" dt.

Utilize a série de Fourier da fungdo f : [—m, 7] — R, definida por f(t) = |t|, para

e}

1
determinar Z _
2
— (2n+1)

Sejam u,v : R — R com transformadas de Fourier tais que t(w) =0 se |w| >, >0 e
U(w) =0 se |w| > £, > 0. Através do Teorema de Shannon determine o intervalo maximo

de amostragem para cada um dos sinais a seguir.

Seja a > 0 e considere o filtro convolucional A : R — R, definido na frequéncia por
1 + sinal(t)

h(w) = e~ wl ¢ o sinal degrau unitdrio 4 : R — R, definido por u(t) = 5

Determine h.

o conteudo das frequéncias superiores a 30 Hz seja reduzido em pelo menos 50%.
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Questao 1. Considere o modelo presa-predador

Z—f = a:v(l—%)—axy "
Y = —by+ By

(a) Identifique as varidveis = e y (qual é presa e qual é predador). Em seguida, decida se é
possivel dizer que ha auto-inibicao em alguma das espécies. Se sim, em qual?

A variavel x representa a presa, uma vez que sua populagao diminui ao ter contato com
y. Por sua vez, y representa o predador, que se beneficia com o contato com .

E possivel dizer que ha auto-inibicao na populacao das presas, pois seu crescimento
é dado pela equagao logistica (de Verhulst). Essa equacao indica competigao entre a
propria espécie, de forma que seu crescimento seja limitado por uma capacidade de
suporte K na auseéncia de predadores. Isto é, mesmo no cendrio livre de predadores, o
crescimento do niimero de presas nao ¢ indefinido, pois ha auto-inibigao.

(b) Interprete cada um dos parametros a,b, K, « e .

O parametro a ¢é a taxa de crescimento populacional das presas, enquanto b é a taxa
de mortalidade da populacao de predadores.

O parametro K é a capacidade de suporte que limita o crescimento de presas, desde
que se r > K entao 1 — % < 0, o que implicaria em % < 0.

O parametro « representa a taxa de predacao ou taxa de decaimento da populacao de
presas devido a encontros com predadores. O parametro 3 é a taxa de conversao da
caca em novos predadores.

(¢) Determine os equilibrios de (1) e o tipo de estabilidade, em fungao dos parametros.

Analisando o cendrio Cé—f = % = 0, vemos primeiramente que um ponto de equilibrio é

dado por P, = (0,0). Neste cendrio, z = 0 = y = 0, mas o contrario nao é valido. Se
y = 0, temos az (1 — %) =0= 2 =0o0uxz= K. Portanto, P, = (K,0) é outro ponto
de equilibrio. Por fim, se x # 0 e y # 0, temos

x
1-— —) =axr e by = Bxy.
( 7 y y = Py

iy e b a b
Portanto, um 1ltimo ponto de equilibrio é dado por Ps = =, — |1 — — | | .
b a SK
Para analisar a estabilidade dos pontos P;, P> e P; vamos encontrar a matriz Jacobiana
do sistema (1), através das derivadas parciais de suas equagoes:

a (1 — 2—36) -« —Qx
Sy = K / : (2)
By —b+ px
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Aplicando essa matriz no ponto P; obtemos:

a 0
para a qual temos os autovalores Ay =a > 0 e A\y = —b < 0. Portanto, P, é ponto de sela.
Aplicando no ponto P, obtemos:
—a —ak
b= [ 0 BK —b } : (4)

Os autovalores de Bsao A\ = —a<0e X\ = BK —b. Se K > b , temos Ay > 0 e, por outro
lado, se K < 57 temos Ay < 0. Portanto, se K > 5 , P, é ponto de sela e, se K <3 b Py énb
estavel.

Por fim, aplicando no ponto P;, temos:

ab - —ab
C = - BK 8. (5)
SLBK =10

Como a, b, B, K > 0, temos que tr(C) = ;Ib( < 0. Além disso, det(C) = Ib([BK—b]. Entéao,
se K > %, temos det(C) > 0 e, se K < b , temos det(C) < 0. E mais, se K < =% entdo

4B(BK—b)’
ocorre [tr(C)]? < 4det(C'). Portanto, P3 é:

e Ponto de sela, se K < 3 b: (tr(C) < 0 e det(C) < 0)

o NG estdvel, se K > g e K > 5 ; (tr(C) < 0, det(C) > 0 e [tr(C)]* > 4det(C))

(BK b)’

e Espiral estdvel, se K > 2 e K < (tr(C) < 0, det(C) > 0e [tr(C)]* < 4det(C))

ab
4B(BK—b)"

Questao 2.

(a) Reescreva o modelo (1) (Questao 1) supondo que haja retiradas (pesca) do tipo Malthu-
siano. Adote €; e €5 para as taxas de retirada.

E possivel reescrever (1) nessas condigoes da seguinte maneira:

fl—f = a:v(l—%)—aa:y—elx -
W = —by+ Pry— ey

(b) Com algumas manipula¢bes matematicas, reescreva o modelo obtido em (a) de modo
que o mesmo fique na forma de (1). Em seguida, interprete a influéncia da pesca nos
parametros do modelo original (1).
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Podemos reescrever (6) como abaixo:

x
Ccll_f = (a—el)x <1_ (W_Q)K)_Oéxy (7)
W = —(b+e)y+ By
De fato, note que
x x?
ax (1—?> oYy - ar = ar— s - ey - ary
%(a — €

Com essa nova formulacao podemos ver a influéncia da pesca na dinamica do modelo
original: como €y, €2 > 0, vemos que a taxa de crescimento de presas diminui ao passo
que a taxa de mortalidade de predadores aumenta. Além disso, a nova capacidade
de suporte da populagao de presas passa a ser (%) K, que é igual a capacidade de

suporte original (K') se nao ha pesca (e = 0) e tanto menor que K quanto maior for
€1.

E possivel dizer se o efeito da pesca favorece alguma das espécies? Justifique sua
resposta.

De forma andloga ao item (c), no caso sem pesca, podemos agora encontrar os seguintes

b + € a—e€ b + €9
ontos de equilibrio nao triviais: =(=2K,0)e@s = , 1— )
p q Q1= (1K,0) e Qs ( 5 - oK
Se ocorre (01 a populacao de predadores é extinta, o que nao é do nosso interesse. Anali-
sando ()2, se comparamos com o cenario do modelo original, vemos que a pesca favorece

lacio d ., b—|—62>b a—e [, b+ € <a ) b
a populacao de presas, Ja que — € — — - =] .

Questao 3. Na literatura sobre COVID-19, é possivel saber que a dinamica da mesma
se da a partir de contatos entre suscetivel e infectado (a uma taxa de contagio ) e, apds
alguns dias, o individuo infectado se recupera (a uma taxa 7), por um curto periodo.
Pede-se:

(a)

Dentre os modelos classicos, SI, SIS e SIR, qual se adequa melhor para estudar a

dinamica da COVID-197?

Dentre as opgoes apresentadas, o modelo epidemiolégico mais adequado para estudar
a dinamica da COVID-19 é o modelo SIR, uma vez que o individuo apds se infec-
tar pode se recuperar e permanecer recuperado por um curto periodo, nao retonando
imediatamente ao compartimento de individuos suscetiveis.
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(b) Escreva um sistema de equagoes diferenciais para estudar a dinamica da COVID-19.

O sistema de equacgoes diferenciais do modelo SIR é dado por

o= —pS)I(t)
d = BS)I(t) —yI(t) , 8)
& = vI(t)

onde S, I e R sao funcoes de individuos suscetiveis, infectados e recuperados, respecti-
vamente, com relacao ao tempo t. Além disso, § > 0 é a taxa de contagio e v > 0 ¢é a
taxa de recuperacao

(c) Se o tempo de contdgio é em torno de 10 dias, qual uma estimativa para a taxa de
recuperacao?’
Sabe-se que no modelo SIR o tempo em que uma pessoa permanece infectada é inver-
samente proporcional a taxa de recuperagao. Portanto, v = = =0, 1.

Questao 4. Considere o seguinte modelo:

ds __ B .
dt _p+(1—1?)(5(t)+i(t)—s(t)i(t))S(t)z<t)

di B . .

i = pemamsoe st = i) 9)
& = )

onde s,7 e r estdo em propor¢ao, isto é, s,i,r € [0,1] e p > 1.

(a) Para p =1 observe que o modelo (9) coincide com o modelo SIR cléssico.

De fato, quando p = 1 temos que

p+ (1 =p)(s(t) +i(t) — s(t)i(t)) = 1.
Portanto,
Ps(t)i(t)
p+ (1 —=p)(s(t) +i(t) — s(t)i(t))
Assim, para p = 1 os modelos (8) e (9) sao iguais.

= Bs(t)i(t).

(b) Verifique que o contédgio entre suscetiveis e infectados é enfraquecido & medida que p
aumenta.

Suponha que py, ps > 1 sao tais que p; < po. Devemos mostrar que, para todo t > 0,

Ps(t)i(t) S PBs(t)i(t)
pr+ (L= pi)(s(t) +i(t) = s(t)i(t)) ~ p2+ (1= p2)(s(t) +i(t) — s(t)i(t))

)
Seja q = s(t) +i(t) — s(t)i(t). Queremos mostrar que

pr+ (1 —p1)g <p2+ (1 —pa)g.
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Demonstra¢ao. Como s,i € [0, 1], note que ¢ > 0, desde que
s(t)i(t) < s(t) < s(t) +i(t).
Mais ainda, note que ¢ < 1, pois
g=st)(1—i(t)) +i(t) < (1 —i(t)) +i(t) = 1.

Assim, como py — p; > 0,

<1 & (p2—p)g<p—m
& (1=p1)— (1 =p2))g<ps—p
& (L=p)g<ps—pi+(1-p2)g
S pi+ 1 —p1)g<ps+(1—p2)g.

(c) Interprete p quanto & isolamento social.

Como vimos no item anterior, a medida que p aumenta, o contagio entre suscetiveis e
infectados ¢é enfraquecido. Isto é, a partir de p podemos analisar e buscar diminuir a
chance de contagio. Sendo assim, este parametro pode estar associado as medidas de
controle para COVID-19, como o isolamento social.

Boa Proval



