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Nome: RA:

Questao 1. (2,0 pontos) Seja f : R™ — R™ uma aplicacdo continuamente diferenciavel em
uma vizinhanca de um ponto xg. Mostre que para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que

(@) = f)] < (If (o) + &)lz —yl, ¥ z,y € Bs(xo),

onde |- |, ||f'(zo)| denotam, respectivamente, a norma euclidiana e a norma do operador linear
f(xo) : R" — R™, e Bs(zg) ¢ a bola euclidianda de centro x e raio §. Sugestao: considere a
funcio g(z) = f(z) — f'(zo)z.

Questao 2. (2,0 pontos) Dados A = {(Jj,y) eER?:2>0,y > O} e p,q € R positivos tais que
1/p+1/q=1,sejam f,g: A — R definidas por

flz,y) = —+ =, g(z,y) =zy.
P q

(a) Sejam ¢ > 0 (uma constante positiva arbitraria) e (z., y.) o ponto de minimo da funcao f
restrita & curva definida pela equacao g(x,y) = ¢. Usando multiplicadores de Lagrange,

mostre que af = y.
. xp yq
(b) Usando o item (a), mostre que zy < — + =, Vaz,y > 0.
p q

Questao 3. (2,0 pontos)
(a) Mostre que se m < n entdao o R visto como um subconjunto do R" tem medida nula.
(b) Mostre que se U é um aberto do R™, f : U — R™ é uma aplicagao lipschitziana e m < n,
entao a imagem f(U) tem medida nula (em R™). Conclua que toda hiperficie de classe
C' do R" tem medida nula.
Questao 4. (2,0 pontos) Sejam A um aberto do R™ e f : A — R™™ uma imersao de classe
Ck, k > 1. Mostre que para todo ponto a € A existe um aberto U C A contendo a tal que
fIU : U — f(U) é um homeoformismo e (f|U)~! é a restricio de uma aplicacio de classe C*
definida num aberto em R,
Questao 5. (2,0 pontos)
(a) Enuncie o Teorema de Stokes na sua forma mais geral (em variedades).
(b) Use o Teorema de Stokes para calcular a integral |, S rotF-dsS , onde F = 22f—3xyj+x3y3E
e S é a parte da superficie dada por z = 5 — 22 — y? acima do plano z = 1. Suponha que
S estd orientada com o vetor normal apontando para fora.



EQ Topologia Geral - 22 de fevereiro de 2019

Nome: R.A.:

Exercicio 1. (Obrigatério 4pt) Responda falso ou verdadeiro dando demons-
tragoes e contra-exemplos como justificativa:

a Todo conjunto compacto € fechado;
b O circilo S* e o intervalo [0,1) sdo homeomorfos;

¢ Uma funcao f : X — S™ nao sobrejetora é homotdpica a fungdo constante,
independentemente do espaco X ;

d Todo espaco métrico é Hausdorff.
Escolha 3 dos exercicios abaixo para resolver.

Exercicio 2. (2pt) Mostre que toda funcio continua no disco, f : D* — D2,
possui ponto fixo.

Exercicio 3. Sejam X eY espacos topolégicos com'Y Hausdorff e sejam f,g :
X = Y fungées continuas. Mostre que o conjunto {x € X | f(x) = g(x)} é
fechado.

Exercicio 4. Usando apenas resultados de topologia (sem € e &), mostre que
toda fungao continua f : [a,b] — R possui mdzimo e minimo.

Exercicio 5. Usando apenas resultados de topologia (sem € e ), enuncie e
demonstre o teorema do valor intermedidrio de cdlculo

Exercicio 6. Calcule o grupo fundamental de S?.
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Escolher itens cujo total de pontos possiveis nao ultrapasse 10,5 (existem 12 pontos disponiveis). Salvo mengao em
contrario, V' denota um espago vetorial sobre um corpo F. Respostas sem justificativas serao desconsideradas
(contas sao justificativas). Bom trabalho!

1. Seja T um operador linear em R* cuja matriz com respeito a alguma base seja

= O N =
O NN =
w o o =

-1

Ache a correspondente decomposicao primaria de R* e o polindmio minimo de 7.

9

Ache uma base de Jordan com respeito a T'.

Ache uma decomposicio ciclica de R* com respeito a T

9

(1,0)
(1,0)
(1,0)
(0,5)

Ache a forma racional de T.

)

2. Suponha que dimp(V) < oo e que T : V — V seja F-linear.

(a) (1,0) Sejam ug,ug € V tais que Cr(u1) N Cr(uz) = {Oy} e w = ug + uz. Mostre que mp,, =
MMC(mpu,, M7y,), onde MMC denota o minimo multiplo comum de dois polinémios.

(b) (0,5) Mostre que a afirmacdo anterior ndo é verdadeira se s supormos que uj € ug sejam linearmente
independentes.

3. (1,0) Sejam Wy e W, subespagos vetoriais de V' com bases a = {v1,..., 05} S Wi e f={wq,...,wi} C Wa.
Demonstre que W7 = W5 se e somente se existe ¢ € F nao nulo tal que

v Ava Ao Avg = c(wg Awa Ao Awg)

4. Sejam V = R®, « sua base candnica e ¢ uma forma bilinear em V cuja matriz com respeito a o seja

0 1 -2 0 0
-1 0 1 01
a[‘p]a = 2 -1 0 0 1
0 0 0 0 O
0O -1 -1 0 0

(a) (1,0) Verifique que ¢ é degenerada e ache o subespago V-+v.
(b) (1,0) Escolha um subespaco W complementar a V++ e ache uma base hiperbélica 3 de W.

(c) (0,5) Encontre a matriz 5[p]s com relagio & base § = 3 U7, sendo vy uma base de V1.
5. Determine se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa.

(a) (1,0) Se dimp(V) > 2, existe T : S?(V) — A%(V) linear injetora.

(b) (1,0) Suponha que dimp(V) < oo e que ¢ seja forma bilinear simétrica ou alternada em V. Se W é
subespago de V tal que Rad(W) = {0}, entéo det(,[¢]a) # 0 para qualquer base o de W.

(c¢) (1,0) Seja W um espago vetorial sobre F e suponha que vy, ...,v; € V sejam linearmente independentes
e wi,...,w, € W sdo tais que posto(vy @ wy + ...+ v @ wg) = 0. Entdo w; = 0 para todo i =1,..., k.

(d) (1,0)Se V=V1®Voa@-- @V, entdo V* é isomorfo a Vi* @V ---d V.



