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Construgcdo A

Exemplo:

Figure 1: Construcdo A do cédigo C = ((1,3)) C Z2.
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Construgcdo A

,—(Proposigﬁo [Costa et al, 2017]} \
Seja n € N e consideremos a aplicacio:

p:Z" — g
x +— (x1 modgq,...,x, mod q).

Dado um subconjunto S C Z7, entdo p~1(S) é reticulado em R” se, e somente se,
S & um cédigo linear em Zg.

. J
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Construcdo A: propriedades basicas

Definicao
Seja C C Z2 um cédigo linear com g > 2. O reticulado Aa(C) = p~1(C) é dito ser
obtido da Construcdo A e chamado reticulado g-ario.

Propriedades: [Costa et al, 2017]‘

Valem as incluses: qZ" C Aa(C) C Zg.
Tem-se:
qn
vol Aa(C) ICl:

dp(Na(C)) = min{d,(C),q}.
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Construcdo D

Definicao

SejaC,CC,1C...CCL C Zg uma cadeia de cédigos lineares. O conjunto obtido
pela construgdo D (code formula) é definido como:

[5:=q°Z"+q* o (C1) + ...+ ¢ 'o(C;) + qo(Caz1) + o(Ca).

Observagées:

> Se a =1, essa definicdo coincide com a Construcio A.
» Em geral, I'5 ndo € um reticulado.

» Define-se A5 como o menor reticulado que contém 5.
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Construcdo D: Condicdes para obtermos um reticulado

,—[Teorema [Teo. 9, Strey]} \

Dada uma cadeia de cédigos lineares C; C Cam1 C ... C C1 C Zg, as seguintes
condicBes sdo equivalentes:

1. T'5 & um reticulado.
2.C.CC1C...CC1C2Z ¢ fechada sob adicio zero-um.
3. Tp=A5= Np.

\. J

Dados x,y € Z7, a adi¢do zero-um é definida coordenada a coordenada como:

. 0, se0<o(x;)+o(yi)<gq;
Xjxyj =
YT se g <o(x) +oly) < 2(g - 1),
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Construcdo D

— Definicdo \

Consideremos uma cadeia de cédigos lineares em Zg dada por:
CsCCi1 C gclgCOZZg

Dados nimeros inteiros k; > ko > --- > k; > 0 e um conjunto de n-uplas

{b1,...,by, } em Z7 tais que C; = (by,...,by,) para £ =1,2,...,a, temos que

a ks
Ap={q°z+ Z Z a,(-s)qa_sa(b,-) czeZ"e0< ags) <q°
s=1 i=kep1+1
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Construcio D’

Seja

Cagcaflg"'gclgcozzg

uma familia de cédigos lineares g-arios sobre Zg.
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Construcio D’

— Definicdo \

Seja
Cagcaflg"‘gclgcozzg

uma familia de cédigos lineares g-arios sobre Zg.
Considere

(hi,... b)) C (h1,... by hysr,... b)) C oo C(h1,... b)) CZ".

cf ot ct
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Matriz de verificaco

o(m)

o(hy,)
q(f(hrl-i—l)

g (hr)

L d raxn
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Construgdo D’ para cédigos g-arios [Strey, 2017]

— Definicdo \

Seja
1L 1 1 1
CfCCy...CCr,CCHCZh
uma familia de cédigos lineares g-arios.
Considere
<h17"'7hr1> g <h17"'thl’lahr1+17"-shr2> g g <h17~~7hra> QZZ

—~ —_———

c+ Cy Ct
Entdo, a Construcdo D’ corresponde a

Apr = {x €Z" :Hx =0 mod qa}.
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Construcio D’

\.

— Definicdo

Seja

CaCCh1C--CC1CCo=17Z4
uma familia de cédigos lineares g-arios.
Sejam rp == 0 < rp < rnp < ... < r, inteiros ndo negativos e {hy,..., h,} um
subconjunto de Zg tal que CeL = (h1,...,h,) paracadal1 </ < a.
A Construcdo D’, denotada por Ap/, € o conjunto de todos os vetores x € Z"
satisfazendo:

x-o(hj)=0 mod gl paratodo 0<i<a—1e rpj1<j<roi

onde o : Zg — Z" & o mergulho natural.

SILVA, F. C.

IMECC

Sobre parametros das Construcdes D e D’



Construgdes D, DeD’
0000000000800

Construcdo D’ como Construcdo A

~ Proposi¢ao \
Seja Ap: o reticulado obtido via Construcdo D’. Entdo,

Npr = Aa(CH) = °N4(C),

em que C C Zg. & o cédigo g?-ario linear gerado pelas linhas de pga(H).

\ J
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Construcdo D’ como Construcdo A

~ Proposi¢ao \
Seja Ap: o reticulado obtido via Construcdo D’. Entdo,

Npr = Aa(CH) = °N4(C),

em que C C Zg. & o cédigo g?-ario linear gerado pelas linhas de pga(H).

Sejam
C, C .C(C C Zg (Cadeia 1)
Ci C ...Ccctc Zg (Cadeia 2).
AD/ — /\*DJ_
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Construcio D’

Exemplo:

Consideremos a cadeia

¢t = ((4.2)
et = (24

4 2 . [2 4
H‘[o 6] € H‘[o 6}

Temos que

s3o matrizes de verificacdo de Ap/ e Ap/, respectivamente.

Ao ={x€Z?:Hx=0 mod 36}
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Construcio D’
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Figure 2: Reticulado Ap:. Figure 3: Reticulado Ap.
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Volume

— Teorema

\.

Seja Ap = Aa(C) o reticulado obtido via Construgdo D, em que C C Zg. € o cédigo
gerado pelas linhas da matriz pgs(G). Entdo,

e, consequentemente, o volume de Ap satisfaz

a ke
an—z kg q
volAp >q =1 ||7 ;
i1 O(bi)

em que O(b;) é a ordem de b; sobre Z, para cada i.

N
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Volume

— Teorema

cédigo com matriz de verificagdo pgs(G). Entdo,

vol Apr = ’C| <

ﬁi

N

em que O(h;) é a ordem de h; sobre Zg para cada i.

\.

Seja Apr = Aa(C*) o reticulado obtido via Construcdo D', em que C C Z%, é o
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Volume

Voltando no exemplo anterior...

Cir = {(4,2) CCF =((4,2),(0,1));
~—— —————

(h1) (h1,h2)
X D

(hy) (h1,h2)

A partir do volume de Ap e Ap verifica-se que

63 63

108 = vol Ap = mas 54 = vol Aps <

w| o
(o)1 )]
w| o

6
6
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Volume
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Figure 4: Reticulado Ap:. Figure 5: Reticulado Ap:.
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Distancia Minima L,

— Teorema \

Seja0CC, CC1 C---CC C Zg uma cadeia de cédigos lineares. Considere a
distancia L,, com 1 < p < oo, e denote a distancia L, de Cy por d,,(C¢). Entdo, a
distancia L, de ' é dada por

dp(M5) = min {q°,¢° 1dp(C1), ..., dp(Ca)} -

» A condicdo de ser uma cadeia pode ser removida.
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Distancia Minima L,

— Teorema .

Seja0 CCa CCa1 C-+- CC1 CZguma cadeia de codigos lineares. Considere a
distancia L, com 1 < p < oo, e denote a distancia L, de C; por d,,(Cy). Entdo, a
distancia L, de ['; & dada por

dp(M5) = min{q?, @ td,(C1), ..., dp(Ca)} -

Se a cadeia é fechada sob adicdo zero-um, vale:

dp(Ap) = min {q, ¢ dp(C1),...,dp(Ca)} -
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Distancia Minima L,

— Teorema

Se a cadeia de duais é fechada sob adicao zero-um, vale:

dp(Npy) = min {1,g72dp(C7), ..., g "dp(CL) } =: d.

Em particular,

1 Yn
— < do(Npr) < —
d_Q(D)_du

onde v, é a constante de Hermite na dimens3o n.

\.

Seja0 C Cy CCao1 C -+ CC1 CZguma cadeia de cédigos lineares.
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Distancia Minima L,

— Teorema \

Seja0 C €3 CCam1 C--- CC1 CZguma cadeia de cédigos lineares.
Se a cadeia de duais é fechada sob adicdo zero-um, vale:

dP(A*D’) = min {17 q_ldP(Cj_)7 L) q_adP(C]J._)} =:d.

Em particular,

dp(Apr) < %" se 2 < p < oo,

onde v, é a constante de Hermite na dimens3o n.

\. J
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Distancia Minima L,

— Teorema

Se a cadeia de duais é fechada sob adicdo zero-um, vale:
dp(Ab) = min {1, g tdp(CL), ..., q*adp(cf)} = d.
Em particular,

2
dp(/\D/)S (n%_%) % sel <p<2,

onde v, é a constante de Hermite na dimens3o n.

\.

Seja0 S Ca CCa1 C -+ CC1 CZguma cadeia de cédigos lineares.

SILVA, F. C.

IMECC

Sobre parametros das Construcdes D e D’



Limitantes para volume e distdncia minima
000000080

Distancia Minima L,

W : : ’ Ci = {(4.2)) €C3 = ((4.2),(0,1))
Z: . . . . . . Verifica-se que

B L (A = min {\/5/18,36} = /5/18,
;: . ) . . . . porém

min {1,6—1d2(c§), dg(cf)} — 1/6.
Figure 6: Reticulado Ap:.

Cadeia n3o fechada sob adi¢do zero-um
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Ganho de Codificagio

— Teorema .

Sejal,; C...CC1 C Zg cadeia de cédigos lineares. Se a cadeia de duais é fechada

sob adicio zero-um, tem-se
r 2/n
2a | . q
({1 o(h)

Y(Apr) = ; :

e

>
(g%)=1 " min {qza, q2(é’—1)d22(Cai)7 . d22(C1l)}

sendo que vale igualdade se os geradores sdo linearmente independentes sobre Zg.

\. J
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Questdes em aberto

@. Sobre o volume:

o Obter uma férmula geral e ndo apenas limitantes.
o Critério para escolher entre geradores de mesma ordem.

©

Sobre a distancia Lp:

e Restringimos as cadeias fechadas sob adi¢do zero-um.
o Cadeias mais gerais podem produzir reticulados melhores?

©

Analise assintética das Construcdes D e D',

@. Possiveis aplicacdes em criptografia.
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