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Construções D, D e D′ Limitantes para volume e distância mínima Perspectivas

Construção A

Exemplo:

Figure 1: Construção A do código C =
〈
(1, 3)

〉
⊆ Z2

8.
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Construção A

Seja n ∈ N e consideremos a aplicação:

ρ : Zn → Zn
q

x 7→ (x1 mod q, . . . , xn mod q).

Dado um subconjunto S ⊂ Zn
q, então ρ−1(S) é reticulado em Rn se, e somente se,

S é um código linear em Zn
q.

Proposição [Costa et al, 2017]
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Construção A: propriedades básicas

Seja C ⊆ Zn
q um código linear com q ≥ 2. O reticulado ΛA(C ) = ρ−1(C ) é dito ser

obtido da Construção A e chamado reticulado q-ário.

Definição

Propriedades: [Costa et al, 2017]

■ Valem as inclusões: qZn ⊆ ΛA(C ) ⊆ Zn
q.

■ Tem-se: ∣∣∣ΛA(C )

qZn

∣∣∣ =
qn

vol ΛA(C )
= |C |;

dp(ΛA(C)) = min {dp(C), q} .
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Construção D

Seja Ca ⊆ Ca−1 ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares. O conjunto obtido

pela construção D (code formula) é definido como:

ΓD := qaZn + qa−1σ(C1) + . . .+ qa−iσ(Ci ) + qσ(Ca−1) + σ(Ca).

Definição

Observações:

▶ Se a = 1, essa definição coincide com a Construção A.
▶ Em geral, ΓD não é um reticulado.
▶ Define-se ΛD como o menor reticulado que contém ΓD .
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Construção D: Condições para obtermos um reticulado

Dada uma cadeia de códigos lineares Ca ⊆ Ca−1 ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn
q, as seguintes

condições são equivalentes:
1. ΓD é um reticulado.
2. Ca ⊆ Ca−1 ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn

q é fechada sob adição zero-um.

3. ΓD = ΛD = ΛD .

Teorema [Teo. 9, Strey]

Dados x , y ∈ Zn
q, a adição zero-um é definida coordenada a coordenada como:

xi ∗ yi =

{
0, se 0 ≤ σ(xi ) + σ(yi ) < q;

1, se q ≤ σ(xi ) + σ(yi ) ≤ 2(q − 1).
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Construção D

Consideremos uma cadeia de códigos lineares em Zn
q dada por:

Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ C0 = Zn
q.

Dados números inteiros k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ka ≥ 0 e um conjunto de n-uplas
{b1, . . . ,bk1} em Zn

q tais que Cℓ = ⟨b1, . . . ,bkℓ⟩ para ℓ = 1, 2, . . . , a, temos que

ΛD =

qaz +
a∑

s=1

ks∑
i=ks+1+1

α
(s)
i qa−sσ(bi ) : z ∈ Zn e 0 ≤ α

(s)
i < qs

 .

Definição
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Construção D ′

Seja
Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ C0 = Zn

q

uma família de códigos lineares q-ários sobre Zq.

Considere

⟨h1, . . . ,hr1⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
1

⊆ ⟨h1, . . . ,hr1 ,hr1+1, . . . ,hr2⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
2

⊆ · · · ⊆ ⟨h1, . . . ,hra⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
a

⊆ Zn
q.

Definição
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Construção D ′

Seja
Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ C0 = Zn

q

uma família de códigos lineares q-ários sobre Zq.

Considere

⟨h1, . . . ,hr1⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
1

⊆ ⟨h1, . . . ,hr1 ,hr1+1, . . . ,hr2⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
2

⊆ · · · ⊆ ⟨h1, . . . ,hra⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
a

⊆ Zn
q.

Definição
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Matriz de verificação

H :=



σ(h1)
...

σ(hr1)
qσ(hr1+1)

...
qσ(hr2)

...
qa−1σ(hra−1+1)

...
qa−1σ(hra)


ra×n

.

SILVA, F. C. IMECC

Sobre parâmetros das Construções D e D′ 10 / 27
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Construção D ′ para códigos q-ários [Strey, 2017]

Seja
C⊥

1 ⊆ C⊥
2 . . . ⊆ C⊥

a−1 ⊆ C⊥
a ⊆ Zn

q

uma família de códigos lineares q-ários.

Considere

⟨h1, . . . ,hr1⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
1

⊆ ⟨h1, . . . ,hr1 ,hr1+1, . . . ,hr2⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
2

⊆ · · · ⊆ ⟨h1, . . . ,hra⟩︸ ︷︷ ︸
C⊥
a

⊆ Zn
q.

Então, a Construção D ′ corresponde a

ΛD′ =
{
x ∈ Zn : Hx ≡ 0 mod qa

}
.

Definição
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Construção D ′

Seja
Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ C0 = Zn

q

uma família de códigos lineares q-ários.
Sejam r0 := 0 ≤ r1 ≤ r2 ≤ . . . ≤ ra inteiros não negativos e {h1, . . . ,hra} um
subconjunto de Zn

q tal que C⊥
ℓ = ⟨h1, . . . ,hrℓ⟩ para cada 1 ≤ ℓ ≤ a.

A Construção D ′, denotada por ΛD′ , é o conjunto de todos os vetores x ∈ Zn

satisfazendo:

x · σ(hj) ≡ 0 mod qi+1 para todo 0 ≤ i ≤ a− 1 e ra−i−1 < j ≤ ra−i ,

onde σ : Zn
q → Zn é o mergulho natural.

Definição
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Construção D ′ como Construção A

Seja ΛD′ o reticulado obtido via Construção D ′. Então,

ΛD′ = ΛA(C⊥) = qaΛ∗
A(C),

em que C ⊆ Zn
qa é o código qa-ário linear gerado pelas linhas de ρqa(H).

Proposição

Sejam

Ca ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn
q (Cadeia 1)

C⊥
1 ⊆ . . . ⊆ C⊥

a ⊆ Zn
q (Cadeia 2).

ΛD′ = Λ∗
D⊥ .

SILVA, F. C. IMECC
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Construção D ′ como Construção A
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ΛD′ = ΛA(C⊥) = qaΛ∗
A(C),

em que C ⊆ Zn
qa é o código qa-ário linear gerado pelas linhas de ρqa(H).

Proposição

Sejam

Ca ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn
q (Cadeia 1)

C⊥
1 ⊆ . . . ⊆ C⊥

a ⊆ Zn
q (Cadeia 2).
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Construção D ′

Exemplo:

Consideremos a cadeia

C⊥
1 = ⟨(4, 2)⟩ ⊆ C⊥

2 = ⟨(4, 2), (0, 1)⟩;
Ĉ⊥

1 = ⟨(2, 4)⟩ ⊆ Ĉ⊥
2 = ⟨(2, 4), (0, 1)⟩.

Temos que

H =

[
4 2
0 6

]
e Ĥ =

[
2 4
0 6

]
são matrizes de verificação de ΛD′ e Λ̂D′ , respectivamente.

ΛD′ =
{
x ∈ Z2 : Hx ≡ 0 mod 36

}
SILVA, F. C. IMECC
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Construção D ′
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Figure 2: Reticulado ΛD′ .
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Figure 3: Reticulado Λ̂D′ .
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Volume

Seja ΛD = ΛA(C) o reticulado obtido via Construção D, em que C ⊆ Zn
qa é o código

gerado pelas linhas da matriz ρqa(G ). Então,

|C| ≤ q

a∑
ℓ=1

kℓ
k1∏
i=1

O(bi ),

e, consequentemente, o volume de ΛD satisfaz

vol ΛD ≥ q
an−

a∑
ℓ=1

kℓ

(
k1∏
i=1

q

O(bi )

)
,

em que O(bi ) é a ordem de bi sobre Zq para cada i .

Teorema

SILVA, F. C. IMECC
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Volume

Seja ΛD′ = ΛA(C⊥) o reticulado obtido via Construção D ′, em que C ⊆ Zn
qa é o

código com matriz de verificação ρqa(G ). Então,

vol ΛD′ = |C| ≤ q

a∑
ℓ=1

rℓ

ra∏
i=1

q

O(hi )

,

em que O(hi ) é a ordem de hi sobre Zq para cada i .

Teorema

SILVA, F. C. IMECC

Sobre parâmetros das Construções D e D′ 17 / 27



Construções D, D e D′ Limitantes para volume e distância mínima Perspectivas

Volume

Voltando no exemplo anterior...

C⊥
1 = ⟨(4, 2)⟩︸ ︷︷ ︸

⟨h1⟩

⊆ C⊥
2 = ⟨(4, 2), (0, 1)⟩︸ ︷︷ ︸

⟨h1,h2⟩

;

Ĉ⊥
1 = ⟨(2, 4)⟩︸ ︷︷ ︸

⟨ĥ1⟩

⊆ Ĉ⊥
2 = ⟨(2, 4), (0, 1)⟩︸ ︷︷ ︸

⟨ĥ1,ĥ2⟩

.

A partir do volume de ΛD′ e Λ̂D′ verifica-se que

108 = vol Λ̂D′ =
63

6
3
· 6
6

mas 54 = vol ΛD′ <
63

6
3
· 6
6

.
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Volume
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Figure 4: Reticulado ΛD′ .
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Figure 5: Reticulado Λ̂D′ .
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Distância Mínima Lp

Seja 0 ⊊ Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares. Considere a

distância Lp, com 1 ≤ p ≤ ∞, e denote a distância Lp de Cℓ por dp(Cℓ). Então, a
distância Lp de ΓD é dada por

dp(ΓD) = min
{
qa, qa−1dp(C1), . . . , dp(Ca)

}
.

Teorema

▶ A condição de ser uma cadeia pode ser removida.

SILVA, F. C. IMECC
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Distância Mínima Lp

Seja 0 ⊊ Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares. Considere a

distância Lp, com 1 ≤ p ≤ ∞, e denote a distância Lp de Cℓ por dp(Cℓ). Então, a
distância Lp de ΓD é dada por

dp(ΓD) = min
{
qa, qa−1dp(C1), . . . , dp(Ca)

}
.

Se a cadeia é fechada sob adição zero-um, vale:

dP(ΛD) = min
{
qa, qa−1dP(C1), . . . , dP(Ca)

}
.

Teorema

SILVA, F. C. IMECC
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Distância Mínima Lp

Seja 0 ⊊ Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares.

Se a cadeia de duais é fechada sob adição zero-um, vale:

dP(Λ
∗
D′) = min

{
1, q−1dP(C⊥

a ), . . . , q
−adP(C⊥

1 )
}
=: d .

Em particular,

1
d
≤ d2(ΛD′) ≤ γn

d
,

onde γn é a constante de Hermite na dimensão n.

Teorema

SILVA, F. C. IMECC
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Distância Mínima Lp

Seja 0 ⊊ Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares.

Se a cadeia de duais é fechada sob adição zero-um, vale:

dP(Λ
∗
D′) = min

{
1, q−1dP(C⊥

a ), . . . , q
−adP(C⊥

1 )
}
=: d .

Em particular,

dP(ΛD′) ≤ γn
d

se 2 < p ≤ ∞,

onde γn é a constante de Hermite na dimensão n.

Teorema
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Distância Mínima Lp

Seja 0 ⊊ Ca ⊆ Ca−1 ⊆ · · · ⊆ C1 ⊆ Zn
q uma cadeia de códigos lineares.

Se a cadeia de duais é fechada sob adição zero-um, vale:

dP(Λ
∗
D′) = min

{
1, q−1dP(C⊥

a ), . . . , q
−adP(C⊥

1 )
}
=: d .

Em particular,

dP(ΛD′) ≤
(
n

1
p
− 1

2

)2
· γn
d

se 1 < p < 2,

onde γn é a constante de Hermite na dimensão n.

Teorema
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Distância Mínima Lp
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Figure 6: Reticulado ΛD′ .

C⊥
1 = ⟨(4, 2)⟩ ⊆ C⊥

2 = ⟨(4, 2), (0, 1)⟩

Verifica-se que

d2(Λ
∗
D′) = min

{√
5/18, 36

}
=

√
5/18,

porém

min
{

1, 6−1d2(C⊥
2 ), d2(C⊥

1 )
}
= 1/6.

Cadeia não fechada sob adição zero-um

SILVA, F. C. IMECC
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Ganho de Codificação

Seja Ca ⊆ . . . ⊆ C1 ⊆ Zn
q cadeia de códigos lineares. Se a cadeia de duais é fechada

sob adição zero-um, tem-se

γ(ΛD′) ≥
q2a ·

(
ra∏
i=1

q

O(hi )

)2/n

(q2)

a∑
ℓ=1

rℓ
n
min

{
q2a, q2(a−1)d2

2 (C⊥
a ), . . . , d

2
2 (C⊥

1 )
} ,

sendo que vale igualdade se os geradores são linearmente independentes sobre Zq.

Teorema
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Questões em aberto

Sobre o volume:
Obter uma fórmula geral e não apenas limitantes.
Critério para escolher entre geradores de mesma ordem.

Sobre a distância Lp:
Restringimos às cadeias fechadas sob adição zero-um.
Cadeias mais gerais podem produzir reticulados melhores?

Análise assintótica das Construções D e D ′.

Possíveis aplicações em criptografia.

SILVA, F. C. IMECC
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