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Introducao

@ Reticulados Hiperbdlicos

e Codigos Geometricamente Uniformes Hiperbdlicos
(Particionamento de Ungerboeck)

@ Reticulados Algébricos

e Cddigos de Bloco Espago-Tempo 2 x 2
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Algebra dos Quatérnios

Definicao

Uma algebra dos quatérnios ./ = (a,b)g sobre um corpo de niimeros K é
uma dlgebra simples central de dimensdo 4 sobre K, com uma base {1,1,j,k},
satisfazendo a condicdo de que i2 = a, j> = b, k = ij = —ji e que k?* = —ab, em
que a,b € K\ {0}.

O exemplo padrdo de dlgebra dos quatérnios sobre um corpo de niimeros to-
talmente real € a dlgebra dos quatérnios de Hamilton ¢ = (—1,—1)q.
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Algebra dos Quatérnios

Definicao
Se
X =Xq + X9l +X3] + X4k € o,

em que X1,X9,X3,X4 € K, entdo X = x; —Xoi —X3j — x4k € o é chamado de
conjugado de x.

Definicao

O traco reduzido e a norma reduzida de um elemento x € ./ sdo definidos
respectivamente por

Trd(x) = x +x e Nrd(x) = x - x.
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Algebra dos Quatérnios

@ Considerando ¢ um homomorfismo de ./ = (a,b)x em M(2,K(+/a)),
cada elemento x de .« € identificado com

_ X1 +X2\/a X3 +X4\/a
x'—>cp(x)—( b(xg—x4ﬁ) Xy —X24/a ) )

e Nrd(x) = det(p(x)).

@ Uma algebra dos quatérnios .« = (a,b)k é uma algebra de divisao se,
e somente se, Nrd(x) # 0 para todo x € .«/ \ {0}.

e .o/ é dita definida positiva se, e somente se, a forma quadratica Trd(xy)
em .«/ é definida positiva, para todo x,y € .«/.
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Algebra dos Quatérnios

Definicao
Seja ./ uma dlgebra dos quatérnios sobre K e R um anel de K. Entdo, uma

R-ordem 0 em .o é um subanel com unidade de ./ que é um R-mddulo fini-
tamente gerado tal que .o/ = K0O.

Considerando R um anel de K e a algebra ./ = (a,b)g, com a,b € R, entéo
O = {x1 + x91 + x3j + x4k : X1,X9,X3,X4 € R}, é uma ordem em .« denotada
por @ = (a,b)y.

Definicao

Uma ordem maximal dos quatérnios .# de uma dlgebra dos quatérnios .« é
uma R-ordem que ndo estd propriamente contida em nenhuma outra ordem.
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Geometria Hiperbdlica

e Modelos Hiperbélicos H? e D?.

Modelos Hiperbolicos

Semi-plano superior
H? = {z € C:Im(z) > 0}

Disco de Poincaré
D?>={zeC: |z <1}

Fronteira

OH? =RU{oco}

D> ={zeC:|z|=1}

. . (1 b 7 b
Comprimento hiperbélico fa %dt fu m |o’(t)|dt
7 : o T 4
Area hlperbollca Up2 (A) = fA (h%(wdz Up2 (A) = fA mdz

. __ az+ __ aztb
Isometrias v(2) = s r(z)= Tis’

a,b,c,d€R, ad—bc>0 a,beC, a?=|b>>0
semi-retas verticais arcos de circulos e didmetros

Geodésicas e semi-circulos ortogonais em D? que encontram

a JH?

2D? ortogonalmente

Definicao

Seja PSL(2,R) o conjunto de todas as transformagdes de Mobius, T : H2 —
H2, definidas por Tx(z) = 22, onde a,b,c,d € R e ad—bc = 1. Um grupo

cz+d?

Fuchsiano I' é um subgrupo discreto de PSL(2,R).
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TesselacOes Hiperbdlicas

Definicdo

Uma tesselacédo regular no plano hiperbdlico é uma particdo deste plano
por poligonos regulares ndo sobrepostos, todos congruentes, sujeitos d restri¢do
de se interceptarem somente em suas arestas ou vértices, de modo a termos o
mesmo numero de poligonos partilhando um mesmo vértice, independente do
vértice.

Se os poligonos de uma tesselacio de H? contém p lados, onde cada vértice
¢ o encontro de g desses poligonos, entdo a tesselacio sera denotada por
{p,q}. Em particular, se p = g, entdo a tesselacdo é chamada auto-dual.
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TesselacOes Hiperbdlicas

@ Tesselacdo auto dual {4g,4g} com g > 2.

(b) #;-emparelhamento diametralmente
(a) #;-emparelhamento usual oposto

Figura 1: Tesselagéo auto dual {8, 8}.

@ Tesselacdo auto dual {4g+2,2g+ 1} com g > 2.
@ Tesselacdo {12g— 6,3} com g > 2.
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TesselacOes Hiperbdlicas

Figura 2: Tesselacdo hiperbdlica {8,8} no disco de Poincaré D>,
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Grupos Fuchsianos Aritméticos

Teorema
(Katok) T'(.«/, 0) ~ PSL(2,R) é um grupo Fuchsiano.

Definicdo

O grupo Fuchsiano T'(.«/, 0) é chamado grupo Fuchsiano aritmético.

Definicao

Considere ./ = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios sobre o corpo de nimeros
totalmente real K. Definimos uma R-ordem € em .« como um reticulado
hiperbdlico devido a sua identificagdo com um grupo Fuchsiano aritmético T.
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Grupos Fuchsianos Aritméticos

Teorema

(Condicao de Fermat) Se T}, ¢ um grupo fuchsiano proveniente de uma tes-
selagdo {p,q}, entdo € possivel encontrar os geradores de ' ~ T}, e, portanto, o
grupo fuchsiano aritmético, se p e q puderem ser decompostos na forma:

2k ou 2*pip,...ps, ()

em que k é um inteiro ndo negativo e os p;’s sdo numeros distintos de Fermat.
V.
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Grupo Fuchsiano Aritmético I,

Teorema

Dado g = 2 o género da superficie, como em (2), associada a tesselagdo
{4g,4g}, os elementos do grupo Fuchsiano T' =~ Ty, sdo identificados, via
isomorfismo, com elementos do grupo dos invertiveis 0% da ordem € =
(6,—1)g, onde R = Ok e 6 dependendo do género g. Consequentemente,
{1,v6,Im, v 0Im} é uma R-base para o reticulado hiperbélico 0. Além disso,
o grupo Fuchsiano T' ~ T}, associado ao poligono hiperbdlico regular %,,, é
derivado de uma dlgebra de divisdo dos quatérnios ./ = (6, —1)k sobre o cor-
po de numeros totalmente real K = Q(6).
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Grupo Fuchsiano

V2+ V24, +v/2 , contendo n radicais, para g = 2";
\/2+ V2+...+V2+43 ,contendo n + 1 radicais, parag=3-2";

\J2+ \/2+ .+ \/2+ M ,contendo n + 2 radicais, para g =5-2";

(3

\/2 + \/2 +. \/7+f+‘/30+6f ,contendo n + 3 radicais, parag=3-5-2".
Ou

QUr+¢31)=0Q (V2+V2+...+ﬁ) ,comr > 2;
Q(Cs.zr+C;§J=Q(\/Z+V2+...+v2+«/§) ,comr>1;

K= — 4
Q({5.2r+§;ér)=Q \J2+\/2+...+v2+10+2\/§ ,comr>1; @

Q(C3.5.27+§;é‘2,)=(@(\/2+ \/2+...+ M) ,comr> 1.
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Ordens Maximais dos Quatérnios

Teorema

Sejam o/ = (0,—1)x uma dlgebra dos quatérnios, onde 6 =

\/2+v2+...+ﬁcontendonradicais,n>1,]K=Q(9)em=[K:Q]=

2™, Considere a base dada por

B= {1,1’, %((Gm‘1 +O0™ 2 40T 41— 0™+ O™ i 4)),

_%(2 F(O™I O™ 4+ 0™+ 1™+ k)}~

Se Nrd(x) € Ok = Z[0], para todo x € B, entdo M4 2 0 =(6,—1)g, é uma
ordem maximal dos quatérnios para a dlgebra &/ caracterizada pela base B. )

@ Aordem maximal dos quatérnios . 2 0 = (v2, —1)g, , em que Ok =
Z[v/2], produz um reticulado hiperbélico completo quando associada
ao grupo Fuchsiano aritmético Iy, proveniente da tesselacdo {8, 8}.
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Cddigos Geometricamente Uniformes

Sejam ./ = (ﬁ,—l)(@[ /3] uma algebra dos quatérnios e a = V2+j €

0 = (ﬁ,—l)z[ﬁ]. Temos que N(a) = 3 € Z e o quociente % possui
Nrd(a)* = 3% = 81 elementos, os quais serdo os centros dos 81 octégonos

pertencentes a tesselacdo {8, 8} contidos no poligono fundamental P5,g.

A constelacéo de sinais obtida pelo quociente #, pode ser visualizada
através do seguinte grafo:
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Cddigos Geometricamente Uniformes

-1+i++k i++k 1++H+k
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Figura 3: 81 elementos da constelagdo de sinais —2—.
<V2+j>
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Lattices via Quaternion Algebras

Seja . uma algebra dos quatérnios definida positiva sobre um corpo de
numeros totalmente real K de grau n. Se x = x; + 1 +x3j + x4k € .o/ entdo
podemos identificar .o/ com K* por

¢1: o - K4
x = (x1,X2,X3,x4).

(5)
Considerando o4, -+, 0, 0os n monomorfismos reais de K, podemos identi-
ficar K* com R** por

¢2 . K4 N R4n
(Xl,XZ,XB,X4) — (O.l(xl):“' 7O-n(x1):'” 30-1(X4)7"' ,O'n(X4)) )

©)

Através da composicdo dos homomorfismos (5) e (6), podemos definir um
homomorfismo de ./ em R** como

04x)= (O-l(xl)a"' 0n(x1), 0, 01(04), :Gn(x4))- (7)

Cintya Benedito Cédigos e Reticulados via Algebra dos Quatér 15 de Junho de 2023 20/34



Lattices via Quaternion Algebras

Definicao

Sejam K um corpo de niimeros totalmente real de grau n, a um elemento
totalmente positivo de K e ./ uma dlgebra dos quatérnios definida positiva
sobre K. Se x = xq + Xyi + X3 + x4k € .of entdo definimos o homomorfismo

torcido o, , de ./ em R* por

Oy () = (V201 (@)01 (1), , V20, (@), (xy),
V20,001, V20, (@)0,(x)), (8)

em que 04, ,0, sdo os n-monomorfismos de K em R.
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Lattices via Quaternion Algebras

Teorema

Sejam K um corpo de niimeros totalmente real de grau n, @ um elemento
totalmente positivo de K e ./ uma dlgebra dos quatérnios definida positiva
sobre K. Se .# C _# ¢ um ideal a direita de uma ordem maximal dos quatérnios
M de of com Z-base {w,- -+ , Wy}, entdo o, ,(.#) é um reticulado com base
{Tag(W1), -+, Oq.y(Wan)} € volume

Vol(044(F)) = (NK/Q(a)dK)Z (NK/Q (det(Trd(vsv's/))34’5,=1)1/2 . ©)

em que Ng g(a) € a norma de a, dx € o discriminante de K e {vy,v,,V3,v4} €
a Ox-basis of 4.

v
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Lattices via Quaternion Algebras

Proposicao

Seja ./ = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios definidida positiva sobre um
corpo de numeros totalmente real K de grau n. Se x € .« entdo

|0 4. (O)I? = Trg jo (Trd( o)), (10)

em que O, 4 € 0 homomorfismo definido em (8).

Logo,
vl = min{|o g4 (X)], x € £, x # 0} = min{4/ Trg o (Trd(axx)), x € #, x # 0}.

Portanto, a densidade de centro do reticulado algébrico A = o, ,(.#) é
dada por

(V)"
2" (N s (a)dx)* (N (det(Trd(vevy ))E - V2

$,8'=

6(0qq(#)) = (an

em que t, = min{Trg g (Trd(axx)), x € #, x # 0}.
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Lattices via Quaternion Algebras

("}
sy =
27Vol(A)
o
3 1 IIv]|?
P N @dLDE NG
o
5(0,0s(9)) = (e
o 27(Nyg g (@)dy 2 (N s (det(Trd(v,yy ))F,_ )12
> .
o = (a,b)
K=Q(0) | 4
| n K=Q(6)
Q | n
Q
V.
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Exemplos

Seja .of = (—1,—1)K=Q( v/2) uma digebra dos quatérnios definidda positiva e
M= 2 (—1,—1)Z[ /3] uma ordem maximal dos quatérnios caracterizada
pela base

. _{ 1+i 1+j 1+i+j+k}

3 > ‘/z 5 ,‘/E 5 2 .
Tomando a = 2 — 2 € K, podemos construir o reticulado A = 0 o (.%)
através do homomorfismo torcido dado em (8). Como dx = 8 e N(a) = 2,

aplicando (9), segue que
Vol(A) = 28.

Temos ainda que

tq = min{Trg g (Trd(axx)), x € #, x # 0} = 8.
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Exemplos

Entéo, por (11), a densidade de centro do reticulado algébrico
A=o,4(F#)é

(1/5)8 B 912 !

28.28 216 16’

que é a mesma densidade de centro do reticulado Eg. Portanto,
A =0,4(#) é uma versao rotacionada do reticulado Eg.

6(A) =
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Exemplos

Um reticulado com a mesma densidade de centro do reticulado A;g = BWq¢
pode ser construido a partir da dlgebra dos quaténios definida positiva .«f =
(-1, —1)g,, em que K4 =Q (n4), N4 = V 2+ +/2. Uma ordem maximal .,
€ caracterizada pela base

=% 2=2 1+i+j+k
B, = {1, B2 (1), (HjL%}
1 1 _ 1+i+j+k}
= {1, —Q1+10), =1 +j), ——— .
{1 75000, 5000, =55

Escolhendo a = (2 — n4)3 e ¥ = M, obtemos um reticulado 16-dimensional
A =044,(#) com volume

Vol(A) = (23-211)° VI =2%,
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Exemplos

E,
tq = min{Trg g (Trd(axx)), x € £, x # 0} = 32.

Assim, por (11) a densidade de centro de A é

SOA) — (1/32)16 B 940 1
M= m =%~ 16

que é a mesma densidade do reticulado BWyg.
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Codigos de Bloco Espaco-Tempo 2 x 2

Seja . = (a,b)x uma algebra dos quatérnios definida positiva sobre um
corpo de niimeros K. Se . é uma dlgebra de divisdo entdo podemos cons-
truir um Cddigo de Bloco Espago-Tempo 2 x 2 com diversidade méaxima dado
por

= {X:( bxl +x/a@  x3t+x4v/a

X0, X1,X9,X3 € O
(XB—X4\/E) xz_XZ’\/a )’ 0>A15A2543 K},

em que det(x) # 0, para todo x # O.

@ Usualmente K = Q(i) (O = Z[i]).

@ Golden code: .« = (5,1)q()-

o Silver code: .of = (7,1)g(i).
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Codigos de Bloco Espaco-Tempo 2 x 2

Agora, seja .« = (a,b)g uma élgebra dos quatérnios definida positiva, em
que K =Q(0) é um corpo de numeros totalmente real de grau n.

Como .« é definida positiva, ou seja, Trd(xy) > 0, Vx,y € ./, entdo a,b < 0
e L = Q(+/a,b) = Q(iv/—a,b). Portanto,
— Xy +x2'\/a X3 +x41/a .
{X_( b(x3—x4«/5) Xy —Xy4/a ),xo,xl,xz,xB €®K}
Y1 +y.va Y3 +y4ﬁ .
X= . 7
{ ( b()’3 _J’41/a) Ya—Ya/a )’yo’yl’yz’y3 € [l]}
é um STBC 2 x 2 via ./ = (a,b)k, em que K é um corpo de nimeros total-
mente real.

3
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Exemplo

Sejam .of = (—1,—1)x uma dlgebra dos quatérnios sobre K = Q(v2) e M =
£ 2 (-1, —1)Z[ /3] uma ordem maximal caracterizada pela base

B—{ 1+i 1+4j 1+i+j+k}
J ﬁ J ﬁ > 2 .
As palavras-cédigo obtidas a partir de of = (—1,—1)x €

X = X1 X0l X3+ x40
— (X3 —X4i) X1 —xZi ’

em que Xy, X1,X5,X3 € K = Q(+/2). Observe que

x=a+bv2, 1=0,1,2,3.
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Exemplo

Entao

XO +x11 = (aO + bo\/z) + (a]_ + bl ’\/E)l
(ag +ayi) + (by + byi)v2
= Yo+y1v2,

em que Yy,y; € Q(i). Da mesma forma
Xo 4331 =y, +y3V2,

em que y,,y, € Q(i). Portanto, se tomarmos x; € B e y; € Z[i], para todo
[=0,1,2,3, temos um STBC 2 x 2 dado por

Xq +XZ\/§ X3 +X4\/§ .
C ={X= 3X0,X1,X0,X3 €EZ|1] ¢,
{ ( — (o3 —x4v2) x,—xv/2 0-X1,%2,%3 € Z[1]

com diversidade maxima pois det(x) # 0, para todo x # 0.
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Reticulados Algébricos e STBC 2 x 2

@ C. W. O. Benedito, C. Alves, N. G. Brasil Jr and S. I. R. Costa, “Algebraic construction
of lattices via maximal quaternion orders”, Journal of Pure and Applied Algebra, vol
224, Issue 5, 106221, 2020, https://doi.org/10.1016/j.jpaa.2019.106221.

@ N. G. Brasil Jr, Benedito, C. W. O. Benedito and S. I. R. Costa, “Lattices Associated
with Octonion Algebras”, Journal of Communication and Information Systems, 33(1),
2018. https://doi.org/10.14209/jcis.2018.24.

@ E Oggier, G. Rekaya, J. . -C. Belfiore and E. Viterbo, “Perfect Space-Time Block Codes”,
in IEEE Transactions on Information Theory, vol. 52, no. 9, pp. 3885-3902, Sept. 2006,
doi: 10.1109/TIT.2006.880010.
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