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Introdução

Neste trabalho serão considerados os passos a serem seguidos na análise e
interpretação do problema de quantização do canal C2,8:

1 Determinar o intervalo, do gênero ḿınimo ao máximo, associado ao
mergulho do canal DMC;

2 Estabeleça a curva algébrica para cada gênero da Etapa 1;

3 Identifique a equação diferencial linear de segunda ordem para cada
curva algébrica associada da Etapa 2;

4 Determine as estruturas geométrica (emparelhamentos do poĺıgono e
tesselação associada) e algébrica (geradores de grupos fuchsianos)
associadas à região fundamental de cada superf́ıcie/curva algébrica.
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3 Identifique a equação diferencial linear de segunda ordem para cada
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curva algébrica associada da Etapa 2;

4 Determine as estruturas geométrica (emparelhamentos do poĺıgono e
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Introdução

O objetivo deste trabalho é apresentar a caracterização algébrica
(geradores do grupo fuchsiano) e a geométrica (pareamentos do poĺıgono
e tesselação associada), relacionadas ao gênero g = 3, no processo de
quantização do canal C2,8, que pode ser mergulhado em superf́ıcies de
gênero 0 ≤ g ≤ 3, por meio de uma equação diferencial fuchsiana de
segunda ordem.
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EDOs Fuchsianas

Definição:

Dizemos que a equação:

y (n)(z) + p1(z)y
(n−1)(z) + · · ·+ pn−1(z)y

′(z) + pn(z)y(z) = 0, (1)

é uma equação de Fuchs ou uma equação do tipo fuchsiana se todo
ponto singular no plano complexo estendido for regular.
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EDOs Fuchsianas

Para o caso da equação de segunda ordem

y ′′(z) + p1(z)y
′(z) + p2(z)y(z) = 0, (2)

um ponto singular é dito regular se a singularidade em p1(z) for um polo
simples e em p2(z) for no máximo um polo de ordem 2.
Uma equação diferencial ordinária (EDO) de segunda ordem com n pontos
singulares é da forma

y ′′(z) + p(z)y ′(z) + q(z)y(z) = 0, (3)
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EDOs Fuchsianas

com

p(z) =
A1

z − ξ1
+ · · ·+ An

z − ξn
+ K1,

q(z) =
B1

(z − ξ1)2
+

C1

z − ξ1
+ · · ·+ Bn

(z − ξn)2
+

Cn

z − ξn
+ K2,

onde

A1 + · · ·+ An = 2,

C1 + · · ·+ Cn = 0,

(B1 + · · ·+ Bn) + (ξ1C1 + · · ·+ ξnCn) = 0,

(2ξ1B1 + · · ·+ 2ξnBn) + (ξ21C1 + · · ·+ ξ2nCn) = 0.

(Anderson - ENCORI 2023) 15 de junho de 2023 9 / 29



Elementos de geometria hiperbólica

Definição:

As transformações identificadas em PSL(2,Z) são classificadas em três
tipos, de acordo com o valor do módulo do traço da matriz associada.
Seja T (z) = az+b

cz+d , a, b, c , d ∈ Z, com ad − bc = 1. Então, T é uma
transformação eĺıptica, se Tr(T ) = |a+ d | < 2, uma transformação
parabólica, se Tr(T ) = |a+ d | = 2, e uma transformação hiperbólica, se
Tr(T ) = |a+ d | > 2.
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Elementos de geometria hiperbólica

Proposição:

As transformações de Möbius são isometrias, isto é, um subgrupo do
grupo de isometrias do semiplano superior Isom(H2).

Definição:

Uma tesselação regular do plano hiperbólico é uma partição composta por
poĺıgonos, todos congruentes, sujeitos à restrição de interceptar apenas
nas arestas e vértices, de modo a ter o mesmo número de poĺıgonos
compartilhando um mesmo vértice, independente do vértice. Portanto,
existem infinitas tesselações regulares em H2.
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Definições e conceitos relacionados a grafos, superf́ıcies e
uniformização

Definição:

Um grafo G é chamado um mergulho em uma superf́ıcie Ω quando duas
de suas arestas não se encontram, exceto em um vértice. O complementar
de G em Ω é chamado região. Uma região que é homeomorfa
(equivalência topológica) a um disco aberto é chamada 2-cell ; se a região
inteira é uma 2-cell, o mergulho é chamado 2-cell embedding.
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Definições e conceitos relacionados a grafos e superf́ıcies

Definição:

Um grafo completo biparticionado com m e n vértices, denotado por Km,n,
é um grafo consistindo de dois conjuntos de vértices disjuntos m e n, onde
cada vértice do conjunto é conectado por uma aresta a todos os vértices
do outro conjunto.
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Resultados

Como estamos interessados em um 2-cell embedding de um grafo
completo biparticionado K2,8, segue que os gêneros ḿınimo e máximo da
superf́ıcie correspondente são dados por:
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Resultados

(i) o gênero ḿınimo de uma superf́ıcie compacta orientável é:

gmin (K2,8) = {(m − 2) (n − 2) /4} = {0} = 0, (4)

onde {a} denota o menor inteiro maior que ou igual ao número real a.

(ii) o gênero máximo de uma superf́ıcie compacta orientável é:

gmax (K2,8) = [(m − 1) (n − 1) /2] = [3.5] = 3, (5)

onde [a] denota o maior inteiro menor que ou igual ao número real a.
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Resultados

gmin = 0 e gmax = 3 implica que 0 ≤ g ≤ 3;

Consideramos apenas o caso onde g = 3 devido a suas especificidades;

A curva algébrica planar correspondente é y2 = z7 − 1;

As sete singularidades podem ser vistas como os vértices de um
heptágono regular como mostrado na Figura 1.
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Resultados

e3e7

e4
e6

e2e1

e5

s2s7

s3s6

s4s5

s1

Figura 1: Singularidades da curva y2 = z7 − 1.
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Resultados

A equação diferencial fuchsiana correspondente é dada por:

(z7 − 14z5 + 49z3 − 36z)y ′′ +

[
(z7 − 14z5 + 49z3 − 36z)

(
2

z + 1
+ k1

)]
y ′+

+
[
(z7 − 14z5 + 49z3 − 36z).k2]y

]
= 0, k1, k2 ∈ C. (6)
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Resultados

As soluções linearmente independentes de (6) resultam em transformações
eĺıpticas da forma:

Si (t) =
ai t + bi
ci t + di

, com |ai + di | = 0, para cada 1 ≤ i ≤ 7. (7)
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Resultados

Transformações eĺıpticas → geradores do grupo fuchsiano.

Subgrupo associado à região fundamental que uniformizará a curva
algébrica:

Fixe uma dessas transformações eĺıpticas e multiplique pelas restantes.

Observe a Figura 2, a seguir.
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Resultados

e3

e7
e4

e6

e2

e1

e5
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s7
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s6 s4
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s1 s1s2
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s1
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s 5

s1
s6

s1
s7

Figura 2: Transformações de Möbius.
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Resultados

S1S2 =

(
1.400969 + 0.3197621i 1.0060962− 0.2296349i
1.0060962 + 0.2296349i 1.400969− 0.3197621i

)
.

S1S3 =

(
1.62349− 0.1423075i 1.0060962 + 0.802335i
1.0060962− 0.802335i 1.62349 + 0.1423075i

)
.
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Resultados

S1S4 =

(
1.1234898− 0.2564293i −2.220D − 16 + 0.5727001i
−2.220D − 16− 0.5727001i 1.1234898 + 0.2564293i

)
.

S1S5 =

(
1.1234898 + 0.2564293i 0.447755− 0.3570727i
0.447755 + 0.3570727i 1.1234898− 0.2564293i

)
.
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Resultados

S1S6 =

(
1.62349 + 0.1423075i 1.2545815 + 0.28635i
1.2545815− 0.28635i 1.62349− 0.1423075i

)
.

S1S7 =

(
1.400969− 0.3197621i 0.447755 + 0.9297727i
0.447755− 0.9297727i 1.400969 + 0.3197621i

)
.
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Perspectivas futuras

Canal C2,8 - e os demais casos?

g = 2: y2 = (z5 − 1);
g = 2: y2 = (z6 − 1);
g = 3: y2 = (z7 − 1);
g = 3: y2 = (z8 − 1).

CNMAC 2023 - Minissimpósio “Códigos Quânticos e Hiperbólicos
Corretores de Erros”(MS03), 19/09/2023, das 08:00h às 10:00 e das
14:00h às 16:00h (horário local). Estão todos convidados a
acompanhar!
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