Um pouco da
teoria
algébrica dos

niimeros e
aplicagdes

Um pouco da teoria algébrica dos niimeros e
aplicacoes

Antonio Aparecido de Andrade
Departamento de Matematica, IBILCE - UNESP

15 e 16 de junho de 2023
Agradecimentos: Fapesp 2013/25977-7 e 2022/02303-0

Antonio Aparecido de Andrade Um pouco da teoria algébrica dos nimeros e aplicagdes



Introdu¢do

Introducao e objetivos

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade Uma das aplicagdes da Teoria dos Nimeros é construir reticu-
lados com densidade 6tima no espaco euclidiano. Um método
de construc3o é a partir do homomorfismo de Minkowisk, onde
a imagem de um Z-médulo do anel de inteiros de um corpo de
nimeros de dimensdo n é um reticulado no espaco R”".

Introdugdo

Portanto, é de suma importancia conhecer o anel de inteiros e o
discriminante de um corpo de ndmeros.
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Corpos de niimeros

Introducao
algégg;:; dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade Um dos principais problemas quando se deseja transmitir
alguma informacado é garantir que esta chegue intacta ao

c destino, ou seja, que os dados recebidos sejam confidveis.
orpos de

ndmeros

Como dependemos de instrumentos eletrénicos para essa
transmissao, sempre estamos suscetiveis aos erros e as falhas
desses instrumentos ou a erros dos canais em que estas
informacdes transitam.
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Corpos de niimeros

Empacotamento esférico
algégg;:: dos
niimeros e
aplicagdes

s O problema cldssico do empacotamento esférico consiste em
(LSRR encontrar um arranjo de esferas idénticas no espago euclidiano
e de modo que a fracdo do espaco coberto pelas esferas seja a
maior possivel. Este fato é uma versdo do 182 Problema de

Corpos dle Hilbert - 1900.

ndmeros

Definicao

Um empacotamento esférico no R", é uma distribuicdo de
esferas de mesmo raio no R” de forma que a interseccdo de
quaisquer duas esferas tenha no maximo um ponto.
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Corpos de niimeros

Empacotamento reticulado

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Ap: do de

Andrade Def|n|(l:50

Um reticulado é um subgrupo discreto do R”, ou seja, a
Corpos de intersecdo com um conjunto compacto é finito.

ndmeros

Definicao

Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o
conjunto dos centros das esferas formam um reticulado no R".
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Corpos de niimeros

Ambiente de trabalho

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes
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Corpos de niimeros

Corpos de niimeros

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Introducdo

Corpos de
ndmeros

Perguntas
Reticulados
Reticulados
bem

arrendondados

Bibliografia

Definicao
Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q.

Um corpo quadratico é uma extensdo de grau 2 de QQ, ou seja,
é

K = Q(/d), onde d

um inteiro livre de quadrados.

Um corpo ciclotomico é um corpo de niimeros da forma
K = Q(¢y), onde (7 =1 e (K +# 1 para 0 < k < n. O elemento
¢, é chamado uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Neste

caso, [K: Q] = ¢(n).
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Corpos de niimeros

Monomorfismos

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Seja K um corpo de nimeros de grau n, i.e., K = Q(«), onde
« € C é uma raiz de um polindmio irredutivel ménico
p(x) € Z[x].

Andrade

Corpos de
nimeros As n raizes distintas de p(x), a saber, ag,ap, -, a,, sdo os

conjugados de . Se o : K — C é um Q-monomorfismo, entdo
o(a) = «j, para algum i =1,2,---  n.

Além disso, existem exatamente n (Q-monomorfismos de K em

C.
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Corpos de niimeros

Monomorfismos reais ou complexos
algéggé:dos
niimeros e
aplicagdes

Definicao

Antonio

S Seja K um corpo de nimeros de grau n.

Andrade

Q Se 04(K) C R, o monomorfismo oy é chamado real.

Intre

@afpes de @ Se 0x(K) Z R, o monomorfismo oy é chamado imaginario.

ndmeros

et Definicao
il O Se 0(K) C R, para todo o, o corpo K é chamado

bem

T totalmente real.

Bibliografiz @ Se 0(K) € R, para todo o, o corpo K é chamado
totalmente imagindrio.
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Corpos de niimeros

Assinatura

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

PA— Sejam r; o numero de indices k tal que oy sdo reais. Assim,
SR 1 — r; é um ndmero par. Portanto, existe um niimero natural
rp tal que 1 + 2 = n. Neste caso,

Coros de okin(a) = ox(a),

paran+1<k<n+nmneack

Definicdo

O par (r1, r) é chamado de assinatura do corpo.
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Corpos de niimeros

Inteiros algébricos
algéggg:: dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Definicao
Aparecido de

Aoeledt @ Um elemento a € K é chamado um inteiro algébrico se
Intr existe um polindmio mdnico ndo nulo f(x) com
Corpos de coeficientes em Z tal que f(«) = 0.

ndmeros i
@ O conjunto

Reti
. Ox ={a € K: « é um inteiro algébrico}
bem
arrendondados

é um anel chamado anel dos inteiros algébricos de K e
denotado por Ok.

Bibl
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Corpos de niimeros

Base integral
algéggg:: dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio PropOSK;aO
Aparecido de

Aonitorie @ O anel Ok é um Z-mddulo livre de posto n.

@ Uma base de Ok, como um Z-mddulo, é chamada base
o de integral de K.

ndmeros

No estudo de corpos de niimeros, o grande desafio é encontrar
uma base integral para Ok.

Definicao

A norma de um ideal A C Ok é definida como a cardinalidade
do anel quociente Ok /A, ou seja, N(A) = o(Ok/A).
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Corpos de niimeros

Trago, norma e discriminante

Definicao
Antonio

Aparecido de © O traco e a norma de um elemento a € K relativamente a
Andrad e o ..
S extensio Q C K s3o definidos por

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Introd

n n
Corpos de
nl]n?eros N(Oj) = HO',(OJ) (S Tr(Od) - Zal(a)
> i=1 i=1
S @ O discriminante de K over Q é definido por

bem
arrendondados

D(K) = D(ay, - -, o) = det(oi(q)))?,

Bibl

onde {a1,...,an} é uma base integral de K.
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Perguntas

Perguntas

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Ap: do de
Andrade

Perguntas

Seja K um corpo de niimeros de grau n.

© Qual é o anel dos inteiros algébricos de K?

Perguntas

@ Qual o discriminante?

© Aplicacdes?
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Perguntas

Primeiros passos

Primeiros resultados

e André Luiz Flores - Tese de doutorado (FEEC - Unicamp).
Reticulados em corpos abelianos. Orientador: Trajano.

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Corpos ciclotémicos Q(¢p), Q(Cpr) e Q(Cpq)-

NP © Determinou a forma trago.
bem

arrendondados @ Determinou os primeiros exemplos de reticulados
Bibliografiz algébricos via o homomorfismo de Minkowisk, com
densidade de centro Stima.
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Perguntas

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Inteiros algébricos de corpos quadraticos e ciclotomicos
Antonio

Corpo quadratico
Aparecido de
“Andrade Seja K = Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados.
Introdugdo @ Se d # 1(mod 4), entdo {1,1/2} é uma base integral, e

T

@ Se d = 1(mod 4), ent3o {1, %} é uma base integral.

Perguntas

ados

Corpo ciclotémico

eticulados

Seja L. = Q(¢p) um corpo ciclotémico. Uma base integral para
K é dada por

arrendondados

Bibliografia

{1,¢, ..., ce01,
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Perguntas

Inteiros algébricos de subcorpos de corpos ciclotdmicos

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes
Antonio

Aparecido de

Andrade

Subcorpo maximal

Seja o subgrupo K = Q(¢, + ¢, 1) de L, chamado subcorpo
maximal real. Uma base integral para K é dada por

Perguntas

(1,Cn+ L, M7y ¢ (P =T)y
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Perguntas

Subcorpos de L = Q(¢p)

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de

Andrade Subcorpos de L = Q(CIP)

Seja K C Q(¢p) um subcorpo, onde [Q((p) : K] =m e

[K: Q] = n. Como G = Gal(Q(¢p)/Q) é um grupo ciclico,
Perguntas segue que existe r € Z tal que o, gera G = Gal(Q(¢p)/Q).

o K= Q(Q), onde 0 = T"L/K(Cp)-

Q {o,(0),0,2(0),...,0m(0)} é uma base para integral de K.

V.
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Perguntas

Corpos clibicos
aIgéI;i::; dos
niimeros e
aplicagdes

An

Andrade

Seja K um corpo cubico, ou seja, [K: Q] = 3. Neste caso,
9 K=Q().
@ 0 € C é raiz de um polindmio irredutivel
p(x) = x3 + ax? + bx + ¢ € Q[x].
© Base integral?

Perguntas
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Perguntas

Corpos clibicos
algégg;:; dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade

Saban Alaca: p-Integral Bases of Algebraic Number Fields.
Tese (Doutorado) — Carleton University, 1994, fazendo uso de
bases p-integrais, determinou bases integrais para corpos
Perguntas clbicos da forma Q(6), com 6 é uma raiz de um polindmio
irredutivel sobre Z da forma f(x) = x3 — ax + b € Z[x], sob
certas condi¢des especificas sobre os coeficientes a e b
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Perguntas

Corpos clbicos puros

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Seja K = Q(#), onde 6 = v/d, com d um inteiro livre de cubos.

Neste caso,

@ d é livre de quadrados.

Perguntas

@ d nao é livre de quadrados.
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Perguntas

d é livre de quadrados

LeUlia

Fosiel  Seja K = Q(6), onde 6 = v/d e d € Z livre de quadrados.
aplicagdes
Antonio

Aparecido de
Andrade

Teorema

O anel dos inteiros algébricos de K é dado por

Perguntas

7+ 70 + 76%, se d # £1(mod 9)
- Z—l—Z@—l—Z(%‘W) , se d = £1(mod 9).

Proposicao

arrendondados

Bibliografia O discriminante de K é dado por

DK) = —27d?, se d # +1(mod 9)
| =3d?, se d = +1(mod 9).
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Perguntas

d nao é livre de quadrados

Leuiid
algébrica dos
niimeros e

aplicages Seja K = Q(#), onde 6 = v/d e d € Z n3o é livre de
Auzifts quadrados. Neste caso, d = m?n com m e n livre de quadrados

Aparecido de

Andrade e mdc(m7 n) g 1

Teorema

Perguntas O anel dos inteiros algébricos de K é dado por

92
Z + 76 + Z(E) se d # +1(mod 9),

Z+ 70 + Z( ) se d = +1(mod 9).

62+ mb+ m
3m
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Perguntas

Discriminante

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Ap: do de
Andrade

Proposicao

O discriminante de K é dado por

Perguntas —27m?n?, se d # +1(mod 9)

D(K) =
(K) —3m?n?, se d = +1(mod 9).
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Perguntas

Corpos quarticos puros

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio Seja K = Q(#), onde § = v/d e d € Z é livre de quadrados.

Aparecido de
Andrade

Teorema

O anel dos inteiros algébricos de K é dado por

Perguntas

7+ 70 + 70° + 763, se d # 1,5(mod 8)
Ok =Z+Z0+ 7 (L3 + 7 (L0240 e d = 5(mod 8
7+ 70 +7 9277 +7Z #92*93 , se d = 1(mod 8).

[ary

Antonio Aparecido de Andrade Um pouco da teoria algébrica dos nimeros e aplicages



Perguntas

Discriminante

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

O discriminante de K é dado por

—256d°, se d # 1,5(mod 8)
D(K) = { —16d3, se d = 5(mod 8)
—4d3, se d = 1(mod 8).

Perguntas
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Perguntas

COI’pOS qufnticos puros
OB Seja K = Q(6), onde 6 = v/d e d € Z é livre de quadrados.
aplicagdes
Antonio

Aparecido de
Andrade

Teorema

O anel dos inteiros algébricos de K é dado por

7+ 70 + 7.0% + 703 + 76, se d 2 +1,+7(mod 25)
Z+ 20+ 26° + 2% + 7 (LR se g = 41, 47(mo

Perguntas

Q.

Proposicao

O discriminante de K é dado por

D(K) = 3125d*, se d # +1, £7(mod 25)
| 125d*%, se d = +1,+7(mod 25).
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Perguntas

Corpos séxticos puros

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Aparecido de
Andrade

Perguntas

Reticulz

arrendondados

Bibliografia

Seja K = Q(#), onde § = V/d e d € Z é livre de quadrados.

Teorema

O anel dos inteiros algébricos de K é dado por
(7 + 70 + 7.6% + 7.6% + 76* + 7.6°, se d £ +1, £17, +£10, —15, —11, —7, —3, 5, 13(mod 36)
3 2, p4 2,093, 95
L4704+ 76%+7 (%) Lz (4+39+ge +6 ) 7z (3+49+396+9 ) ) . se d = 1(mod 36)
2 4 3 5}
7+ 7.6 + 262 + 7.6° + Z (“29 L0 ) 4z (( 2H20°407 ) e d = —10, —1(mod 36)
2 4 2 3 5
) (4+3e+§e +6 ) + 72, (403024203 +0 ) . se d = 17(mod 36)
2 8]
Z + 70 + 76° + 76° + (”9 +94) 7 9+93+95 , se d = —17, 10(mod 36)

4 2 5
(%) +7 (%)  sed = —15, —11, —7, —3, 5, 13(mod 36).

Z+Ze+ze2+z(1+9

\Z+ZQ+Z92+Z(”9
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Perguntas

Discriminante

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

O discriminante de K é dado por

(46656d°, se d # +1,+17, 410, —15,

Perguntas —11,-7,-3,5,13(mod 36)

D(K) = < 9d°, se d = 1,17(mod 36)

576d°, se d = —17,-10, —1,10(mod 36)
729d°, se d = —15, 11, ~7, 3,5, 13(mod 36).
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Perguntas

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

@ Continuamos para o grau 7,8,9,10,...7
@ Ou para os casos de grau 2p,3p,5p,...7

@ Ou para os casos de grau pg? Incluindo p?.
Perguntas

@ Ou algo similar? Como p?q?
@ Ou como p"?
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Perguntas

Extensao de grau primo

algébrica dos
niimeros e

e Seja K uma extens3o de Galois de grau um primo p.

Antonio @ Pelo Teorema de Kronecker-Weber, segue que existe n

Aparecido de

Andrade minimo tal que K C L. = Q(¢,).
@ Gal(K: Q) =<0 >, onde 0(¢) = ¢, com Ly =<r>.
© K=Q(t), onde t = Try jx(¢n)-

Perguntas

Proposicao

@ Se p ndo ramifica em L, entdo n = p1p>...pr;

@ Se p ramifica L, entdo n = p?pip>. .. pr,

onde p1, p2, ..., pr Sd0 nimeros primos tal que p; = 1(mod p),
parai=1,2,...,r.
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Perguntas

Anel de inteiros

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
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Teorema

Uma base integral para K é dada por
@ {t,0(t),...,0°P~(t)}, se p ndo ramifica.
Q@ {1,0(t),...,0P~1(t)}, se p ramifica.
Q@ D(K) = nP 1L,

Perguntas

Antonio Aparecido de Andrade Um pouco da teoria algébrica dos nimeros e aplicagbes



Perguntas

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade © Se a K extensdo for de Galois de grau p, o anel de inteiros
estd completamente determinado.

@ Se for ou n3o de Galois, é um problema que ainda foi
pouco explorado.

Perguntas

© O discriminante estd completamente determinado para a
extensdo de Galois de grau p.

@ Poucas aplicagses.
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Perguntas

Outros casos

algébrica dos
niimeros e

aplicacdes © Resolvemos tratar dos casos de grau p", com p primo.
' Q@ K=0Q( %) onde d é livre de quadrados.
© Polindmio minimal f(x) = x?" — d € Q[x].

Andrade

Desafio:

ReyaiEs @ Determinar o anel de inteiros.

@ Determinar o discriminante.

© Aplicacdes?

@ Mas esses corpos possuem homomorfismos reais e
complexos.

© Como determinar a forma trago?

Antonio Aparecido de Andrade Um pouco da teoria algébrica dos nimeros e aplicages



Reticulados

Reticulados no R”"

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Definicao

Sejam vi, va, ..., vy, vetores de R" linearmente independentes
sobre R, com m < n. O conjunto dos elementos da forma

m
Perguntas AN={x—= E a;v; | aj € 7 ’
i=1

Reticulados
R
]

DA ¢ chamado de reticulado com base B = {vq,v2,...,vn}. Se
Bibliografia m = n, o reticulado A é chamado um reticulado completo.
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Reticulados

Regidao fundamental

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Aparecido de Defl n 1 fo)

Andrade Z

O conjunto

n
P = xeR:x:ZA;v,-,ogA,-<1 ,
i=1

Reticulados

é chamado de regido fundamental de A com relagdo a base
{vi,va, ..., vp}.
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Reticulados

Matriz geradora
algé:;;:dos ——
niimeros e Definicao
aplicagdes

Antonio SeJa Vi - (Vi17 Vi27 e
Aparecido de

Andrade

,Vin), para i =1,2,--- n. A matriz

Vil Vi2 -+ Vip
W1 Vo2 - Vop

Vnl Vn2 ' Vpn

K : é chamada matriz geradora do reticulado.

bem

arrendondados

Biblio

Definicao
O volume do reticulado N é definido por
V(A) = Vol(P) = | det(B)|.
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Reticulados

Empacotamento esférico

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade Estamos interessados em empacotamentos associado a um
reticulado A onde as esferas s3o centradas nos pontos de A e
tenham raio maximo.

Para a determinac3o deste raio, fixamos um ndmero real kK > 0
Reticulados e o conjunto {x € R": ||x|| < k} N'A. Podemos definir o
nimero Amin = min{||A|| : A € A e XA # 0}.
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Reticulados

Raio de empacotamento

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Sejam A C R" um reticulado e
Amin = min{||A]| : A € A e A # 0}.
@ O ndmero (Amin)? é chamado de norma minima de A.

Perguntas @ O maior raio para o qual é possivel distribuir as esferas

Reticulados centradas nos pontos de A e obter um empacotamento é
Reticulados .

3 . min . 7 o
. p= — e assim, p é chamado de raio de

Bibliografia empacotamento de A.
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Reticulados

Empacotamento esférico

LeUlia

algébrica dos

niimeros e Deflnl(,:ﬁo

aplicagdes

Antonio Sejam A C R" um reticulado e p o raio de empacotamento A.
Aparecido de

Andrade Consideramos B(0, p) a esfera de centro na origem e raio p. A
densidade de empacotamento associada a A é definida por

Introdugdo

A(A) = Volume da esfera _ Vol(B(0, p))
Perguntas ~ Volume da regido fundamental ~ Vol(A)

Reticulados

Reticulados Observa¢§o

bem

Bl Como Vol(B(0, p)) = Vol(B(0,1))p", segue que

Bibliografia

_ Vol(B(0,1))p"
R ZION
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Reticulados

Densidade de centro

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Aparecido de
Andrade

Reticulados

Definicao

Sejam A C R" um reticulado e p o raio de empacotamento A.
O pardmetro

pn
O(N) = ———
() Vol(N)’
é chamado de densidade de centro de A. Quando a densidade
de centro é a maior possivel chamamos-a de densidade de
centro otima.
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Reticulados

Densidade de centro 6tima

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

’ Dimensao \ Densidade de centro 6tima | Valor aproximado

Andrade

5 1 0, 28868
2./3 i

3 Zé 0,17678

i ! 0, 12500

5 1 0,08839

Reticulados 6 % 0’ 07217
83 ’

Tabela: Densidade de centro étima de dimensdo menor ou igual a 6.
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Reticulados

Reticulados algébricos

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

An
Ap:

Para cada x € K, a aplicacao

c:K—R"
x = o(x) = (o1(x),...,0n4+n(x)) € RT x C"

Reticulados

€ um homomorfismo injetor de anéis, chamado homomorfismo
de Minkowisk ou homomorfismo candnico.
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Reticulados

Homomorfismo de Minkowisk

algebrlca dos
niimeros e
aplicagdes

Andrade Identificando R™ x R com R”, este homomorfismo pode ser
visto como

U(X) = (Ul(X)ﬂ s 7Ur1(x)7 Re(a,1+1( ))7 (Ur1+1(X))7 SRR
Re(or+n(x)): S(0r+nr(x)));

onde Re(x) representa a parte real de x e 3(x) representa a
parte imaginaria de x.

Reticulados
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Reticulados

Reticulados algébricos
Antonio

Proposicao
Aparecido de

algébrica dos
ndmeros e

Andrade Se M C Ok € um Z-mdédulo livre de posto n, ent3o
@ (M) é um reticulado.

aplicagdes
@ O volume do reticulado o(M) é dado por

Intre

nimerc

l;eticula;;s VO/(U(M)) _ ‘D(K)2|’[’QOK : M]

Reticulados

bem
arrendondados

- Definicao

O reticulado o(M) C R" é chamado de reticulado algébrico.
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Reticulados

Densidade de centro

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Proposicao

A densidade de centro do reticulado o(M) é dada por

o)) — 2o

~ VIDE)[[Ox : M]

Reticulados
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Reticulados

Reticulados algébricos

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de

Andrade PrOpOSi 50

7

Se a € K, entdo ||o(a)||* = ck Trx(a@), onde

cr — 1 se K for totalmente real.
K= % se K for totalmente imagindrio,

Reticulados

onde @ é a conjugacao complexa do elemento «.
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Reticulados

Raio de empacotamento
algégg;:: dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Seja K um corpo totalmente real ou totalmente imaginario.

Corolario

O raio de empacotamento do reticulado o(M) da seguinte
forma

Reticulados p(a(M)) = imin{||o()]], @ € M, o # 0}

L min {\/CKTrK(aa), aeM,a# 0} .
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Reticulados

Densidade de centro

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Proposicao

A densidade de centro do reticulado algébrico o(M) é dada por

L}
2

_ 1 p
Reticulados oo(M)) = 27/ID(K)| [Ok : M]’

onde p = min{ Trg(a@) : « € M, a # 0}.
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Reticulados

Algoritmo
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Para construir um reticulado algébrico e obter sua densidade de
Andrade centro é preciso os seguintes passos.

@ Escolher um corpo de niimeros K de grau n.

@ Determinar Ok e D(K);

© Escolher um Z-mdédulo livre M C Ok;

Reticulados @ Determinar p(c(M)) = 3 min{||o(a)|| : @ € M, a # 0}
212"

@ Calcular 6(c(Ok)) =

~ VIDE)[[Ok : M]
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Reticulados bem arrendondados

Reticulados bem arrendondados

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

. Os reticulados bem arredondados (do inglés, Well Rounded
EEA Lattices (WR)) tém sido um tdpico de estudo recente, com

S aplicagdes em canais grampeados e em criptografia. Os
reticulados WR s3o aqueles que possuem uma base em que
todos os vetores tém norma coincidindo com a norma minima
do reticulado.

Reticulados

bem Existe uma infinidade de corpos de nimeros quadraticos reais
arrendondados . o 7.0 . . 0

ou imaginarios contendo ideais que produzem reticulados WR
no plano.
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Reticulados bem arrendondados

Definicao
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

: Seja A um reticulado de posto completo no espaco euclidiano
e n-dimensional. A norma minima de A é definida como

Al = min{]la|? - @ € A\ {0}},

onde || || denota a norma euclidiana usual em R"” e o conjunto
de vetores minimos de A é denotado por
Reticulados

are S(A) = {a €A |lal* = [Al}.

arrendondados

O reticulado A é WR se o conjunto S(A) gera R".
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Reticulados bem arrendondados

Resultados

Leuiid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Ap: do de
Andrade

Seja K = Q(v/d). O reticulado A = o(Ox) é bem
arrendondado se, e somente se, d = —1e d = —3.

Proposicao

Reticulados Seja K um corpo de ndmeros. O reticulado A = 0(Ok) é bem
bem

arrendondados arrendondado se, e somente se, K é um corpo ciclotémico.
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Reticulados bem arrendondados

Grau primo

LeUlia

algébrica dos

o Seja K uma extens3o de Galois de primo p. Neste caso,
aplicagoes K C Q(¢n), com n minimo.

Antonio
Aparecido de
Andrade

Proposicao

@ Se p n3o ramifica em L, entdo n = p1p> ... pr;
@ Se p ramifica L, entdo n = p?pip> ... pr,

onde p1, p2, ..., pr S30 nimeros primos tal que p; = 1(mod p),
parai=1,2,...,r.

Reticulados
bem
arrendondados

Bibliografia Uma base integral para K é dada por
@ {t,0(t),...,0°P 1(t)}, se p ndo ramifica.
Q@ {1,0(t),...,0P (1)}, se p ramifica.

Teorema

- = = = Sl
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Reticulados bem arrendondados

p nao ramifica
algégg;:; dos
niimeros e
aplicagdes

Seja o médulo

: Andra(}e ’7 Mm — {O[ c O]K . Tr]K(O[) = O(mOd m)}

Proposicao

My, é um ideal se, e somente se, m|n.

Reticulados Neste caso,
bem
arrendondados p,OK - Bf),

onde B e B; sdo ideais primos de Og com BNZ = pZ e
BiNZ = piZ, parai=1,2,...,s.
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Reticulados bem arrendondados

p nao ramifica
algéggg:: dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Proposicao

Proposicao
@ M,, é um Z-médulo de indice m.

@ O rank é p in Ok.

Reticulados
bem

o ondados @ Se m=1(mod p) and , [Fg Sm< n(p+ 1), entdo

M,, é bem arrendondado.
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Reticulados bem arrendondados

p ramifica

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Seja 0 médulo
Antonio
Aparecido de

Andrade Mm = {a & OK . Tr]K(CY) = O(mOd m)}

Proposicao

M,, é um ideal se, e somente se, m|n.

Reticulados
bem
arrendondados

Proposicao
@ M,, é um Z-mdbdulo de indice m.

@ O rank é p in Ok.
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Reticulados bem arrendondados

p ramifica

algébrica dos

ndmeros e Seja o mddulo

aplicagdes

’ AT_O-MO n— 2Ct
B V., —{0cOx: T ((p’;) a> = 0(mod m)},

ondel <c<m-—1.

Proposicao

Q@ M, é um Z-médulo de indice m.
Reticulados

- @ O rank é p in Ok, ou seja,

arrendondados

{m,c—0(t),c — 6%(t),...,c — 0P 1(t)}

é uma Z-base de M, ..
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Reticulados bem arrendondados

p ramifica

Leorid
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Aparecido de
Andrade

Reticulados
bem
arrendondados

Bibl

Proposicao

Mp.c = B, para algum c.

Proposicao

Se a =agm+ai(c—0(t))+ -+ ap_1(c — 0P71(t)) € Mpmc

e u=pip2...ps, entio

Tr(o?) = p | agm?® + 2aocmz aj

p—1

+ p Z a2 (4 u(p—1))+2 Z ajaj(c® — u)

i=1

i=1

1<i<j<p—1

Antonio Aparecido de Andrade
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Reticulados bem arrendondados

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio
Ap: do de
Andrade

Proposicao

Se n = p?, entdo pOk = BP, onde B =< N/ (1 — Cn) >.

Seja

Reticulados

et tal que

arrendondados

Antonio Aparecido de Andrade

ag+ai+---+ap—1=0(mod p)}.

./\/lp71 = {ao + 319(t) + -4+ ap,lﬁp_l(t) S OK}
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Reticulados bem arrendondados

2

n = p

algébrica dos
niimeros e

aplicagdes O Conj unto

Antonio

Aparecido de {1 _ t, 1 . 9(1’), - 1 _ ep—l(t)}

Andrade

€ uma Z-base de M, 1.

Proposicao

Se
Reticulados o = 30(1 - t) + 31(1 - e(t)) FoceE ap—l(]- - Hpil(t)) S Mm,lv
bem entdo

arrendondados

p—1
Trr(a?) = p? Z a2,
i=0
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Reticulados bem arrendondados

2

n = p

algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Antonio

Aparecido de
Andrade

Corolario

M 1 é ortogonal e WR com base minima

{1—t,1-06(t),...,1—6°"1(t)}.

Reticulados
bem
arrendondados
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Bibliografia

Um pouco da
teoria
algébrica dos
niimeros e
aplicagdes

Muito obrigado.

Bibliografia
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