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Introducdo

Motivacdo: Codificacdo de Rede

Motivacao: Rede Borboleta

(a) Primeiro instante (b) Segundo instante

Figura: Rede Borboleta Utilizando Roteamento
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Introducdo

Motivacdo: Codificacdo de Rede

Motivacdo: Codificacao de Rede

Codificacdo de Rede - Roteamento. Codificacdo de Rede - Processador
Permite replicar e selecionar caminhos Digital. Permite realizar operacdes e
para a informac3o trefegar na rede. processamento em cada né.

Potencialidades:
@ Ganhos em termos de taxa de informac3o.
@ Simplificacdo de algoritmos de roteamento.
@ Promissora para redes sem fio.

@ Aplicacdes em redes de sensores, redes épticas e distribuicGes de arquivos
em redes.

ndro Bezerra de Lima - INMA / UFMS (leandro.lima@ufms.br) a i : Cédigos e Reticulados



Introducdo

Motivacdo: Codificacdo de Rede

Motivacao: Trabalhos Anteriores

e Linear network coding. Li, R.; Yeung, RW.; Cai, N. IEEE
Transactions on Information Theory.2003

@ Network error correction, Part |: Basic concepts and upper
bounds. Yeung, R. W.; Cai, N. Communications in Information and
Systems. 2006.

e Coding for errors and erasures in random network coding.
Kéetter, R.; Kschischang, F. IEEE Transactions on Information
Theory. 2008.

e Canais matriciais multiplicativos sobre corpos e anéis finitos
com aplicac6es em codificacdo de rede. N6BREGA, R. W. Tese
de Doutorado UFSC.
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Conceitos de Design Combinatério
Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conceitos Preliminares

Cédigos Geometricamente Uniformes
Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Definicdo (D.Stinson)

Seja X # () um conjunto com v elementos e B # () uma colec3o de
subconjuntos distintos de X com cardinalidade b. Definimos o par (X, B)
por t-design com pardmetros (v, k,\), onde0 < k <vel>0,e
escreve (v, k, \)-desgin, se:

@ cada bloco de B contém exatamente k elementos;

@ cada par de elementos distintos de X esta contido em exatamente \
blocos.

.

Observacdo (D.Stinson)

Uma outra forma de denotar essa classe dos design é (v, k,\)- BIBD (do
Inglés, Balanced Incomplete Block Design).

v
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Conceitos de Design Combinatério

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos Preliminares

Conceitos de Design Combinatério

Considere o conjunto X = {1,2,3,4,5,6,7} com
B = {123, 145,167, 247, 256, 346, 357}. O par (X, B) é um
(7,3,1)-BIBD.

Figura: Plano de Fano
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Conceitos de Design Combinatério

nte Ordenados
Caodig eometrica nes
Espacos Projetivos e e Subespacos

Conceitos Preliminares

Definicdo (D.Stinson)

Um (v, k,\)-BIBD (X, B) diz-se simétrico se | X |=| B |= v = b.

Seja X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,A, B,C,D} e B={1234,1567,189A,
1BCD, 258B,269D,27AC,359C, 36AB, 378D, 45AD, 468C, 479B}.
Assim o par (X, B) é um (13, 4,1)-BIBD simétrico, onde b=v =13 e
r=k=4.

\

Definicdo (D.Stinson)

Um design balanceado aos pares - PBD é um design (X, B), tal que
cada par de pontos distintos de X esta contido em exatamente \ blocos,
onde A\ é um inteiro positivo. Além disso, (X, B) é um design
balanceado aos pares regular - PBD Regular se todos os pontos

x € X ocorrem exatamente em r blocos Bj:s € B, em que r é um inteiro
positivo.
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Cédigos Geometricamente Uniformes

Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicdo (S. Roman)

Seja P um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma relacdo bindria é um
ordem parcial em P, normalmente denotada por "<", se possui as
seguintes propriedades:

@ a < a, para todo a € P (reflexiva);

@ Sea,b e P siotaisquea< beb< a, entdo a = b (anti-simétrica);

@ Sea,b,c € P s3o tais que a< b e b < c, entio a < c (transitiva).
4

Observacao

Neste contexto, dizemos que (P, <) é um conjunto parcialmente
ordenado. Podemos dizer ainda que se a < b ent3o a precede b, e que a
e b sdo comparavéis. Dizemos ainda que b é um sucessor de a se a < b e
se ndo existe x € P tal que a < x < b.
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Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Defini¢do (S. Roman)

Seja " <" uma ordem parcial em P. Se a < b ou b < a, para quaisquer

a,b € P, dizemos que " <" é uma ordem total e que P é um conjunto
totalmente ordenado.

Sendo G um grupo, o conjunto dos subgrupos de G, munido da relacdo
de inclusdo, é um conjunto parcialmente ordenado, normalmente
denotado por R(G).
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Conceitos Preliminares

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Diagrama de Hasse é uma ferramenta matematica que representa
graficamente qualquer conjunto finito parcialmente ordenado. O
diagrama de Hasse é construido da seguinte forma:

@ Os elementos do conjunto s3o representados por pequenos circulos
(ponto);

@ Se a < b, entdo o circulo que representa b fica a direita do circulo
que representa a;

@ Se b é sucessor de a, ent3o o circulo que representa a é conectado
ao circulo que representa b por um segmento de reta.
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Conceitos de Design Combinatério

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos Preliminares

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicdo (S. Roman)

Sejam P e Q dois conjuntos parcialmente ordenados. Dizemos que uma
aplicacdo p : P — Q é

@ isdtona, se para a, b € P tais que a < b tivermos p(a) < ¢(b).
@ antitona, se para a, b € P tais que a < b tivermos p(b) < ¢(a).

Definicdo (S. Roman)

Um isomorfismo de conjuntos ordenados é definido como sendo uma
aplicacdo bijetiva isétona com aplicacdo inversa isétona. Se existe um
isomorfismo ¢ : P — Q dizemos que P e Q sdo conjuntos isomorfos, e
denotamos por P ~ Q.
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Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Observacao

Se ¢ : P — Q é um isomorfismo de conjuntos ordenados e x,y € P sio
elementos distintos, entdo:

x <y < o(x) < p(y)

Portanto, todas as relacées hierarquicas entre elementos sdo preservadas
por isomorfismo, portanto possuem o mesmo diagrama de Hasse. A
reciproca € verdadeira, ou seja, conjuntos parcialmente ordenados que
possuem mesmo diagrama de Hasse sdo isomorfos.
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Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Definicdo (S. Roman)
Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e B C P um subconjunto
limitado superiormente, ou seja, que possui cota superior em P. Um
elemento b € P serd chamado supremo do conjunto B, quando b é a
menor das cotas superiores de B em P, isto é:

@ Para todo x € B, tem-se x < b;

@ Sec € P é talque x < ¢ para todo x € B, entdo b < c.

Definicdo (S. Roman)

Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e A C P um subconjunto
limitado inferiormente, ou seja, que possui cota inferior em P. Um
elemento a € P sera chamado infimo do conjunto A, quando a é a maior
das cotas inferiores de A em P, isto é:

©Q Paratodoy € A, tem-se a < y;
@ Sece P étalquec <y paratodoy € a, entio b < c.

.
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Conceitos de Design Combinatério

Conceitos d tos Parcialmente Ordenados
Cédig om mente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos Preliminares

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicdo (S. Roman)

Um conjunto parcialmente ordenado sera dito um reticulado se nele
existirem o supremo e o infimo de qualquer par de seus elementos.

v

Para todo grupo G, temos que R(G) é um reticulado. De fato, dados
dois subgrupos H, N < G, lembre que H N N é o maior subgrupo contido
em ambos. Além disso, claramente H C (HUN) e N C (HU N).
Tomando, agora K subgrupo de G tal que HC K e N C K, temos que
HUN C K e assim (HUN) C K.
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Conceitos Preliminares

Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

O conjunto de todos os subespacos de um espaco vetorial, parcialmente
ordenado pela inclusdo, é um reticulado. Observe que o infimo de dois
subespacos Wy e W, € a sua intersecdo. Veja também que se W3 é um
subespaco tal que Wy, Wo C W3, entdo Wy + W, C Wa, onde:

W1+W2:{W1+W2;W,'E VV,}

Assim, Wi + W, é o supremo, ou seja, o menor subespaco que contém
ambos.
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Conceitos Preliminares

Cédigos Geometricamente Uniformes

Definicdo (G. D. Forney Jr.)
Um conjunto de sinais S é geometricamente uniforme se dado dois
pontos quaisquer s, s' € S existe uma isometria u tal que:

e u(s)=s

e u(S)=S.

Uma constelacdo de sinais binaria unidimensional S = {—1,1} é
geometricamente uniforme. Basta observarmos que o grupo de simetrias
I'(S) =V = {e, v}, onde e indica a identidade e v indica uma reflexio
em torno da origem, satisfaz
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Conceitos de Design Combinatério

Conceitos de os Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes
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Conceitos Preliminares

Cédigos Geometricamente Uniformes

Teorema (G. D. Forney Jr.)

O produto cartesiano de conjunto de sinais geometricamente uniforme é
um conjunto de sinais geometricamente uniforme.

.

Observacdo

Uma observacio interessante é que, se considerarmos a composicdo de
isometrias para cada entrada separadamente, temos que o conjunto
S={-1,1,--- ,—1,1} ainda serd uma constelacdo de sinais, cujo grupo
gerador é V" com 2" elementos e é isomorfo a Z3.
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Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang, A. Khaleghi, D. Silva, and
F.R. Kschischang)

O espaco projetivo é definido como o conjunto de todos os subespacos
vetoriais de Fy e é denotado por P(F7'). Além disso, o conjunto de todos
0s subespacos com uma dada dimensao k é denominado Grassmanniana

e denotado por G(FT, k).

Observacao

| Q
\,

Note que:
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Conceitos de Design Combinatério

Conceitos Preliminares ! :
Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Cédigos Geometricamente Uniformes
Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang)

O nimero de subespacos vetoriais de P(Fg') com dimensdo k é dado
por
()15
= R
k g 9 9

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang)

A cardinalidade de uma Grassmanniana de P(F') com dimensio k é

| G(FT, k) |= ('[)

e a cardinalidade do espaco projetivo de P(F]') é

MENES (¥)

Leandro Bezerra de Lima - INMA / UFMS (leandro.lima@ufms.br) Matematica Discreta: Codigos e Reticulados



" - Conceitos de Design Combinatério
Conceitos Preliminares o & 5
Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang, A. Khaleghi, D. Silva, and
F.R. Kschischang)

A distancia de subespaco entre U e V é definida como:

d(U, V) = dim(U) + dim(V) — 2dim(U N V), (1)

onde + e N representam, respectivamente, a soma e a intersecio de
subespacos.

Teorema

(P(Fg), d) é um espaco métrico.
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Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang, A. Khaleghi, D. Silva, and
F.R. Kschischang)

Um cédigo de subespaco é um conjunto ndo vazio de P(IF'). No caso
em que o codigo de subespaco esta contido em uma Grassmanniana de
ordem k, G(Fg', k) = {V € P(F7) : dimV = k}, ou seja, todas as suas
palavras cédigos possuem a mesma dimensio, ele sera chamado cédigo
de subespaco de dimensao constante. Denotamos por d a distancia
minima do cédigo C.
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Conceitos Preliminares

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang, A. Khaleghi, D. Silva, and
F.R. Kschischang)

A cardinalidade do cédigo C é dada por | C |= M e a taxa do cédigo é
definida por R(C) = l"g—nlf‘ ou R(C) = 8" medida em unidades de
informacdo por uso de canal de subespaco, onde q € a base do logaritmo.

Definicdo (R. Koetter and F. Kschischang)

A distancia minima do cédigo C é definida como:

d = d(C) = min{d(U, V), U, VecC, U#V}.

Definicao

Seja (m, M, d) os pardmetros do cédigo C C P(F7’), onde m é a
dimens3o do espaco projetivo, M é a cardinalidade do cédigo e d a
distdncia minima do cédigo. Se o cédigo C estda em uma Grassmanniana
de dimens3o k os pardmetros sdo (m, M, d, k).
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Conceitos de ntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Uma forma de interpretar a distancia de subespaco é por meio do
diagrama de Hasse.

o Neste contexto, é possivel construir o diagrama de Hasse, visto que
o espaco projetivo P(F;") com a seguinte relacdo de ordem =, em
que 51 = S, se, e somente se, S; é subespaco de S, é parcialmente
ordenado.

@ Dois subespacos estdo conectados, se e somente se, S; é subespaco
de S, e dimS, = dimS; + 1 ou vice-versa. Logo, a partir do
diagrama de Hasse, podemos interpretar a distancia entre dois
subespagos Sy, Sy de P(F.") como o caminho de menor disténcia
ligando S; e S, (geodésica).
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Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados
Cédigos Geometricamente Uniformes

Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Conceitos Preliminares

(a) C={51,...,57, W} (b) ¢t ={0O,5¢,...,81}

Exemplos de Cédigos de Subespacos Nobrega.R. W. e Uchda-Filho, B. F.
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Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Seja o espaco vetorial F3. Um exemplo interessante de cédigo na
Grassmanniana é o cédigo simplex C; = {S3, 5%, 5%} com pardmetros
(n,M,d, k) =(3,3,2,2), cujas palavras-cédigo, ou seja, os subespacos
vetoriais sio S3 = {000,011,100,111}, S5 = {000,010,101,111},S° =
{000,001,110,111}. Observe que os subespacos S1,S», S3 tem dimensio
2 e a interseccdo entre quaisquer dois deles é o subespaco

S7 ={000,111}. Assim, a distancia é dada por:

para quaisquer i,j € {1,2,3} com i # j.
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Conceitos Preliminares

O = {000} w = {000,001,..., 110,111}
S; = {000,001} S = {000,010, 100,110}
S, = {000,010} Sy~ = {000,001, 100,101}
S3 = {000,011} S+ = {000,011,100,111}
Sy = {000,100} Sy = 1{000,001.010,011}
Ss = {000,101} S = {900,010,101.111}
Se = {000,110} Sg = {000,001,110,111}
S; = {000,111} Sz = {000,011,101,110}

Subespacos do Espaco projetivo P(F3)
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Figura: Diagrama de Hasse do Espaco projetivo P(F3)
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Lema (R. Koetter and F. Kschischang, A. Khaleghi, D. Silva, and F.R.
Kschischang)

Sejam U e V subespagos de um espaco vetorial de dimensdo m. Entdo a
distincia é maxima, isto é, d(U, V) = m, se, e somente se,

@ Os subespacos U e V se intersectam em um subespaco de dimensdo
0;

Q@ dim(U) + dim(V) = m.
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(a) De Sz a 5‘%‘: comprimento 3. (b) De “:f‘ as

Noébrega.R. W. e Uchda-Filho, B. F.

; comprimento 2.
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Conceitos Preliminares

Espacos Projetivos e Codigos de Subespacos

Considere os subespacos S1, S, S3, S4 elementos da Grassmanniana
G(F3,2), dados por:

S1 = {0000, 1000,0100,1100} S, = {0000, 0010, 0001, 0011}

S; = {0000, 1000, 0010, 1010} S, = {0000, 0100, 0010, 0110}

A distancia de subespaco entre S; e S, é dada por:
ds(Sl, 52) = dimS; + dimS, — 2dim(51 N 52) =242-0=4

Ja a distancia de subespaco entre S; e S3 é dada por:

ds(Sl, 53) = dimS; + dimS3; — 2dim(51 N 53) =2+2-21=2
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Conceitos Preliminares

6(4,3)

Figura: Espaco projetivo P(F3)

ndro Bezerra de Lima - INMA / UFMS (leandro.li Matematica reta: Codigos e Reticulados



Conceitos de Design Combinatério
Conceitos de Conjuntos Parcialmente Ordenados

Conceitos Preliminares

Cédigos Geometricamente Uniformes
Espacos Projetivos e Cédigos de Subespacos

Um problema n3o trivial, assim como no caso cléssico (cédigos no
hipercubo de Hamming) é encontrar o maior tamanho possivel de um
cédigo de subespaco dados os pardmetros g e m e fixada uma distancia
minima d. Sugestdo: http://subspacecodes.uni-bayreuth.de/table/2

Ag(m,d) = max{| C|:C CP(F"),d(C) = d} (2)

A esfera de centro V e raio r é dada por

Big,m)(Vo, r) ={V € P(F]") : d(V, Vo) < r} (3)

e o volume dessa esfera é definido por

VO/(q,m)(VOa r) :| /B(q,m)(VOa r) |7 (4)

isto é, o numero de pontos nela situados.
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(b) TEsferas centradas em §.
Noébrega.R. W. e Uchda-Filho, B. F.

Observar que o espaco projetivo com a distancia de subespaco n3o é um
espaco métrico regular.
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Definicdo (R. Nébrega and B. Uchéa-Filho)

A n-ésima extensdo do espaco projetivo P(IF) denotada por P(IF')", é
o n-ésimo produto cartesiano do espaco projetivo. Dessa forma,
elementos de ]P’(IE‘qm )" sdo n-uplas tendo como componentes subespacos
do espaco projetivo original P(IF7").

Definicdo (R. Nébrega and B. Uchda-Filho)

A disténcia (de subespaco estendida) entre dois elementos
U= (Uy,U,---,U,) eV =V, Vo, -, V,) do espaco projetivo
estendido P(IF7")" €é definida como:

40, V) =3 d(U, ), (5)
i=1

onde d(U;, Vi) = dim(U;) + dim(V;) — 2dim(U; N V;) para
i€{1,2,---,n}. Tem-sel < d(U,V) < m.n.
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Espacos Projetivos Estendidos e Cédigos de Subespacos

n-shot

Teorema

(P(Fg)", d) é um espaco métrico.

Definicdo (R. Nébrega and B. Uchda-Filho)

Um codigo de bloco de subespacos é um subconjunto ndo vazio
C C P(F7)" denominado cédigo de subespaco n-shot.

Definicdo

A cardinalidade do cédigo C é dada por | C |= M" e a taxa do cédigo
é definida por R(C) = bﬁ—fl ou R(C) = % medida em unidades de
informacdo por uso de canal de subespaco, onde q € a base do logaritmo.
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Espacos Projetivos Estendidos e Cédigos de Subespacos

n-shot

Definicao

A distancia minima do cédigo C é definida como:
d=d(C)=min{d(U,V), U, VeC, U+# V},

ondel < d(C)<mneld<R(C)<1.

Definicao

Os parametros do cédigo de subepaco n-shot C C P(F7')" é denotado
por (m.n, M" d) onde m.n é a dimens3o do espaco projetivo, M" é a
cardinalidade do cédigo e d a distdncia minima do cédigo. Se o cédigo C
esta em uma Grassmanniana de dimensdo k.n os pardmetros do cédigo
sdo (m.n, M" d, k.n).
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Motivacao

Suponhamos que se queira um cédigo de subespaco n-shot utilizando o
espaco projetivo P(FF3).

0 O = {00}

S, = {00,01}

S, = {00, 10}

Sy = {00,11}

W = {00,01,10,11}
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Uma primeira possibilidade é simplesmente estender o melhor cédigo de
P(F3) com distincia d=2, que é C = {51, S,,S3} Fazendo isto temos:

C] =CxC= {51,52,53} X {51,52,53} = {5151,5152, 000 75353}, com
| C |=9. Uma outra possibilidade seria olhar para o mapeamento bijetivo
entre {0, 51, 52, S3, W} e Zs = {0,1,2,3,4} e para o cédigo classico
otimo de comprimento 2 sobre Zis com distancia minima de Hamming 2
que é o codigo de repeticio Ho = {00,11,22,33,44} que mapeado de
volta fica Co = {OO, 5151,55,, 5353, WW} com | C, |: 5.

Observacao

1) Essa segunda possibilidade desconsiderou a estrutura de subespaco por
trds de P(IF3) e fez uso apenas de codificacio cldssica.

2) E necessério projetar cédigos nos espaco métrico P(IF3)? pois leva em
consideracdo tanto a estrutura de subespaco quanto a evolucdo temporal.
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Mapeamento por Mapeamentos de Conjuntos

Dado um conjunto S, um particionamento L- nivel de S é definido como

uma sequéncia de L + 1 particoes g, ---, [, tal que:
@ a particdo do nivel 0 consiste no conjunto S completo, isto é,
o ={S}.

@ a particdo [; é um refinamento da particdo [j_1, para /=1,--- , L.
@ a particdo do nivel L consiste nos subconjuntos unitarios de S, isto

é, N, ={{s}:seS}

Definicdo (G. Ungerboeck)
Dado um conjunto S, uma particdo de S consiste em uma colecdo
I={S8:1,---,S,} de p subconjuntos ndo vazios de S tais que:
@ a unido de todos os elementos da particdo € igual ao conjunto
S$:5U---US,=S.
@ a intersecdo de quaisquer dois elementos da particdo é vazia:
SNS=0,i#j.
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Definicdo (R. Calderbank)

A distancia de subespaco intrasubset do nivel | é definida por

d\) = min{d,(X): X €T}

paral=0,---,L. Tem-se sempre d = (S) e d = oo.

Observacao

A construcdo multinivel pode ser aninhada, ou seja, cada né pai do nivel
anterior tem o mesmo niimero de né filhos, do nivel posterior, entdo tais
niveis devem ser "protegidos"por cédigos cldssicos de comprimento n
sobre Z;, chamados cédigos componentes e denotados por H;, com
distancias (de Hamming) minimas d,g) = dy(H)) ou ndo aninhada, no
caso do exemplo abaixo. Logo, a distdncia minima do cédigo de
subespaco projetado é limitada inferiormente por:

ds(C) = min{d{™". d) - 1<1< '}

T = = =
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0 \

%

o Bl

Figura: Particionamento de P(F3) : Nébrega.R. W. e Uchda-Filho, B. F.
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Cs = {O,W}x{0,W}U

{81, 55,85% % {5, 5,56}
{00, 0W, WO, WW,

5150, 808 e o S8 ST

Cédigo construido com o cédigo de repeticdo {00,11}
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Observacao
m 7

Cabe observar que no caso da codificacdo classica, a extensdo (Z, )" é

. mn . . . .
equivalente a (Zq ), no sentido em que existe uma isometria entre esses
dois espacos métricos. Esse fato, no entanto, ndo ocorre na codificacdo
de subespaco, contudo, a n-ésima extensdo de um espaco projetivo
P(IF7)", ainda pode ser vista como um "subconjunto”do espaco projetivo

maior P(F7").
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Definicao
Um codigo de subespaco n-shot C é geometricamente uniforme se

dado quaisquer dois vetores de subespacos U,V € C existe uma
isometria | tal que:

o ((U)=V
e /(C)=C
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A transformacao,

n—vezes n—vezes

——~ ——
Tj:C=CxCx---xCCPFF)"=>C=CxCx---xCCPFF)",

onde o cédigo de subespaco C € o produto cartesiano n-vezes do cédigo
de subespaco C, definida por:

T;(Ui) = U;
T;(Uj) = U; (6)
Ti(U) =Ux k#i,j

é uma isometria para quaiquer i,j € {1,--- , n}.
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Definicdo (J. Rotman)

Se G é um p-grupo Abeliano para algum primo p, entdo G é chamado
grupo p-primario.

¢

Teorema (J. Rotman)

(Decomposicédo Primaria) Cada grupo Abeliano finito G é uma soma
direta de grupos p-primarios.

Teorema (J. Rotman)

Cada grupo Abeliano finito G é uma soma direta de grupos ciclicos.
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Codigos de Subespacos n-shot Geometricamente Uniforme

Neste exemplo iremos considerar a construcdo dos cédigos de subespaco
1-shot, 2-shot e 3-shot geometricamente uniforme. Considere o espaco
projetivo P(IF3).
e O cédigo de subespaco 1-shot C§l) é especificado por
) = {5,,5,}, onde S; = {00,10} e S, = {00,01}. Sejam
Py =[1 0] a matriz geradora de S; e P = [0 1] a matriz
geradora de S;. Existe um subgrupo Abeliano, neste caso, um
subgrupo ciclico Q,, dado por:

1 0 0 1
olz{oﬁ”:[o 1],o§”=[1 0”

do grupo das permutacoes que age transitivamente nas
palavras-cédigo de C , onde Q sdo elementos do grupo para j
variando dentro da card/nal/dade do cédigo e i associado a n-ésima
extensdo do cédigo, ou seja:
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(Exempo |
Po.QY = Py [1 0. [ (1) fl’ } =[1 0
e
Po.Q" = Py [1 0] [ (1) é } =0 1.
ou
PL.QY = Py 0 1]. [ (1) (1) } =0 1]
e
P.QM = Py [0 1. [ (1) (1) } =1 o]

Portanto, c§1) € um cédigo de subespaco 1-shot geometricamente

uniforme com pardmetros (m, M, d, k) = (2,2,2,1), cuja taxa do cédigo
1

éR(CV)y=kek _ 15

21 2
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o A extensio do cédigo C§l) para o caso cédigo de subespaco 2-shot
c? ¢
P =c xcM = (5,5} x {51, 5} = {5151, 5152, 551, 5252}
onde:

$:5; = {0000, 0010, 1000, 1010} = (0010, 1000),
515, = {0000, 0001,1000, 1001} = (0001, 1000},
$,S1 = {0000, 0010,0100,0110} = (0010, 0100),
$,S, = {0000, 0001,0100,0101} = (0001, 0100).

onde (e, e, -+ , ex) denota os geradores canénicos do subespaco.
As matrizes Py, Py, P>, P3 sdo matrizes compostas pelos geradores
nas linhas, dos respectivos subespacos acima, isto é,

0010 00 0 1
P"—{l 00 o}geraslsl'Pl_[l 00 0

] gera 515;.
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0 010 0 0 1
P2_|:O 1 0 O:|ger35251. P3—|:0 1 0
Obtemos os seguintes elementos de um subgrupo Abeliano do grupo das
permutacées, da seguinte maneira:

8 } gera 5,5,.

P = x oV = oV @ @Y,
&7 = e x @ = oY @ @Y,
@ =" x oV = oV @ @Y,

‘(12) _ Qél) >< Qél) = Qél) ® le).

Tal que: PiQ§2) =P PiQéz) = P(i+1)mod 4, PiQéz) = P(i+2)mod 4,
P; Qf) = P(i+3)mod 4 para qualquer i € {0,1,2,3}, onde a representacdo
matricial de Q, é dada por:
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1 000 1000
J .o |0 100 @ |0 100
@=9Q"=1¢001 0" =|000 1|
000 1 0010
0100 0100
@ |1 000 @ |1 000
G =loo010|"% =|00 01
000 1 0010

Assim, como cada elemento do grupo Q. age transitivamente nos
elementos do cédigo de subespaco 2-shot ng) temos que ng) é um
cédigo de subespaco 2-shot geometricamente uniforme com pardmetros
(m.n,M" d, k.n) = (4,4,2,2), onde a taxa do cddigo

R(C{) = BF = lgZ — 1 0,5,
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@ Para o caso do cédigo de subespaco 3-shot C(13), temos:

C:(l3) = {51752} X {51752} X {51752}
= {51551, 51515, 51551, 51952, 925151, 925152, $:5:51, 5,5}

$15:5; = (000010, 001000, 100000),
51515, = (000001, 001000, 100000),
51555, = (000010, 000100, 100000),
5155, = (000001, 000100, 100000),
$,515; = (000010, 001000, 010000),
$,515, = (000001, 001000, 010000),
$,5,5; = (000010, 000100, 010000),
$,5,5, = (000001, 000100, 010000).
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acos n-shot Geometricamente Uniforme

0 00O0T1O 0 00 001
Phb=(0010O0O0O|,--,Pr=(0001O00O0
1.0 00 0O 01 00O0O

o = o x @V x ' = @V @ @ & @Y,
¥ = o’ x @V x ' = @ & @M & @Y,
Q(3) — Q(l) % Q(l) % Q(l) = Qil) @ Q(l) ® Q(l)

Q”xd”xd” Ve oY e QfY,
=l x P x oV = o o oY » @Y,
Y=ol x @ x oV = oY & Y @ @Y,
=@ <=0 e @)Y e QY
Q) = x @Y x @i = @V @ QY @ QY.

os
Qf
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Os elementos do grupo Q3 agem transitivamente nos elementos do

Cédigos de Subespacos n-shot Geometricamente Uniforme

codigo C(13) da seguinte maneira:

o P,Qf" =P,

o PQY) = P(i+1)mod 8
° PiQ§3) = Plit2)mod 8
o QY = Pli+3)ymod 8
° PiQé3) = P(i+4)mod 8
° Png(-,3) = P(i+5)mod 8
° Png) = P(i+6)mod 8
o PQY) = Pli+7)ymod 8

para qualquer i € {0,--- ,7}. C(13) é um cédigo de subespaco 3-shot
geometricamente uniforme: (m.n, M", d, k.n) = (6, 8,2, 3).
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Definicdo

Seja C ={51,5, -+ ,Sm} um cédigo de subespaco 1-shot. Dizemos que
C é um cadigo de subespaco 1-shot geometricamente uniforme com
pardmetros (m, M, d, k) para algum espaco projetivo P(F5') conveniente,
se existe um subgrupo Abeliano @, = {le), Qél), e Q,(\})} tal que os
elementos de Q, agem transitivamente sobre os subespacos de C,
representados pelas matrizes Py, Py, - - , Py, ou seja,

PiQ1 = P, PiQ> = P(ix1ymod M» "+ > PiQM = P(it-(M=1))mod M-
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Proposicao
Seja a n-ésima extensdo do cédigo C, dada por, C=CxC x---xCea
n-ésima extensdo do espago projetivo P(IF('), como sendo, P(F{)". O
cédigo C é um cédigo de subespaco n-shot geometricamente
uniforme em P(F7")" com pardmetros (m.n, M", d, k.n). Nestas

condicdes, existe um subgrupo Abeliano Q, = {an), Qén), ceey Q,(\;Z}

onde cada Qf") parai € {1,2,--- M"} é a soma direta de combinacées
de elementos de Q1, que agem transitivamente nas matrizes geradoras
Po, P1,: -+, Pyn, da seguinte forma

P;Qi") = P, P;Qé") = P(it1)mod Mn> " 7'DiQI(\/73 = Pit(Mr—1))mod Mn-
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Perspectivas de Pesquisa

Dados os resultados, hd uma série de trabalhos futuros possiveis de se
realizar, e listamos a seguir alguns deles.

Com respeito aos codigos de subespacos n-shot geometricamente
uniformes:

e E importante analisar e realizar estudos sobre o conceito de cédigos
de subespacos n-shot geometricamente uniforme para corpos finitos
F,, onde p > 2 primo.

@ Também é importante analisar e realizar estudos sobre o conceito de
cédigos de subespacos n-shot geometricamente uniforme para outras
estruturas algébricas, como exemplo, os anéis Zg, com q um inteiro
positivo.

@ E importante analisar e realizar estudos sobre o conceito de cédigos
de subespacos n-shot geometricamente uniforme para outras
métricas, como as métricas da injecdo e do posto.
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