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Breve introdugdo

Encori 2023

Historico

@ Em Teoria de cédigos ha alguns parametros de interesse como
o comprimento n, a dimensdo k e a distancia minima d, .

® Victor K. Wei em 1991 introduziu, para um cédigo linear C, o
que chamamos de r—ésima distancia minima de Hamming
d,(C).

© Tsfasman e Vladut fizeram uma releitura dos pesos
generalizados com uma abordagem geométrica.

O Os pesos minimos para cada r < k sdo capazes de determinar
o cédigo 7
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Definicdes

Consideremos C um [n, k, d]-cédigo sobre Fg com g primo. A
distdncia de Hamming computa a diferenca em cada entrada das
palavras cédigos de C, ent3o define-se a distdncia minima como
sendo

dn(C) = Jmin, du(c, o) = Oglgcw(c).
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Pesos Generalizados e suas propriedades

Considerando c € [y, define-se o suporte da palavra cédigo c,
como sendo

Supp(x) = {jl; # 0}.

Teorema

Dado um [n, k, d]4 cédigo C com matriz geradora G = [c1 ... ck],

k
entdo Supp(C) = U Supp(cj).
i=1

Obs: w(c) = |Supp(c)|.
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r-ésima distancia generalizada

® Para todo natural (fixo) r < k, consideraremos todos os
subcédigos de C de dimensio r.

r-ésima distancia de Hamming

dr(C) = min{|Supp(D)| : D C C e dimD = r}.
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Exemplo

Consideremos dois cédigos C; e Cp em F3.
1 =< (1,0,0,0),(0,1,0,0) > e C» =< (1,0,0,0),(1,1,1,1) > .
® di(C1) = di(C2);
® (1 e Cy corrigem até um erro se este ocorrer nas posi¢cdes 3 ou
4

® (; n3o é capaz de corrigir se o erro estiver nas posi¢des 1 ou 2;

Co Corrige se o erro for na posicdo 2;
2=dr(C1) < da(C2) = 4.
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Hierarquia de pesos do cédigo C

@ Para a sequéncia (d,(C))’::1 nomea-se como a hierarquia de
pesos.

Desigualdade estrita

d(C) = di(C) < ... < di(C) = |Supp(C)|.
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Seja C um [n, k, d, ..., dg|q Codigo linear. Entdo
r<d.<n—k+r.

Se para algum r < k acontecer de d,(C) = n — k + r. Entdo vale
d+1<d1<n—k+(r+1)

n—k+r+1<dj1<n—k+(r+1)—dy1=n—k+(r+1).

¢ Induz um cédigo s-MDS para s € {r,..., k}
® Wei mostra que um cédigo dual de um 1—MDS é também um
1-MDS
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Espectro

Definicdo

Dado um cédigo C em FZ, o espectro de C é dado pela matriz
Spec(C) = [AJ} , em que
kxn

1

A =|{D c C :dim(D) =i |Supp(D)|=j}|-
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Calculando Espectros - Primeira linha da matriz

1 00
1 00
G=1(0 10
111
010
C=A{ ) ,00010, 00000, ,00101,11000,11111}

@ Temos 1 palavra de peso 1;
® Temos 2 palavras de peso 2;
® Temos 2 palavras de peso 3;
O Temos 1 palavra de peso 4;

® Temos 1 palavra de peso 5;
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Subcédigos de dimensdo 2 e segunda linha da matriz

O niimero g- binomial fornece quantos subespacos de dimensio r
tém sobre o espaco Fg.

n _ (¢"-1)(q"-q)(¢"—q""")
rl, ~ (a7-1)(g"—q)(a"—q" 1)~

3| @-1)(23-2) 7
2 ) T(22-1)(22-2)

® Subcédigos com suporte 3 {< 11010,00010 >, < 00111,00010 > };
® Subcédigo com suporte 4 < 11101,00101 >;

® Subcédigos com suporte 5 {< 00010,11101 >, < 11010,00101 >, <
11010,00111 >, < 00111,11000 >}.
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Terceira Linha da matriz

® Como o cédigo é gerado pelas trés colunas de G, o suporte do
cédigo sera dado pelo suporte do espaco gerado das colunas,
ou seja, |Supp(C)| = 5.
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Terceira Linha da matriz

® Como o cédigo é gerado pelas trés colunas de G, o suporte do
cédigo sera dado pelo suporte do espaco gerado das colunas,
ou seja, |Supp(C)| = 5.
1 22 11
Spec(C)=10 0 2 1 4
00001
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Cédigo equivalente a C

Definicdo
Dois cédigos lineares C e C' em [y sdo equivalentes se existe uma
permutacdo o € S, tal que o(C) =C'.

1 11

1 00
Considere G’ = |1 0 1], entdo

1 11

1 0 1

¢’ ={00000,11111,10010,10111, 11010, 01101, 01000, 00101}
Neste caso, obtemos que Spec(C’) = Spec(C).
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Cédigos equivalentes e espectros

Teorema

Dado dois cédigos binarios equivalentes, eles possuem o mesmo es-
pectro.

Esquema da prova

Sendo C; e (; dois codigos equivalentes, existe portanto o € S,
tal que 0(C;) = G,. Para qualaquer subcédigo

D < G — (D) < G, também temos D' < G, — o~ }(D') < Gy.
Ainda preserva-se os suportes de cada um dos subcédigos, ou seja,
|Supp(D)| = |Supp(c(D))| e |Supp(D")| = |Supp(c(D))|
fornecendo portanto uma bijecio entre os subespacos induzida por
o, logo Spec(Cy) = Spec(().
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Conjectura com a reciproca

Dois codigos binarios sdo equivalentes se, e somente se, tém o mesmo
espectro.

©® No trabalho!®l tem uma checagem computacional (por
exaustdo) em que para todos os [n, k]2-cédigos com mesmo
espectros e com n < 11 a reciproca é verificada.

® (Resultado Parcial) Para dois c6digos binarios k-dimensionais
com mesmo espectro, estes sdo equivalentes para k = 1,
k=2 k=n—1lek=n-2.
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Alternativa para a prova

Um sistema projetivo P é uma familia de pontos (ndo ordenados)
no espaco projetivo P = P(V) sobre [F; que ndo pertencem a
qualquer hiperplano 1.

° n=IP;
® k=dmP+1;
o d:n—mr?x|Pﬁﬂ]21

Dois sistemas projetivos P C P e P/ C I’ sdo equivalentes se existe
um isomorfismo (projetivo) que leva P em P’.
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Alternativa para a prova

Teorema

Sejam k > 1 e d > 1. Ha uma bijec3o entre o conjunto das classes
de equivaléncia de [n, k, d]4-cédigos lineares e o conjunto [n, k, d]q-
sistemas projetivos.

® d, =d.(P), n—d, =max{|PNH|: codim(H) =r};

o Ar=|{ CP: codim(N) =r,|NAP|=n—i}.
Ha uma bijecdo entre o conjunto das classes de equivaléncia de sis-
temas projetivos ndo degenerados e o conjunto das classes de equiv-

aléncias de codigos lineares ndo degenerados. A correspondéncia
preserva os parametros n, k,dy, ..., d;, Al.
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Resultados parciais Encori 2023

Perspectivas Futuras

e Coédigos equivalentes em baixa dimensdo estdo associados a
sistemas projetivos equivalentes, espectros iguais de sistemas
projetivos levam a sistemas equivalentes;

e Usar aprendizado de maquina através dos resultados de [4];

e Analizar a capacidade de corre¢cdo com pesos generalizados
« : d,(C)—1
ndo usuais, com r = L#J
® Surgiu a ideia de observar como se comporta o
"empacotamento" de reticulados construidos via Construcio
A, utilizando raios intermediarios (rpack < r < rcover) € ©

desempenho de decodificacio.
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