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Resumo

Redes neurais artificiais (RNAs), incluindo as redes neurais convolucionais, têm demonstrado

excelentes resultados em diversas áreas de aplicação, incluindo detecção e classificação de

imagens. Concomitantemente, redes neurais de valor hipercomplexo mostraram desempenho

competitivo ou superior, mas com menos parâmetros que suas redes neurais equivalentes defi-

nidas sobre os números reais. Entre as vantagens das RNAs de valor hipercomplexo, destacam-

se a redução do número de parâmetros e o tratamento de múltiplos valores como uma única

entidade. Apesar dos avanços significativos em RNAs de valor hipercomplexo, a maioria das

pesquisas na área se concentra em redes baseadas em números complexos e quatérnions. No

entanto, álgebras de números hipercomplexos alternativas, como os números hiperbólicos, os

tessarinos e os coquaternions, podem resultar RNAs de valores hipercomplexos eficientes.

Nesse contexto, este projeto de pesquisa visa investigar RNAs definidas em álgebras de nú-

meros hipercomplexos alternativas, considerando ambos aspectos teóricos e práticos desses

modelos.

Palavras-chave: Rede neural artificial, rede neural convolucional, aprendizado de máquina,

número hipercomplexo, quatérnio.
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Abstract

Artificial neural networks (ANNs), including convolutional neural networks, have demon-

strated outstanding results in several application areas, including image detection and classifi-

cation. Concomitantly, hypercomplex-valued neural networks showed competitive or superior

performance but with fewer parameters than their equivalent neural networks defined on the

real numbers. Among the advantages of hypercomplex-valued ANNs, reducing the number

of parameters and treating multiple values as a single entity stand out. Despite significant ad-

vances in hypercomplex-valued ANNs, most research in the area focuses on networks based on

complex numbers and quaternions. However, alternative hypercomplex number algebras such

as hyperbolic numbers, tessarines, and coquaternions can result in efficient hypercomplex-

valued ANNs. In this context, this research project aims to investigate ANNs defined in al-

ternative hypercomplex number algebras, considering both theoretical and practical aspects of

these models.

Key-words: Artificial neural network, convolutional neural network, machine learning, hy-

percomplex number, quaternion.
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1 Introdução Geral

Redes neurais artificiais (RNAs) de valor hipercomplexo são redes neurais cujos parâmetros e
operações são definidas usando uma álgebra de números hipercomplexos, incluindo os números
complexos [2], números hiperbólicos [50], quatérnios [5, 67], octônios [7, 13], entre outros [14,
30, 68, 70]. Diferente dos modelos reais, uma RNA de valor hipercomplexo processa dados multi-
dimensionais como uma única entidade [18, 23, 48]. Além disso, as redes de valor hipercomplexo
costumam apresentar maior funcionalidade e melhor flexibilidade que as redes com valores reais
[2]. Aplicações de RNAs de valor hipercomplexo incluem controle [18, 4, 62], previsão [65, 44] e
processamento de imagens e sinais [15, 39, 59, 63, 22].

As pesquisas sobre RNAs de valor hipercomplexo tiveram início na década de 70 com os traba-
lhos de Aizenberg et al. e permanecem como um campo ativo de pesquisa atualmente [1, 3, 15, 52].
Com efeito, a primeira rede neural baseada nos números complexos foi desenvolvida por Aizen-
berg e colaboradores em 1971, antes do desenvolvimento da rede de Hopfield e da popularização
do algoritmo de retropropagação [3, 25, 55]. Um aumento significativo em pesquisas sobre redes
neurais hipercomplexas ocorreu nos anos 90. Nesse período foram investigados algoritmos de re-
tropropagação para redes complexas e foram desenvolvidas as chamadas redes neurais totalmente
complexas [41, 24]. Nesse período também foram desenvolvidas versões da rede de Hopfield com
valores complexos [29]. Recentes aplicações envolvendo redes neurais com valores complexos
incluem, por exemplo, processamento de audio [64], telecomunicação [60], classificação em ima-
gens PolSAR (do inglês, polarimetric synthetic aperture radar) [17] e reconstrução de imagens de
ultrassom [42].

Pesquisas em redes neurais com valores quaterniônicos tiveram início nos anos 90. Especifica-
mente, Arena et al. apresentaram uma extensão do perceptron de múltiplas camadas real (MLP, do
inglês multilayer perceptron) para parâmetros quaterniônicos, chamada Q-MLP (do inglês, quater-

nion multilayer peceptron) [6]. A Q-MLP possui muitas características atraentes incluindo a sim-
plificação de operações, a diminuição no número total de parâmetros e a condensação de múltiplas
informações referentes a um mesmo objeto numa única entidade. Diversos trabalhos destacam o
excelente desempenho da Q-MLP em problemas de classificação e regressão [9, 31, 39] enquanto
outros focam em aspectos teóricos desta rede neural, como a demonstração do teorema da apro-
ximação universal [4], a proposição de algoritmos alternativos de treinamento [53] e a introdução
de derivadas generalizadas de Hamilton-Riemann para ajuste de parâmetros [44]. Aspectos geo-
métricos também foram considerados no desenvolvimento de RNAs de valor hipercomplexo. Por
exemplo, Isokawa et al. desenvolveram uma rede neural de múltiplas camadas que considera a
rotação realizada na multiplicação por quatérnios [27]. Versões quaterniônicas das máquinas de
aprendizado extremo [43, 46] e da rede de Hopfield também foram propostas e investigadas nos
últimos anos [26, 28, 34, 45, 66]. Revisões detalhadas sobre os avanços e aplicações de RNAs
baseadas nos quatérnios podem ser encontradas nas referências [19, 51].

Além das redes com valores complexos e quaterniônicos, existem na literatura RNAs desen-
volvidas usando outras álgebras de números hipercomplexos. Por exemplo, Buchholdz e Sommer
desenvolveram uma versão da rede MLP baseada em números hiperbólicos [10]. Propriedades
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Tabela 1: Números publicações na base Scopus em Fevereiro de 2022 contendo o termo.
Termo de busca Número

“neural network” AND



“complex number” OR “complex valued” 1.855
“quaternion” 704

“Clifford" 121
“hypercomplex” 80

“octonion” 22
“hyperbolic number” OR “hyperbolic valued” 18

“Bicomplex” 8
“Cayley-Dickson” 5

“tessarines” 1
“coquaternion” 1

“Klein four-group” 1

dos neurônios hiperbólicos e estudos sobre o algoritmo de retropropagação para redes baseadas
em números hiperbólicos foram discutidos em [49, 50]. Versões da rede de Hopfield baseadas em
números hiperbólicos também foram investigados nas última década [32, 33, 36]. Além das redes
baseadas em números hiperbólicos, existe também pesquisas em RNAs baseadas nas álgebras de
Clifford [11, 69, 38, 8], álgebras de Cayley-Dickson [71], octônios [54, 13, 57, 56], tessarinos
[12, 58], e outras álgebras de números hipercomplexos [14, 35, 37, 68]. É importante destacar
que essas álgebras alternativas apresentam propriedades diferentes dos números complexos e dos
quatérnios. Por exemplo, tal como os quatérnios, os tessarinos constituem uma álgebra hipercom-
plexa de dimensão quatro. Porém, diferente dos quatérnios, os tessarinos formam uma álgebra
comutativa com divisores de zero (ou seja, existem elementos não-nulos x e y tais que xy = 0).

Apesar dos avanços em RNAs baseadas em álgebras de números hipercomplexos alternativas,
a maioria das pesquisas na área é dedica as redes neurais baseadas em números complexos e qua-
térnios. Com efeito, uma pesquisa na base Scopus em Fevereiro de 2022, incluindo capítulos de
livros e artigos de revista e conferências, pelos termos “neural network” combinada palavras rela-
cionadas as álgebras de número hipercomplexos resultaram os números apresentados na Tabela 1.
Embora alguns documentos tenham aparecido em mais de uma busca, fica claro que os modelos
baseados em números complexos e quatérnios dominam a pesquisa sobre redes neurais de valor
hipercomplexo. No entanto, podemos nos perguntar: São os números complexos e os quatérnios
as melhores álgebras de números hipercomplexos para uma certa tarefa de aprendizado de má-
quina? De acordo com Navarro-Moreno et al., os quatérnios nem sempre são a melhor álgebra
para processar sinais hipercomplexos 4D [47]. Da mesma forma, observamos que máquinas de
aprendizado extremo baseadas em álgebras de Cayley-Dickson superaram os modelos de valor
real e com valores quaterniônicos com um número comparável de parâmetros treináveis em uma
tarefa de autocodificação [71]. Em vista dessa observação, nesse projeto de pesquisa propomos in-
vestigar aspectos teóricos e práticos de modelos de redes neurais baseadas em álgebras de números
hipercomplexos que vão além dos números complexos e quatérnios.
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2 Identificação e Caracterização do Problema

Nesse projeto de pesquisa investigaremos redes neurais baseadas em números hipercomplexos que
vão além dos números complexos e quatérnios. Para tanto, consideraremos a abordagem proposta
por Kantor e Solodovnikov que fornece uma ampla classe de álgebras de números hipercomplexos
[30]. Com efeito, números complexos, números hiperbólicos, quatérnios, tessarinos, números
bicomplexos, octônios, álgebras de Clifford e as álgebras de Cayley-Dickson podem todos ser
descritos usando essa abordagem. Na próxima subseção revisamos os principais conceitos da
álgebra de números hipercomplexos de Kantor e Solodovnikov.

2.1 Conceitos Básicos sobre Números Hipercomplexos

Um número hipercomplexo sobre o corpo dos reais é escrito como

p = p0i1 + · · ·+ pnin, (1)

em que n é um inteiro não-negativo, p0, p1, . . . , pn são números reais e os símbolos i1, i2, . . . , in
são as chamadas unidades hiper-imaginárias [30]. O conjunto de todos os números dados por (1)
será denotado por H. Exemplos de números hipercomplexos incluem os números complexos, os
números hiperbólicos, os quatérnios, os tessarinos e os octônios.

Uma álgebra de números hipercomplexos é um conjunto de números hipercomplexos com
operações de soma e multiplicação (ou produto). A adição de dois números hipercomplexos p =

p0i1 + · · ·+ pnin e q = q0i1 + · · ·+ qnin é definida como segue:

p+ q = (p0 + q0) + (p1 + q1)i1 + . . .+ (pn + qn)in. (2)

O produto entre p e q, denotado pela justaposição de p e q, é definido usando a distributividade e
uma tabela de multiplicação. A tabela de multiplicação estabelece o produto entre quaisquer duas
unidades hiper-imaginárias através da identidade

iµiν = aµν,0 + aµν,1i1 + . . .+ aµν,nin, ∀µ, ν ∈ {1, . . . , n}, (3)

Posteriormente, usando a distributividade e a tabela de multiplicação, encontramos

pq =

(
p0q0 +

n∑
µ,ν=1

pµqνaµν,0

)
+

(
p0q1 + p1q0 +

n∑
µ,ν=1

pµqνaµν,1

)
i1 + . . .

+

(
p0qn + pnq0 +

n∑
µ,ν=1

pµqνaµν,n

)
in. (4)

Note que o produto das unidades hiper-imaginárias caracterizam uma álgebra de números hiper-
complexos, e vice-versa. As tabelas de multiplicação dos quatérnios, coquatérnios, números bi-
complexos, tessarinos, 4-grupo de Klein e da álgebra de Clifford Cℓ1,1 são apresentadas na Tabela
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Tabela 2: Tabela de multiplicação de algumas álgebras de números hipercomplexos.

Quatérnios i j k
i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1

Coquatérnios i j k
i −1 k −j
j −k 1 −i
k j i 1

Cℓ1,1 i j k
i 1 k j
j −k −1 i
k −j −i 1

Bicomplexos i j k
i −1 k −j
j k −1 −i
k −j −i 1

Tessarinos i j k
i −1 k −j
j k 1 i
k −j i −1

Klein i j k
i 1 k j
j k 1 i
k j i 1

a) Linfoblasto b) Célula saudável

Figura 1: Linfoblasto e célula saudável em recortes de imagens microscópicas de esfregaço de
sangue.

2. Na próxima subseção apresentamos um experimento computacional usando as seis álgebras de
números hipercomplexos listadas na Tabela 2.

2.1.1 Experimento Computacional

Redes neurais, em particular as rede neurais convolucionais, tem demostrado excelente desempe-
nho em diversas tarefas, incluindo diagnóstico assistido por computador [16, 61]. Nessa subseção,
apresentamos a aplicação de redes neurais convolucionais de valor hipercomplexo para classifi-
cação de imagens para auxiliar no diagnóstico da leucemia linfoblástica aguda [22]. A leucemia
linfoblástica aguda (ALL, do inglês Acute lymphoblastic leukemia) é um tipo de câncer de sangue
identificado por linfócitos imaturos, conhecidos como linfoblastos, no sangue e na medula óssea.
Uma das principais formas de diagnóstico da ALL é através da inspeção da imagem microscópica
do esfregaço de sangue [20, 21]. A Figura 1 ilustra recortes de células da imagem microscópica
do esfregaço de sangue usados no diagnóstico da ALL. No caso mais simples, a célula deve ser
classificada como uma célula saudável ou um linfoblasto. RNAs e técnicas de aprendizado de má-
quina tem sido amplamente utilizados para a classificação de imagens no diagnóstico automático
de ALL [73]. Nesse projeto, usaremos redes neurais convolucionais reais e de valor hipercom-
plexo, baseadas nas álgebras listadas na Tabela 2, para a classificação de linfoblastos.

As redes neurais convolucionais consideradas nesse experimento computacional contém três
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Figura 2: Arquitetura das redes convolucionais usadas no experimento computacional.

Tabela 3: Distribuição dos parâmetros das redes convolucionais real e de valor hipercomplexo.
Real Hipercomplexo

Camada Convolucional 1
Número de Filtros (3,3) 32 8
Número de Parâmetros 896 320

Camada Convolucional 2
Número de Filtros (3,3) 64 16
Número de Parâmetros 18,496 4,672

Camada Convolucional 3
Número de Filtros (3,3) 128 32
Número de Parâmetros 73,856 18,560

Camada Densa
Número de Neurônios 1 1
Número de Parâmetros 12,801 12,801

Total de Parâmetros 106,049 36,353

camadas convolucionais, cada uma seguida de uma camada max-pooling, e uma camada densa na
saída, tal como ilustrado na Figura 2. O número de filtros das camadas convolucionais e outros
detalhes dos modelos real e de valor hipercomplexo estão detalhados na Tabela 3. Note que as
redes de valor hipercomplexo possuem aproximadamente 1/4 do número de parâmetros treináveis
da rede real nas camadas convolucionais. Com resultado, a rede com valores reais possui 106.049
parâmetros treináveis enquanto que as redes de valor hipercomplexo possuem apenas 36.353 pa-
râmetros treináveis. Em outras palavras, apesar de terem números semelhantes de filtros, as redes
convolucionais de valor hipercomplexo possuem aproximadamente 35% do número total de parâ-
metros do modelo real.

As redes neurais convolucionais foram projetadas para classificar imagens de dimensão 100×
100, semelhantes as imagens mostradas na Figura 1. As imagens foram codificadas usando os
sistemas de cores RGB e HSV, tal como descrito em [22]. A base de dados ALL-IDB2 foi utilizada
para treinar e avaliar o desempenho das redes convolucionais [40]. Essa base de imagens contém
260 imagens rotuladas como linfoblastos ou células saudáveis. Tal como [20, 21], selecionamos
aleatoriamente 50% das imagens da base de dados para treinamento e as 130 imagens restantes
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Figura 3: Acurácia das redes convolucionais para classificação de linfoblastos em recortes de
imagens de esfregaço de sangue.

foram usadas para teste. Além disso, o conjunto de treinamento foi aumentado considerando
reflexões horizontais e verticais das imagens. As redes neurais reais e de valor hipercomplexo
foram treinadas por 100 épocas usando o algoritmo Adam com batch de tamanho 32. Para uma
comparação mais robusta, repetimos o experimento computacional 100 vezes para cada partição
da base de dados.

O gráfico da Figura 3 resume o desempenho das redes convolucionais nesse experimento com-
putacional. Note que as redes convolucionais real e de valor hipercomplexo tiveram desempenhos
semelhantes com codificação das imagens no espaço de cores RGB. Em outras palavras, as redes
convolucionais com codificação RGB tiveram uma acurácia média próxima de 95%. A rede real
aplicada as imagens coloridas na codificação HSV teve o pior desempenho, fornecendo uma acu-
rácia média de 92.3%. As maiores acurácias médias foram obtidas pelas redes convolucionais de
valor hipercomplexo com a codificação HSV. Especificamente, a rede baseada nos quatérnios pro-
duziu uma acurácia media de 96.02% enquanto que as redes baseadas na álgebra de Clifford Cℓ1,1,
nos números bicomplexos, nos tessarinos e no grupo-4 de Klein forneceram uma acurácia média
entre 96.26% e 96.58. Finalmente, a rede convolucional baseada nos coquatérnios apresentou o
melhor desempenho, com uma acurácia média de 96.92%. Confirmamos que a rede convolucional
baseada nos coquetérnios supera todas as outras redes exceto a rede baseada na álgebra de Klein
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Figura 4: Diagrama de Hasse do test t de Student.

usando o teste t de Student pareado com nível de confiança de 99%. Especificamente, o diagrama
de Hasse na Figura 4 resume o desempenho das redes neurais convolucionais [72]. Nesse dia-
grama, uma linha indica que o método acima apresentou um desempenho melhor que o método
abaixo usando o teste t de Student com 99% de confiança. Esse experimento computacional revela
o potencial de álgebras diferentes dos quatérnios para o desenvolvimento de RNAs.

3 Objetivos, Plano de Trabalho e Cronograma

Nesse projeto de pesquisa investigaremos RNAs baseadas em números hipercomplexos, com ên-
fase em álgebras alternativas diferente dos números complexos e quatérnios. Para tanto, serão
executadas as seguintes atividades:

1. Atividade 1 – Implementação e Experimentos Computacionais:

Existe na literatura muitos trabalhos sobre RNAs usando números hipercomplexos. Nos
primeiros 12 meses faremos uma revisão bibliográfica atualizada em RNAs de números hi-
percomplexos. Sobretudo, implementaremos e realizaremos experimentos computacionais
comparando modelos definidos em diferentes álgebras de números hipercomplexos. Inicia-
remos nossos experimentos computacionais considerando problemas práticos como a clas-
sificação de linfoblastos para o diagnóstico de leucemia, tal como descrito brevemente na
Seção 2.1.1.

2. Atividade 2 – Análise dos Resultados e Fundamentação Teórica:

Nos 12 meses seguintes faremos uma análise detalhada dos experimentos computacionais
e buscaremos explicações teóricas para os resultados obtidos. Em particular, pretendemos
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Tabela 4: Cronograma de Execução

Atividade 1 Atividade 2
Maio/2022 a Abril/2023 Maio/2023 a Abril/2024

2022 2023 2024

5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4

A1

A2

Figura 5: Cronograma de Execução das Atividades 1 e 2.

investigar possível relação entre as propriedades algébricas da multiplicação de números
hipercomplexos, como comutatividade, associatividade e divisores de zero, com o desem-
penho da RNA em certas tarefas. Nessa atividade também investigaremos aspectos teóricos
como a validade do teorema da aproximação universal para RNAs definidas em álgebras
alternativas.

As duas atividades listadas acima seguirão o cronograma da Tabela 4, que também pode ser
visualizado na Figura 5.

Durante todas as atividades, pretendemos divulgar os resultados obtidos em eventos científicos
da área bem como envolver alunos de graduação e pós-graduação nessa área de pesquisa. Também
serão redigidos artigos científicos que serão submetidos para revistas conceituadas, preferencial-
mente de circulação internacional.

4 Contribuições e Resultados Esperados

Nesse projeto de pesquisa investigaremos RNAs de valor hipercomplexo, com ênfase em álgebras
diferentes dos números complexos e quatérnios. Em particular, investigaremos o desempenho de
redes convolucionais baseadas em álgebras de números hipercomplexos alternativas em proble-
mas de classificação, tal como o problema descrito na Seção 2.1.1. Os resultados obtidos devem
avançar o estado da arte em RNAs de valores hipercomplexos. É importante ressaltar que os todos
resultados desenvolvidos terão forte fundamento matemático, conforme proposta na Atividade 2
do cronograma de execução. Sobretudo, os resultados desenvolvidos nesse projeto de pesquisa
serão submetidos na forma de artigo para um periódico de circulação internacional como IEEE

Transactions on Neural Networks, Neural Networks, Neurocomputing, dentre outros similares.
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5 Orçamento Solicitado e Justificativa

Para execução do projeto de pesquisa, serão solicitados, além da reserva técnica e dos benefícios
complementares, os seguintes itens:

a) Computador de 10a ou 11a Geração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R$ 15.099,00
(Processador Intel i7, HD 1TB e SSD 256GB, 16GB RAM, Monitor 23.8”, Placa NVIDA RTX
com pelo menos 12GB)

b) Notebook/Ultrabook . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .R$ 10.199,00
(Processador Intel i7, 10a ou 11a geração, 16GB RAM, SSD com pelo mais de 500GB, Placa
NVIDA com pelo menos 6GB.)

TOTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R$ 25.298,00

O computador será utilizado pelo proponente para realização de experimentos computacionais
enquanto que o notebook será utilizado principalmente para redigir trabalhos científicos e durante
a participação eventos. Considerando os avanços na computação GPU, acrescentamos placa de
vídeo na configuração de ambos computador e notebook.
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