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1 Resumo do Projeto Aprovado em 2012

Memórias associativas (AMs) são modelos matemáticos inspirados na capacidade do cérebro

humano de armazenar e recordar por associação. Sobretudo, assim como o cérebro, AMs tam-

bém são capazes de recordar um certo padrão mesmo quando a entrada representa uma ver-

são incompleta ou ruidosa de um item armazenado. O proponente introduziu recentemente

uma classe de modelos de AMs, chamadas memórias auto-associativas morfológicas esparsas

(SCAMMs). As SCAMMs são redes neurais progressivas de camada única cujos neurônios

calculam ou o máximo ou o mínimo de algumas das entradas. Essas memórias são computa-

cionalmente mais baratas que modelos tradicionais e possuem um vasto campo de aplicações

pois estão baseadas apenas numa estrutura de reticulado completo. Em particular, as SCAMMs

podem ser usadas para o armazenamento e recordação de imagens coloridas.

Nesse projeto de pesquisa, daremos continuação aos estudos sobre os modelos de memórias

associativas para imagens coloridas. Em particular, investigaremos propriedades teóricas das

SCAMMs definidas em diferentes espaços de cores e com diferentes esquemas de ordem. Além

disso, compararemos o desempenho das SCAMMs com outros modelos da literatura, como a

memória bidirecional hetero-associativa de Monteros e Azuela e a classe de redes de Cohen-

Grossberg desenvolvida por Zheng et al. para imagens coloridas.

Palavras-chave: Memórias associativas, redes neurais artificiais, morfologia matemática, reti-

culado, reconstrução de imagens.

2 Introdução Geral

Memórias associativas (AMs, do inglês associative memories) são modelos matemáticos ins-

pirados na habilidade do cérebro humano de armazenar e recordar informações [10, 14]. Tais

como as redes neurais biológicas, uma AM deve ser capaz de recuperar uma informação memo-

rizada mesmo diante da apresentação de um item incompleto ou distorcido. Aplicações de AMs

incluem classificação [24, 42], previsão [25, 26, 27, 23] e reconhecimento de padrões [40, 41].

Modelos de AMs também foram aplicados para o armazenamento e recuperaçào de imanges

coloridas [35, 29, 43].

A maioria dos modelos de AM para imagens coloridas estão baseados em duas abordagens

que permitem generalizar de forma direta um modelo em tons de cinza para imagens coloridas.

A primeira abordagem está baseada no sistema RGB, no qual uma elemento de cor c é expresso

em termos das componentes vermelho (red), verde (green) e azul (blue), ou seja, c = [cr, cg, cb]

[1, 9]. Desta forma, uma imagem pode ser decomposta em três imagens em tons de cinza que

são geralmente armazenadas em modelos distintos de AM (projetadas para armazenar imagens

em tons de cinza). Zheng et al. empregaram essa abordagem para imagens coloridas usando

uma classe de redes de Cohen-Grossberg [43]. Embora qualquer AM em tons de cinza pode ser

estendida para armazenar imagens coloridas usando essa estratégia, a falta de interação entre os

canais de cores pode influenciar a tolerância a ruído da memória colorida.
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A segunda abordagem está baseada na representação de 24-bit de uma imagem digital colo-

rida e foi usada, por exemplo, por Vázquez e Sossa [35, 36]. Especificamente, um elemento de

cor c = [cr, cg, cb], em que cr, cg, cb ∈ {0, 1, . . . , 255} representam as componentes vermelho,

verde e azul no sistema digital 8-bit, é associado à um inteiro q entre 0 e 224 − 1 através da

equação q = 2562cr + 256cg + cb. Em vista dessa representação, qualquer AM projetada para

armazenar padrões com valores inteiro ou reais pode também armazenar imagens coloridas. A

desvantagem dessa abordagem é que elementos de cor visualmente diferentes podem ser asso-

ciados a inteiros próximos. Por exemplo, um elemento visualmente preto cuja representação no

sistema RGB é [0, 1, 0] e o azul puro [0, 0, 255] são associados respectivamente aos inteiros 256

e 255, respectivamente.

Diferente das duas abordagens mencionadas acima, o proponente desenvolveu uma classe

de AMs, chamadas memórias autoassociativas morfológicas esparsas (SCAMMs, do inglês

sparsely connected autoassociative morphological memories), que não estão baseadas em mo-

delos em tons de cinza [29, 32]. De fato, as SCAMMs foram concebidas para armazenar e

recordar padrões multi-valores, que incluem as imagens coloridas como caso particular. As

SCAMMs são equipadas com neurônios que calculam ou uma dilatação ou uma erosão da mor-

fologia matemática (MM), uma teoria muito empregada no processamento e análise de imagens

e sinais [20, 21, 11, 22]. Especificamente, a saída de um neurônio de uma SCAMM é dada

ou pelo máximo ou pelo mínimo de algumas de suas entradas. Esses são, portanto, modelos

muito gerais de neurônios, pois requerem apenas uma estrutura de reticulado completo, i.e.,

um conjunto parcialmente ordenado no qual o supremo (ou máximo) e o ínfimo (ou mínimo)

estão bem definidos [2]. Além disso, as SCAMMs são sintetizadas utilizando uma técnica de

armazenamento que geralmente produz uma rede de estrutura esparsa. Consequentemente, elas

requerem menos esforço computacional que muitos modelos tradicionais de AMs. Por exem-

plo, uma SCAMM consumiu aproximadamente 83MB para o armazenamento de doze imagens

coloridas de tamanho 512 × 512 pixels [29]. Por outro lado, mais de 1TB seria necessário

para o armazenamento do mesmo conjunto de imagens na rede de Cohen-Grossberg usando a

abordagem baseada no sistema RGB [43].

Conforme o cronograma do projeto de pesquisa, investigamos as propriedades teóricas e

realizamos experimentos computacionais com as SCAMMs na primeira etapa do projeto de

pesquisa (primeiros três semestres). A Seção 4 apresenta um resumo dos principais resultados

obtidos. Conforme o cronograma, na segunda etapa do projeto de pesquisa (demais três semes-

tres) desenvolvemos duas classes de memórias associativa para imagens coloridas: as memórias

associativas morfológicas Brouwerianas e as memórias associativas baseadas em quantales, que

são brevemente apresentadas nas Seções 5 e 6, respectivamente. Uma breve descrição de um ex-

perimento computacional com imagens coloridas é apresentado na Seção 7. O relatório termina

com a conclusão e uma lista das principais publicações resultantes do auxílio.
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3 Alguns Conceitos Matemáticos Relevantes

Os principais modelos de memória associativa desenvolvidos nesse projeto de pesquisa estão

baseados na morfologia matemática que, por sua vez, pode ser definida de forma elegante u-

sando uma estrutura matemática chamada reticulados completos [11, 12]. Um conjunto parci-

almente ordenado L é um reticulado completo se todo subconjunto X ⊆ L admite supremo

e ínfimo em L, denotados respectivamente por
∨

X e
∧

X [2]. Se X = {x1, . . . , xn} é um

subconjunto finito de L, então também denotamos
∨

X e
∧

X respectivamente por

n
∨

i=1

xi = x1 ∨ . . . ∨ xn e
n
∧

i=1

xi = x1 ∧ . . . ∧ xn. (1)

Qualquer reticulado completo admite um maior e um menor elemento, denotadas respectiva-

mente por ⊤ =
∨

B and ⊥ =
∧

B.

Um reticulado completo B é dito Brouweriano se e somente se a equação

a ∧
(

∨

X
)

=
∨

x∈X

(a ∧ x), (2)

é verdadeira para qualquer a ∈ B e X ⊆ B [2]. Neste caso, para quaisquer elementos a, b ∈ B,

o conjunto S = {x ∈ B : a ∧ x ≤ b} tem um elemento máximo (ou seja, o supremo de S

pertence à S), chamado pseudo-complemento de a relativo a b e denotado por b/a. O ínfimo e

o pseudo-complemento relativo satisfazem as seguintes equivalências para a, b, x ∈ B:

a ∧ x ≤ b ⇐⇒ x ≤ b/a. (3)

Qualquer conjunto totalmente ordenado é um reticulado completo Brouweriano [2]. Logo, o

conjunto dos reais estendidos R̄ = R ∪ {+∞,−∞} é um reticulado completo Brouweriano.

Reticulados Brouwerianos foram estudados por Brouwer e Heyting como uma generalização

da álgebra Booleana. Eles também representam uma modificação rica da lógica binária na qual

não se assume a veracidade da prova por contradição [2].

Um reticulado completo Q equipado com uma operação binária que distribui em ambos

argumentos com o supremo é chamado quantale. O conceito de quantale foi desenvolvido por

Mulvey com intuito de formalizar a lógica da mecânica quântica [16]. A noção de quantale

também está relacionado com a lógica linear de Girard [8, 39], o conceito de reticulados residu-

ais [37, 19], e a estrutura algébrica chamada complete lattice-ordered double monoid (clodum)

introduzida por Maragos com objetivo de unificar abordagens da morfologia matemática [15].

Neste artigo, denotaremos a operação binária por “·” e chamaremos ela multiplicação do

quantale. A operação “·” distribui com o supremo se as seguintes identidades são válidas para

quaisquer q ∈ Q e para todo conjunto não-vazio X ⊆ Q:

q ·
(

∨

X
)

=
∨

x∈X

{q · x} e
(

∨

X
)

· q =
∨

x∈X

{x · q} . (4)
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As equações acima mostram que a multiplicação é crescente em ambos os argumentos, ou seja,

x ≤ y então x · q ≤ y · q e q · x ≤ q · y para todo q ∈ Q. Além disso, o menor elemento de Q é

um zero de “·”, ou seja, q · ⊥ = ⊥ · q = ⊥ para todo q ∈ Q [19].

Dizemos que um quantale é comutativo se a multiplicação é comutativa. Se a multiplicação

possui identidade ou elemento neutro, ou seja, se existe e ∈ Q tal que e ·x = x ·e = x para todo

x ∈ Q, então tem-se um quantale unital. Por simplicidade, consideraremos apenas quantales

unitais comutativos.

Finalmente, a multiplicação de um quantale Q é sempre residuada [19, 3, 4]. Consequente-

mente, existe uma operação binária “/” em Q tal que vale a seguinte equivalência a, b, x ∈ Q:

a · x ≤ b ⇐⇒ x ≤ b/a. (5)

A operação “/” é chamada resíduo ou divisão de “·”. Para quaisquer x, y ∈ Q, esta operação é

unicamente determinada pela equação

y/x =
∨

{z ∈ Q : z · x ≤ y}. (6)

Note que o resíduo de um quantale é denotado pelo mesmo símbolo do pseudo-complemento

relativo de um reticulado completo Brouweriano. Com efeito, um reticulado completo Brouwe-

riano é um quantale em que a operação de mínimo “∧” corresponde à uma multiplicação.

4 Memórias AutoAssociativas Morfológicas Esparsas

As memórias autoassociativas morfológicas esparsas (SCAMMs, do inglês sparsely connected

morphological autoassociative memories), introduzidas por Valle [29] e investigada por Valle

e Grande Vicente [33], são definidas em um reticulado completo arbitrário e não requerem

nenhuma operação além do supremo (máximo) e ínfimo (mínimo).

Especificamente, seja L um reticulado completo. Considere um conjunto {x1, . . . ,xp} ⊆

Ln, em que cada x
ξ = [xξ

1, . . . , x
ξ
n]

T é um vetor com n componentes no qual desejamos memo-

rizar. Primeiramente, sintetizamos o conjunto

S = {(i, j) : xξ
j ≤ xξ

i , ∀ξ = 1, . . . , p}, (7)

chamado conjunto das junções sinápticas. Posteriormente, dado um padrão de entrada x =

[x1, . . . , xn]
T ∈ Ln, que pode ser uma versão corrompida ou distorcida de um dos itens memo-

rizados, a operação de supremo é empregada da seguinte forma determinar o vetor y recuperado

pela SCAMMs W:

yi =
∨

(i,j)∈S

xj , ∀ i = 1, . . . , n. (8)

Pode-se observar que a SCAMM é equipada com neurônios que efetuam operações da mor-

fologia matemática baseada da abordagem de threshold [28, 31]. Neste contexto, podemos
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identificar o conjunto das junções sinápticas S em (8) com o elemento estruturante. Além

disso, pode-se mostrar que a SCAMM pode ser derivada de uma memória autoassociativa mor-

fológica tradicional (TAMM, do inglês traditional autoassociative morphological memories)

de Ritter e Sussner [18] usando uma operação de threshold [33]. Finalmente, pode-se mostrar

que a SCAMM apresentada acima satisfaz o seguinte teorema [33]:

Teorema 1. Considere um conjunto de vetores {x1, . . . ,xk} ⊆ Ln e defina o conjunto S das

junções sinápticas através de (7). Dado um vetor de entrada x ∈ Ln, o vetor y = W(x),

recordado pela SCAMM W : Ln → Ln usando (8), é o menor ponto fixo z de W tal que z ≥ x.

Em outras palavras, tem-se

W(x) =
∧

{z ∈ Ln : W(z) = z e z ≥ x} . (9)

Além disso, o conjunto dos pontos fixos de W contém as memórias fundamentais {x1, . . . ,xp}.

Em outras palavras, a equação W(xξ) = x
ξ vale para todo ξ = 1, . . . , p.

Como consequência do Teorema 1, podemos listar as seguintes propriedades:

1. A SCAMM W exibe ótima capacidade absoluta de armazenamento. Portanto, pode-se

armazenar quantos padrões forem desejados nesses modelos.

2. O padrão recordado por W permanece o mesmos após repetidas aplicações do modelo.

Em outras palavras, esse modelo apresenta convergência numa única iteração se empre-

gado com realimentação (feedback).

3. O padrão recordado pela SCAMM representa o menor ponto fixo de W maior ou igual ao

padrão de entrada. Logo, para que um padrão original xξ seja recordado pela memória, é

necessário que o padrão de entrada x satisfaça xi ≤ xξ
i , para todo i = 1, . . . , n.

4. A SCAMM W apresenta uma grande quantidade de memórias espúrias que são armaze-

nadas indiretamente no modelo. Essa observação segue do fato dos conjuntos dos pontos

fixos de W inclui uma grande quantidade de pontos fixos diferentes das memórias funda-

mentais x1, . . . ,xp.

Em particular, pode-se mostrar que o conjunto dos pontos fixos da TAMM WXX está con-

tido no conjunto dos pontos fixos de W [33]. Esta observação explica porque a TAMM WXX

apresenta uma melhor tolerância a ruído que a SCAMM W em certas aplicações com respeito

a reconstrução de imagens em tons de cinza [29]. Contudo, a TAMM WXX é computacional-

mente muito mais cara que a SCAMM W e, portanto, WXX não pode ser aplicada em problemas

de dimensão n grande.

5 Memórias Autoassociativas Morfológicas Brouwerianas

Na seção anterior, apresentamos a SCAMM e observamos que esse modelo de memória asso-

ciativa está baseado na abordagem do threshold da morfologia matemática. Nesta seção, intro-
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duzimos um modelo de memória associativa cujos neurônios realizam dilatações da abordagem

level-set da morfologia matemática. O novo modelo é chamado memória associativa morfoló-

gica Brouweriana (BAMMs, do inglês Brouwerian autoassociative morphological memories)

em vista da estrutura matemática usada para defini-las.

Seja B um reticulado completo Broweriano e considere um conjunto {x1, . . . ,xp} ⊆ Bn de

vetores que desejamos armazenar. Como o número de conexões sinápticas pode inviabilizar o

modelo em aplicações nas quais n é grande, consideraremos modelos com estrutura esparsa.

A estrutura esparsa de uma rede é caracterizada por um conjunto T ⊆ N × N , em que N =

{1, 2, . . . , n}. O i-ésimo neurônio de saída recebe a j-ésima entrada se e somente se (i, j) ∈ T .

Consequentemente, guardamos apenas os pesos wij tais que (i, j) ∈ T . Uma rede totalmente

conectada é obtida considerando A = N ×N . Sobretudo, estes pesos são determinados através

da seguinte equação para (i, j) ∈ T , em que o símbolo “/” denota o pseudo-complemento

relativo:

wij =

p
∧

ξ=1

(xξ
i/x

ξ
j). (10)

Diferente da TAMM WXX e da SCAMM W , a BAMM é uma rede neural recorrente. Em

outras palavras, a fase de recordação da BAMM é descrita por um processo dinâmico tal como

na rede de Hopfield discreta no tempo [13]. Formalmente, dado um vetor de entrada x ∈ Bn,

primeiramente definimos y(0) = z(0) = x e calculamos a sequência {y(t)}t recursivamente

da seguinte forma para um inteiro positivo t:

yi(t+ 1) =
∨

(i,j)∈T

(

yj(t) ∧ wij

)

, ∀i = 1, . . . , n. (11)

Finalmente, a t-BAMM Bt : B
n → Bn é a aplicação dada por

Bt(x) = y(t). (12)

Observe que y(1) corresponde ao vetor recordado pelo modelo de passo-único B1. Além

disso, Bt+1(x) = B1

(

Bt(x)
)

para quaisquer t e x. Definimos a ∗-BAMM como a aplicação

B∗ : B
n → Bn dada por

B∗(x) = lim
t→∞

y(t), (13)

sempre que a sequência {y(t)}t converge para qualquer x = y(0) ∈ Bn. A convergência da

sequencia {y(t)}t depende da arquitetura T da BAMMs.

O seguinte teorema fornece condições suficientes para a existência do limite y∗ = limt y(t).

Além disso, o teorema revela que y∗ pertence ao conjunto dos pontos fixos da BAMM de passo

único B1 [31]:

Teorema 2. Dado um conjunto {x1, . . . ,xp} ⊆ Bn, defina wi,j por (10) usando uma arquitetura

de rede T tal que (i, i) ∈ T para todo i ∈ N . A BAMM B∗ dada pelo limite da sequencia (11)

está bem definida e satisfaz as seguintes desigualdades para qualquer vetor de entrada x ∈ Bn
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e para qualquer inteiro t ≥ 1:

x ≤ Bt(x) ≤ Bt+1(x) ≤ B∗(x) =
∧

{z ∈ Bn : B1(z) = z e x ≤ v}. (14)

Além disso, tem-se Bt(x
ξ) = x

ξ para todo ξ = 1, . . . , p e para qualquer inteiro positivo t.

O Teorema 2 mostre que B∗ compartilha com a TAMM WXX e a SCAMMs W as cinco

propriedades listadas na Seção 4. Em particular, B∗ apresenta ótima capacidade absoluta de

armazenamento. Sobretudo, a fase de recordação da BAMM B∗ também é completamente

caracterizada pelo conjunto dos seus pontos fixos.

Vamos concluir a seção apresentando uma relação entre a BAMM B∗ e a SCAMM W:

Teorema 3. Considere um conjunto de vetores {x1, . . . ,xp} ⊆ Bn, em que B é um reticulado

completo Brouweriano. Defina a SCAMM W através de (7) e (8). Neste caso, existe uma BAMM

de passo único B1 tal que B1(x) = W(x) para todo vetor de entrada x ∈ Bn. Sobretudo, a

arquitetura T da BAMMs coincide com o conjunto S das junções sinápticas da SCAMM.

O Teorema 3 mostra que uma SCAMMs pode ser vista como uma BAMMs considerando

um arquitetura específica (i.e., T = S). O Teorema 3 também mostra que as BAMMs são poten-

cialmente melhores que as SCAMMs pois podemos obter resultados melhores escolhendo uma

arquitetura T diferente do conjunto das junções sinápticas S. Confirmamos essa observação

por meio de experimentos computacionais com respeito a reconstrução de imagens coloridas

[6]. Sobretudo, adotando uma arquitetura de rede apropriada, as BAMMs consumiram menos

recursos computacionais que a SCAMM W .

6 Memórias AutoAssociativas Baseadas em Quantales

As memórias autoassociativas baseadas em quantales (QAMs, do inglês quantale-based au-

toassociative memories) apresentadas nesta seção são semelhantes as BAMMs discutidas na

Seção 5. Porém, no lugar de um reticulado completo Brouweriano, considera-se um quantale

comutativo unital (Q, ·) [34].

Suponha que desejamos armazenar na memória um conjunto de vetores {x1,x2, . . . ,xp},

em que cada x
ξ = [x1, . . . , x

ξ
n]

T é um vetor com n componentes em um quantale (Q, ·). Tal

como nas BAMMs, vamos denotar por T ⊆ N × N , N = {1, . . . , n}, a arquitetura da rede.

Desta forma, iremos considerar apenas os pesos hij ∈ Q tais que (i, j) ∈ T . Especificamente,

dado um vetor de entrada x = [x1, . . . , xn]
T ∈ Qn, consideramos x(0) = x e definimos a

t-QAM, para t = 1, 2, . . ., como a aplicação Ht : X → X que fornece o t-ésimo vetor da

sequência {x(t)}t≥0 definida recursivamente através da equação

xi(t) =
∨

(i,j)∈T

{hij · xj(t− 1)}, ∀ i = 1, 2, . . . , n. (15)

Se a sequência {x(t)}∞t=0 é convergente para qualquer entrada x ∈ Qn, definimos a ∗-QAM

como a aplicação H∗ : X → X dada por H∗(x) = limx(t).
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Agora, dado um conjunto {x1,x2, . . . ,xp} ⊆ Qn de vetores que desejamos armazenar e

uma certa arquitetura de rede T ⊆ N ×N , os pesos hij , (i, j) ∈ T , são determinados através

da equação

hij =

p
∧

ξ=1

(

xξ
i/x

ξ
j

)

, ∀ (i, j) ∈ T . (16)

Como os pesos hij são determinados usando o resíduo “/” da multiplicação do quantale Q, refe-

rimos à (16) como regra de armazenamento por resíduo (em inglês, residual recording recipe).

A regra de armazenamento por resíduo é ótima no seguinte sentido: Se existem pesos aij ∈

Q tais que xξ
i =

∨

(i,j)∈T {aij · x
ξ
j}, então (16) fornece hij tas que xξ

i =
∨

(i,j)∈T {hij · x
ξ
j} e

aij ≤ hij para todo (i, j) ∈ T . Além disso, tal como a BAMM, a sequência {x(t)}∞t=0 dada por

(15), com a regra de armazenamento por resíduo, está bem definida e é convergente se (i, i) ∈ T

para todo i ∈ N . Sobretudo, o seguinte teorema, que é muito semelhante ao Teorema 2, revela

que a sequência {x(t)} está fortemente relacionada ao conjunto

F =







z = [z1, z2, . . . , zn]
T ∈ Qn : zi =

∨

(i,j)∈T

{hij · zj}, ∀i ∈ N







, (17)

de todos os pontos fixos de H1. O seguinte teorema também mostra que, independente do

número p, todos os vetores x1, . . . ,xp que desejamos armazenar pertencem a F . Consequente-

mente, a QAM exibe ótima capacidade de armazenamento.

Teorema 4. Dado um conjunto de vetores {x1,x2, . . . ,xp} ⊆ Q e uma arquitetura de rede T

com (i, i) ∈ T , defina hij através da equação (16) para (i, j) ∈ T . Neste caso, as seguintes

desigualdades são válidas para qualquer entrada x ∈ Qn e para todo t ≥ 1:

x ≤ Ht(x) ≤ Ht+1(x) ≤ H∗(x) =
∧

{z ∈ F : z ≥ x}. (18)

Além disso, {x1,x2, . . . ,xp} ⊆ F e, portanto, a equação Ht(x
ξ) = x

ξ é verdadeira para todo

ξ = 1, . . . , p e para qualquer t ≥ 1.

A TAMM WXX , que é definida no quantale (R±∞,+) ou (Z±∞,+), é um exemplo de

QAM com a regra de armazenamento por resíduo [24]. As memórias associatias nebulosas

implicativas, (IFAMs, do inglês Implicative fuzzy associative memories), definidas no quantale

obtido considerando o intervalo [0, 1] com uma norma triangular contínua, também representa

uma QAM com a regra de armazenamento por resíduo [25]. Como tanto a TAMM WXX como

as IFAMs são redes totalmente conectadas, ou seja, T = N ×N , elas satisfazem o Teorema 4.

7 Experimento Computacional com Imagens Coloridas

Nesta seção ilustraremos brevemente a aplicação de modelos de AMs para a reconstrução de

imagens coloridas usando os experimentos computacionais descritos em [34].
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Figura 1: Imagens coloridas x1,x2, . . . ,x12 com 256× 384 pixels.

Considere as 12 imagens x
1, . . . ,xp de tamanho 256 × 384 mostradas na Figura 1. Estas

imagens, interpretadas como vetores com n = 98304 componentes, foram armazenadas numa

QAM cujo quantale é construído usando o sistema de cores CIELab em coordenadas esféri-

cas. Além disso, a QAM foi sintetizada usando a regra de armazenamento por resíduo usando

uma arquitetura de rede do tipo small-world. Neste ponto lembramos que, além das aplica-

ções em modelos de memórias associativas [5, 30], a arquitetura de redes small-world pode

ser encontrada em muitas redes grandes e esparsas como a rede neural biológica do nematódeo

Caenorhabditis Elegans, a rede elétrica do oeste dos Estados Unidos e o grafo de colaborações

de atores de filmes [38]. Com esta arquitetura esparsa, foram usadas aproximadamente 0,03%

do número de pesos sinápticos de uma rede totalmente conectada.

Confirmamos que a QAM recordou corretamente todas as 12 imagens coloridas originais,

conforme prescrito pelo Teorema 4. Posteriormente, avaliamos a tolerância à ruídos das QAMs

H1 e H∗ apresentando como entrada as imagens distorcidas mostradas na Figura 2. A primeira

imagem da Figura 2 foi obtida introduzindo ruído impulsivo – que pode surgir, por exemplo,

devido à sensores defeituosos – com probabilidade 0, 1. A segunda foi obtida introduzindo

ruído Gaussiano, com média 0 e variância 0,01. O ruído Gaussiano pode surgir, por exemplo,

10



Ruído impulsivo Ruído Gaussiano

Figura 2: Duas versões corrompidas da imagem x
1.

Ruído Impulsivo Ruído Gaussiano

H
1

H
∗

Figura 3: Imagens recuperadas por H1 (primeira linha) e H∗ (segunda linha) após a apresenta-
ção das imagens mostradas na Figura 2.

devido a interferências do ambiente [17]. As imagens coloridas recordadas pelas QAMs H1

e H∗ podem ser visualizadas na Figura 3. Observamos que a QAM recursiva convergiu em 5

iterações.

A Figura 3 mostra que ambas QAMs H1 e H∗ removeram parte do ruído impulsivo mas

falharam quando a imagem de entrada está corrompida com ruído Gaussiano. Em particular, a

QAM H∗ produziu uma imagem praticamente marrom após a apresentação da imagem corrom-

pida com ruído Gaussiano. A baixa tolerância à ruído Gaussiano é justificado pelo Teorema 4.

Com efeito, o maior ponto fixo de H∗ maior que a imagem corrompida com ruído Gaussiano é

a imagem praticamente marrom apresentada na segunda linha, segunda coluna da Figura 3.

Vamos concluir os experimentos computacionais comparando a tolerância à ruído das QAMs

com a rede de Cohen-Grossberg proposta por Zheng et al. [43], o modelo proposto por Vázquez

e Sossa para imagens coloridas [36] e duas SCAMMs: WL
RGB e Wr

Lab, que são obtidas consi-

derando diferentes reticulados completos para o conjunto das cores [29, 33]. Especificamente,

armazenamos as 12 imagens coloridas nessas quatro memórias e apresentamos como entrada

as imagens corrompidas mostradas na Figura 2. Devido a restrição no tamanho do arquivo con-

tendo o relatório técnico, não apresentamos as imagens recuperadas por essas quatro memórias.
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Tabela 1: Distância ∆E∗
ab da imagem desejada com a imagem recuperada pelos modelos de

memória associativa.
H1 H∗ WL

RGB Wr
Lab Zheng et al. Vázquez e Sossa

Impulsive Noise: 2.12 3.40 24.22 3.59 5.34 45.78
Gaussian Noise: 19.08 23.84 27.35 19.21 8.97 48.84

A Tabela 1 contém a distância ∆E∗
ab entre a imagem desejada e a imagem colorida recordada

por cada um dos modelos. Lembramos que a distância ∆E∗
ab leva em conta a percepção de cores

pelo olho humano [7]. Observe que a QAM H1 apresentou a melhor tolerância à ruído impul-

sivo enquanto que a rede de Cohen-Grossberg de Zheng et al. exibiu a melhor tolerância com

respeito à ruído Gaussiano. Contudo, a rede de Cohen-Grossberg de Zheng et al., bem como a

abordagem de Vázquez e Sossa, são extremamente caras do ponto de vista computacional.

8 Conclusão

Neste projeto de pesquisa desenvolvemos modelos de memórias associativas para imagens colo-

ridas. Especificamente, primeiro investigamos a classe das memórias autoassociativas morfoló-

gicas esparsas (SCAMMs). Em particular, mostramos que esses modelos podem ser obtidos das

memórias associativas morfológicas tradicionais (TAMM) de Ritter e Susssner e, consequente-

mente, as SCAMMs herdam muitas características das TAMMs como convergência numa única

iteração e ótima capacidade absoluta de armazenamento. Em particular, caracterizamos a fase

de recordação desses modelos esparsos e mostramos que eles possuem mais pontos fixos que as

TAMMs.

Posteriormente, introduzimos a classe das memórias associativas morfológicas Brouweria-

nas (BAMMs), que são definidas em um reticulado completo Brouweriano. As BAMMs genera-

lizam as SCAMMs, porém, são definidas como um modelo recursivo. Apresentamos condições

que garantem a convergência e caracterizamos a fase de recordação das BAMMs. Em particular,

mostramos que as BAMMs também apresentam ótima capacidade absoluta de armazenamento

e verificamos que a BAMM são potencialmente melhores que as SCAMMs.

Neste projeto de pesquisa também introduzimos as memórias associativas baseadas em

quantales (QAMs), que generalizam as TAMMs, as BAMMs e outros modelos da literatura

como as memórias associativas nebulosas implicativas. Tal como as BAMMs, a QAMs são

modelos recursivos. Novamente, apresentamos condições que garantem a convergência e ca-

racterizamos completamente a fase de recordação dessas memórias.

Experimentos computacionais com imagens coloridas mostraram que uma certa QAM apre-

senta uma certa tolerância com respeito a ruído impulsivo, superando a rede de Cohen-Grossberg

de Zheng et al., a abordagem de Vázquez e Sossa e duas SCAMMs. Sobretudo, os modelos de-

senvolvidos nesse projeto de pesquisa, em particular as QAMs, são computacionalmente muito

mais baratos que a rede de Cohen-Grossberg de Zheng et al. e a abordagem de Vázquez e Sossa

disponíveis na literatura.
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Finalmente, durante a execução do projeto, também desenvolvemos outros modelos de me-

mórias associativas que, eventualmente, podem ser usadas para armazenar imagens coloridas

usando abordagens semelhantes àquelas empregadas por Zheng et al ou Vázquez e Sossa. Es-

ses modelos, que vão além do cronograma proposto, não foram apresentados nesse relatório.

Eles, porém, formaram a base para o próximo projeto de pesquisa, que foi aprovado e será

desenvolvido nos próximos três anos.
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