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Resumo

Redes neurais artificiais (RNAs) sdo modelos adaptativos inspirados na capacidade do cé-
rebro humano de aprender e resolver tarefas complexas. Estudos recentes mostraram que
a substituicdo de pardmetros com valores reais por nimeros hipercomplexos pode resultar
melhoras significativas no desempenho da RNA devido, em partes, a uma compactacdo de
operacdes e um melhor tratamento de dados multidimensionais. Exemplos de dlgebras de
nimeros hipercomplexos usadas na constru¢ao de redes neurais incluem nimeros comple-
xo0s e hiperbdlicos, quatérnios, octonios, algebras de Cayley-Dickson e dlgebras de Clifford.
Este projeto tem como objetivo investigar redes neurais com valores hipercomplexos em di-
versas algebras a fim de explorar caracteristicas destes modelos em contraste com modelos
reais consolidados. Especificamente, temos como objetivo estudar e desenvolver regras de
treinamento para redes neurais artificias com valores hipercomplexos com €nfase nas redes

de Hopfield e miquinas de aprendizado extremo.
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1 Introducao Geral

Redes neurais artificiais (RNAs) sdo modelos mateméticos inspirados no sistema nervoso hu-
mano. De modo geral, RNAs tentam emular o processo de sinapse, responsavel por conduzir in-
formacdes e gerar respostas adequadas a um estimulo recebido. RNAs s@o frequentemente em-
pregadas em problemas de classificacdo, regressao, previsao, controle, entre outras [15, (16} 18]

Redes neurais com valores hipercomplexos sdo RNAs cujos pardmetros e operagdes sao
definidas usando uma algebra hipercomplexa, tal qual os nimeros complexos, os nimeros hi-
perbdlicos [2, 51], os quatérnios [S], ou os octdnios [6]]. Destacamos que redes neurais com
valores complexos foram introduzidas na década de 70 por Aizenberg et al. e constituem ainda
um tépico de pesquisa [1, 13,12, 156]. Outro exemplo, a Q-MLP desenvolvida por Arena et al. é
uma extensao do perceptron de multiplas camadas real (MLP, do inglés multilayer perceptron)
para parametros quaternionicos [4]. A Q-MLP possui muitas caracteristicas atraentes incluindo
a simplificacdo de operagdes, a diminui¢do no nimero total de pardmetros e a condensagdo de
multiplas informacdes referentes a um mesmo objeto numa unica entidade. Diversos trabalhos
demonstram o desempenho da Q-MLP em problemas de classificacdo e regressao [8} 132, 42]
enquanto outros trabalhos desenvolvem o aspecto tedrico desta rede neural, como a demons-
tracdo do teorema da aproximacgdo universal [4], a proposicdo de algoritmos alternativos de
treinamento [57]] e a introdug¢do de derivadas generalizadas de Hamilton-Riemann para ajuste
de parametros [46l]. Aspectos geométricos também foram consideradas no desenvolvimento de
RNAs com valores hipercomplexos. Por exemplo, Isokawa et al. desenvolveram uma rede neu-
ral de multiplas camadas que considera as rotagdes realizada na multiplicacdo por quatérnios
[27]. De um modo geral, diferente dos modelos reais, uma rede neural com valores hipercom-
plexos processa dados multi-dimensionais como uma tnica entidade [13} 19, 50]. Aplicagdes
de redes neurais baseadas em nimeros hipercomplexos inclui controle [13| 4]], previsao [64, 46]]
e processamento de imagens e sinais [12, 42,160, 63]].

Nos anos 2000, devido ao aumento significante no volume dos dados a serem tratados, abor-
dagens que tem em vista a complexidade computacional dos algoritmos surgiram com maior
expressividade. Nesse contexto, Huang et al. propuseram as maquinas de aprendizado extremo
(ELMs, do inglés extreme learning machines) [24]. Resumidamente, uma ELLM € uma rede neu-
ral no qual os pardmetros da camada intermedidria sdo determinados aleatoriamente enquanto
que os parametros da camada de saida s@o ajustados através de um problema de quadrados mini-
mos regularizado. A substitui¢do de um método iterativo de ajuste por um método direto como
o método dos quadrados minimos resulta uma drastica diminuicdo no nimero de operacdes
na fase de treinamento. Sobretudo, propriedades de aproximagdo também sdo vélidas para as
ELMs [[10]. Em 2017, Minemoto et al. introduziram um modelo quaternidénico da ELM e explo-
raram sua aplicagdo em um problema de auto-codificacio (do inglés autoencoding) de imagens
coloridas [48]]. Como mencionado anteriormente, RNAs com valores hipercomplexos sdo ade-

quadas ao tratamento de dados multidimensionais, incluindo imagens coloridas, multi-bandas



ou hiper-espectrais. Com efeito, conforme destacado por Minemoto et al., a ELM quaternio-
nica apresentou um desempenho superior a rede real correspondente, corroborando a adequagao
destes modelos ao tratamento de dados multidimensionais como imagens e videos, entre outros
[48]. Recentemente, estendemos a ELM para as édlgebras de Cayley-Dickson generalizadas e,
num estudo preliminar, obtivemos resultados melhores que ambas as redes com valores reais e
quaternionicos num experimento de auto-codificacdo. Em vista desses resultados preliminares,
propomos nesse projeto de pesquisa investigar detalhadamente modelos e aplicagdes das ELM
com valores hipercomplexos.

Diferentes das redes progressivas, a rede de Hopfield ¢ um exemplo importante de RNA
recursiva que pode ser usada para implementar uma memoria associativa e resolver problemas
de otimizacao [20} 21]. Especificamente, a rede de Hopfield é implementada por uma rede neu-
ral recursiva de camada unica constituida por neurdnios de McCulloch e Pitts [18]. Ela possui
muitas caracteristicas atraentes incluindo: facil implementacdo em hardware, caracterizacao
em termos de uma funcdo energia e uma variedade de aplicacdes, incluindo visdo computa-
cional [54] e otimizagdo [21} 145, 159, 162]]. Apesar de suas caracteristicas atraentes, a rede de
Hopfield € projetada para armazenar e recordar padrdes bindrios. Todavia, muitas aplicacoes,
incluindo a recuperacdo de imagens coloridas, requerem o armazenamento de vetores com va-
lores hipercomplexos [19]. Com efeito, hd um interesse crescente no desenvolvimento de redes
de Hopfield com valores hipercomplexos, conforme descrito no préximo pardgrafo.

A pesquisa em redes de Hopfield com valores hipercomplexos data do final dos anos 80
(52, 53]. Em 1996, Jankowski et al. [31] propuseram uma versdo da rede de Hopfield de
multiplos estados representados por nimeros complexos e aprendizado de Hebb. Esse modelo
corroborou com o desenvolvimento de muitos outros modelos com valores hipercomplexos.
Por exemplo, regras de aprendizado aprimoradas para redes de Hopfield com multiplos estados
representados por nimeros complexos incluem a regra de projecdo proposta por Lee [43] e o
treinamento proposto por Miiezzinoglu com base na solu¢do de um conjunto de desigualdades
[49]. Pesquisas recentes sobre as redes de Hopfield com valores complexos de multiplos es-
tados incluem regras de aprendizado iterativo [30] e redes com pesos simétricos [35]. Além
dos modelos de valores complexos, Isokawa et al. desenvolveram versodes de redes de Hopfield
com valores nos quatérnios, usando tanto a regra do aprendizado de Hebb como por projecao
(26, 29]. Isokawa e colaboradores também investigaram redes de Hopfield baseadas em qua-
térnios comutativos, que sao isomorfos aos tessarinos [28]]. A estabilidade das redes neurais de
Hopfield com valores nos quatérnios unitarios foi abordada por Valle e de Castro [65]]. Funcdes
de ativacdo de multiplos estados para redes de Hopfield com valores nos quatérnios e tessari-
nos foram propostas e investigadas por Kobayashi [34} 37]. Além dos quatérnios e tessarinos,
redes de Hopfield baseadas nas dlgebras de Clifford [40, |66], incluindo nimeros hiperbdlicos
[33, 36, [38]], foram desenvolvidas no ultima década. Recentemente, desenvolvemos um re-
sultado geral que assegura a estabilidade de redes de Hopfield com valores hipercomplexos.

Contudo, ndo apresentamos uma regra efetiva de armazenamento de padrdes para esses mode-



los. Dessa forma, além do estudo das ELM, nesse projeto estudaremos regras de aprendizado
para a rede de Hopfield com valores hipercomplexos. Nesse contexto, destacamos que o apren-
dizado por proje¢do pode ser formulado como um problema de quadrados minimos, tal como no
treinamento da ELM. Portanto, apesar do contexto diferente, o treinamento da rede de Hopfield

e da ELM com valores hipercomplexos estdo intimamente relacionados.

2 Identificacao e Caracterizacao do Problema

2.1 Conceitos Basicos sobre Numeros Hipercomplexos

Um niimero hipercomplexo sobre o corpo dos reais € escrito como

D =Dpo+ P11+ ...+ Pnin, (1)

em que n € um inteiro ndo-negativo, pg, p1, - - - , Pr SA0 NUMeros reais e os simbolos 21, 2o, . . . , 2,
sdo as chamadas unidades hiper-imagindrias [61]]. O conjunto de todos os numeros dados por
serd denotado por H. Exemplos de nimeros hipercomplexos incluem os nimeros comple-
x0s, 0s nimeros hiperbdlicos, os quatérnios, os tessarinos € 0s octonios.

Um sistema de nimeros hipercomplexos € um conjunto de nimeros hipercomplexos com
operacdes de soma e multiplicacdo (ou produto). A adicdo de dois nimeros hipercomplexos

P=po+pit1+...+Pptneq=qo+ @121 + ...+ qut, € definida como segue:

p+q=mo+q)+ Pr1+q)i+...4+ D0+ q)in. )

O produto entre p e ¢, denotado pela justaposi¢ao de p e ¢, € definido usando a distributividade
e uma tabela de multiplicacdo. A tabela de multiplicacio estabelece o produto entre quaisquer

duas unidades hiper-imagindrias através da identidade
Uty = Qo+ Quuit + ..o+ Qunt,, Yu,v e {l,...,n}, 3)

Posteriormente, usando a distributividade e a tabela de multiplica¢do, encontramos

bq = (quO + Z quuauV,(]) + (pOQI +p1q0 + Z quua/w,l) il + ...

H,v=1 H,v=1

+ (pOQn +pnCZ0 + Z quua,uzz,n> zn (4)

H,r=1

Além da soma e da multiplicacdo, definimos a parte real de um niimero hipercomplexo p =
Po + P11 + ... + P, como sendo o nimero real Re {p} := py.

Note que podemos identificar um nimero hipercomplexo p = py + p121 + ... + pat, com



uma (n + 1)-upla (po, p1, - .., pn) de nimeros reais. Sobretudo, o sistema de ndimeros hiper-
complexos pode ser embutido num espago vetorial de dimensdo (n+ 1) em que a soma e adi¢do
por escalar sdo determinados por (2)) e (@), respectivamente. Dessa forma, podemos escrever
dim(H) =n + 1.

A seguinte defini¢do generaliza o conceito de conjugagdo para nimeros hipercomplexos e
tem um papel importante na defini¢ao e andlise da estabilidade das redes de Hopfield hipercom-

plexas:

Definicao 1 (Involucdo Reversa [11]). Um operador T : H — H é uma involugdo reversa se

satisfaz as seguintes identidades para todo p,q € He a € R:

T(T(p)) =p, (involugdo) 5)
T(pq) = 7(q)7(p), (anti-homomorfismo) (6)
T(ap+q) = at(p) + 7(q). (linear) (7)

O conjugado natural de um ndmero hipercomplexo p = pg + p121 + ... + paty, denotado
por p, € dado pela equacao

D=Do—Pit1 — ... — Dnlnp. (8)

A conjugacdo natural, definida por 7(p) = p, é um exemplo de involucdo reversa em alguns
sistemas de nimeros hipercomplexos tais como os nimeros complexos € os quatérnios. A apli-
cacdo identidade 7(p) = p, paratodo p € H, é também uma involug@o reversa se a multiplicagdo
for comutativa. Nesse caso, chamamos a identidade de involuc¢do reversa trivial. Exemplos de
involugdes reversas também incluem anti-involu¢des nos quatérnios e a conjugagao de Clifford
nas algebras de Clifford [67]].

Usando uma involugdo reversa, podemos definir uma forma bilinear simétrica B : H x H —

R através da seguinte equacao

B(p,q) =Re{r(p)q}, Vp,qecH. )

Intuitivamente, B fornece uma medida da relacdo entre p e ¢ levando em consideragdo pro-
priedades da multiplicacdo e também da involugdo reversa 7. Por exemplo, a forma bilinear
simétrica B coincide com o produto interno usual nos sistemas de nimeros complexos, quatér-
nios e octonios com a conjugacdo natural. A forma bilinear simétrica B € usada na seguinte
defini¢do:

Definicao 2 (B-funcio [11]]). Considere um sistema de niimeros hipercomplexos H equipado
com uma involugdo reversa 7 e seja B : H x H — R a forma bilinear simétrica definida por
(). Uma funcdo com valores hipercomplexos ¢ : D C H — S C H é chamada B-funcdo

quando satisfaz a seguinte desigualdade:

B(¢(q),q) > B(s,q), VqeD,VsecS\{o(q)}. (10)
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Em palavras, uma B-fun¢do ¢ : D — § transforma ¢ € D num ndmero hipercomplexo
®(q) € S que, com respeito a forma bilinear simétrica I3, estd mais relacionado a ¢ que qualquer
outro elemento s € S na imagem de ¢. Exemplos de B-fungdes incluem muitas funcdes de
ativacdo usadas em redes de Hopfield hipercomplexas como a funcao sinal multi-estado [2] e a
fun¢do multi-estado gémeas introduzidas por Kobayashi [34].

Finalmente, para analisar a estabilidade de uma ampla classe de redes de Hopfield com

valores hipercomplexas consideramos a defini¢ao [11]:

Definicao 3 (Sistemas de Numeros Hipercomplexos com Parte Real Associativa). Um sistema
de niimeros hipercomplexos H equipado com uma involucdo reversa T é um sistema de niimero
hipercomplexo com parte real associativa (Re-AHNS, do inglés real-part associative hypercom-

plex number system) se a seguinte identidade vale para quaisquer elementos p,q,r € H:

Re {(pq)r —p(qr)} = 0. (11)

Em particular, dizemos que H é um Re-AHNS definido ndo-negativo se a forma bilinear simé-

trica B dada por () satisfaz B(p,p) > 0, para todo p € H.

Numeros complexos, quatérnios e octdonios, todos equipados com a conjugacao natural, sao

exemplos de Re-AHNS definidos ndo-negativos.

2.2 Rede de Hopfield Discreta no Tempo Com Valores Hipercomplexos

A rede de Hopfield real (bipolar) discreta no tempo é uma rede recorrente que pode ser usada
para implementar uma memoria associativa [20]. Além de ser usada como memdria associativa,
a rede de Hopfield foi usada para resolver problemas de controle, classificacdo, otimizacdo
e visdo computacional [[14} 21} 44, |55]. Versdes hipercomplexas da rede de Hopfield foram
extensivamente investigadas nos ultimos anos no contexto dos nimeros complexos [31, 43|,
numeros hiperbdlicos [33]], tessarinos 28} 37]], quatérnios [26,165]], octonios [9,41], entre outros
[40, 166]]. Nessa secdo revisaremos uma ampla classe de redes de Hopfield hipercomplexas que
abrange muitos modelos citados nesse pardgrafo.

Seja H um Re-AHNS e ¢ : D — S uma B-fungdo em que S € um conjunto compacto de H.
Em analogia a rede de Hopfield tradicional, seja w;; € H o peso da j-€ésima conexdo sindptica
do ¢-ésimo neurdnio de uma rede com /N neurdnios. Vamos denotar o estado da rede de Hopfield
hipercomplexa no instante de tempo ¢ por um vetor & (t) = [z1(t),...,zy(t)]T € SV, em que
x;(t) = 2i0(t) + 251 (t)3y + . .. + 14,()1,, representa o estado do i-ésimo neurdnio no tempo t.
Dado um vetor de estado inicial «(0), a rede de Hopfield discreta no tempo evolui de acordo
com a equagao:

¢(hi(t)), hi(t) € D,

x;(t), caso contrario,

it + At) = (12)



em que
N
Jj=1

denota o potencial de ativacdo do i-€simo neurdnio no tempo ¢. Os estados da rede sdo ge-
ralmente atualizados de forma sincrona ou assincrona. No modo sincrono, também chamado
paralelo, todos os neurdnios sdo atualizados simultaneamente. No modo de atualizacdo as-
sincrona, também chamado serial, um tnico neurdnio é atualizado a cada instante de tempo.
Em analogia a rede de Hopfield tradicional, demonstramos o seguinte teorema com respeito a

dindmica da rede de Hopfield hipercomplexa [[11]:

Teorema 4 (Dinamica da Rede de Hopfield Hipercomplexa). A sequéncia de estados de uma
rede de Hopfield discreta no tempo com valores hipercomplexos definia por (12)) converge no

modo assincrono se w;; = T(wj;) e um dos seguintes casos € verdadeiro:
(a) wy; =0paratodoi € {1,...,N}.

(b) w;; > 0 é um niimero real ndo-negativo para qualqueri € {1,... N} e H é um Re-AHNS

definido semi-negativo.

O resultado descrito pelo Teorema[d|¢ particularmente importante na implementagao de me-
morias associativas bem como para a resolu¢@o de problemas de otimizacao [17, 20, 21]. Além
da andlise da estabilidade, aplicacdes efetivas da rede de Hopfield requerem regras apropriadas
para determinar os pesos sindpticos, chamada regra de treinamento.

No contexto de memorias associativas, desejamos determinar w;; de modo que certo vetores
u', ..., u” sejam estados estaciondrios atratores da rede de Hopfield. O aprendizado de Hebb
e 0 armazenamento por projecdo sdo exemplos de regras de treinamento para certas versdes
da rede de Hopfield com valores hipercomplexos [31} 43| 29, 47]. O aprendizado de Hebb,
apesar de sua simplicidade, resulta uma baixa capacidade de armazenamento devido a interfe-
réncia cruzada [20, 29]. O armazenamento por projecdo, apesar de aumentar significativamente
a capacidade de armazenamento, nao pode ser estendido diretamente para algumas versodes hi-
percomplexas da rede de Hopfield como a versdo baseada em nimeros hiperbodlicos [38]. Em
vista dessa observagao, nesse projeto de pesquisa iremos investigar regras de armazenamento

para as redes de Hopfield com valores hipercomplexos.

2.3 Maquinas de Aprendizado Extremo com Valores Hipercomplexos

Maigquinas de aprendizado extremo (ELM, do inglés extreme learning machines) sao redes pro-
gressivas conhecidas pelo baixo custo computacional na fase de treinamento [22} 23, 24, 25].
O baixo custo computacional ocorre porque os parametros das camadas intermedidrias sdo ge-
rados aleatoriamente enquanto que os parametros da camada de saida sdo ajustados resolvendo
um problema de quadrados minimos. Ilustramos a seguir como uma ELM com uma tnica

camada oculta pode ser definida usando um sistema de nimeros hipercomplexos.
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Primeiro, seja W € H**" a matriz dos pesos sindpticos da camada oculta com L neurdnios

com valores hipercomplexos. Dado um vetor de entrada € H”", a saida da camada oculta é
h=f(Wzx) € H", (14)

em que f : H — H € a funcdo de ativacdo definida componente-a-componente para vetores
hipercomplexos. Por exemplo, a funcio tangente hiperbdlica split tanh : H — H é definida

como segue para qualquer p = pg + p1%1 + ... + pnt, € H:
tanh(p) = tanh(pg) + tanh(p1)é; + ... + tanh(p,)é,. (15)

De um modo similar, os parametros da camada de saida sdo representados por uma matriz
M € HM*L A camada de saida da ELM nido possui fungio de ativagdo. Portanto, a saida da

ELM hipercomplexa é descrita pela equacao
y=MhecHM. (16)

Em analogia ao modelo real, a matriz W da ELM hipercomplexa ¢ gerada aleatoriamente
enquanto que M ¢é determinada resolvendo um problema de quadrados minimos. Especifica-

mente, dado um conjunto de treinamento
T ={(z;,t;):i=1,..., P} c HY x HM, (17)

primeiro organizamos as P entradas e saidas desejadas em matrizes X € HV*F e T € HM*P,
respectivamente. Os neurdnios da camada oculta sdo determinados de forma aleatdria, por

exemplo, usando a equacdo
w;; = a(randn + randné; + ...+ randng,), (18)

em que « € um fator de escala e randn fornece uma amostra de uma distribui¢do normal com
média 0 e variancia 1. O fator de escala deve ser determinado de forma a evitar que os valores
de h estejam saturados, ou seja, as componentes de h estejam relativamente bem distribuidos
na imagem de f. Finalmente, na forma mais simples, os parimetros da camada de saida sdo

determinados resolvendo o problema quadrados minimos
min{||T — MH||p: M € H-*N}, (19)

em que H = f(W X)) é amatriz com a saida da camada oculta avaliadaem X e || - || r denota a

norma de Frobenius. A norma de Frobenius é definida como segue para uma matriz A € HM*¥



cujas entradas s30 a;; = (aq;), + (aij),%1 + ... + (i),

IAF = | D) (@) + (ai)3 + -+ (aiy)2). (20)

i=1 j=1

Recentemente, mostramos que (I9) pode ser formulado como um problema de quadrados
minimos real para as algebras de Cayley-Dickson generalizadas [7, 58]]. Nesse projeto de pes-

quisa, propomos extender esse resultado para sistemas de nimeros hipercomplexos mais gerais.

2.3.1 Experimento Computacional

Um experimento computacional para auto-codificacdo de imagens coloridas foi realizado para
avaliar o desempenho da ELM em dlgebras de Cayley-Dickson generalizadas. Num problema
de auto-codificagdo, o treinamento da rede neural € realizado considerando o mesmo item como
entrada e saida desejada. Porém, o nimero de neurdnios na camada oculta é menor que a di-
mensdo dos dados que serdo codificados. Dessa forma, a rede neural € forcada a extrair as
caracteristicas mais relevantes para posteriormente reconstruir o objeto. Em vista dessa pro-
priedade, auto-codificadores sdo poderosos extratores de caracteristicas e, consequentemente,
possuem papel importante na teoria da informacdo. Auto-codificadores também podem ser
usados como modelos geradores [15]].

Nesse experimento computacional preliminar, consideramos uma ELM real e quatro ELM
definidas em dlgebras de Cayley-Dickson, que sdo sistemas de nimeros hipercomplexos de di-
mensdo 4. Adotamos a fun¢@o tangente hiperbdlica para a ELM real e a tangente hiperbdlica
split definida por (15]) para a ELM hipercomplexa. Os pesos sindpticos da camada oculta das
ELM reais e hipercomplexas foram gerados com distribui¢cdo normal. Sobretudo, os mode-
los foram treinados usando 10.000 imagens coloridas da base CIFAR-10 e avaliadas em outras
10.000 imagens diferentes da mesma base de dados [39]. A ELM real possui 600 neurdnios na
camada oculta enquanto que as ELM hipercomplexas possuem 450 neur6nios na camada oculta.
Dessa forma, ambas as redes possuem o nimero total de parametros, isto é, 3.686.400 parame-
tros que sdo representados por pontos flutuantes no computador. Detalhes sobre o experimento
computacional pode ser obtido no artigo "Extreme Learning Machines on Cayley-Dickson Alge-
bra Applied for Color Image Auto-Encoding"que foi apresentado recentemente no /[EEE World
Congress on Computational Ingelligence (WCCI) 2020.

A Figura|l| mostra exemplos de imagens codificadas e decodificada pelas ELMs real e hi-
percomplexas. Especificamente, a primeira linha apresenta uma imagem do conjunto de trei-
namento enquanto que a segunda linha mostra uma imagem do conjunto de teste, isto €, que
nao foi usada para determinar os pesos sindpticos da camada de saida da ELM. Nessa figura,
as colunas marcadas com R, QQ, H;, H, e Hj3 representam respectivamente os modelos real,
quaternionico e baseados em trés dlgebras de Cayley-Dickson ndo usuais. Visualmente, todos

os modelos apresentaram resultados satisfatorios na decodificacdo das imagens coloridas, tanto
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a) Original b) R d) H, e) Hy

f) H

Figura 1: Imagem colorida original e as imagens decodificadas pelas ELM real (R), quaterni-
Onica (QQ) e baseadas em trés dlgebras de Cayle-Dickson ndo usuais (H;, Hy e Hs). Primeira
linha: imagem do conjunto de treinamento. Segunda linha: imagem de teste.

Tabela 1: Média do PSNR produzido pelas ELM real e hipercomplexas no problema de auto-
codificacdo de imagens coloridas.

Treinamento Teste

Algebra PSNR PSNR
R 27.3+24 26.8 £ 2.7
Q 28.94+ 2.5 28.5 + 2.7

H, 31.0+£2.5 30.5 £ 2.7
H, 31.2+£25 | 30.7£27
H; 309 +£2.5 304 £27

no conjunto de treinamento como de teste. Para uma melhor comparacdo do desempenho das
ELM real e hipercomplexas, calculamos o peak signal-to-noise ratio entre a imagem original e
a imagem decodificada por uma ELM. A Tabela[I]apresenta a média obtida por cada ELM nos
conjuntos de treinamento e teste. Observe que ndo hd uma discrepancia significativa entre os va-
lores de treino e teste. Portanto, tanto a ELM real como as redes hipercomplexas apresentaram
boa capacidade de generalizacao. Contudo, observa-se que as versdes hipercomplexas da ELM
baseadas em 4dlgebras de Cayley-Dickson ndo usuais apresentaram resultados melhores que a
ELM real e quaternidnica. Essa observagdo é confirmada no boxplot apresentado na Figura [2]
Essa observagao nos motivou a investigar melhor modelos de ELM em &lgebras com valores

hipercomplexos.

3 Objetivos, Plano de Trabalho e Cronograma

Nesse projeto de pesquisa investigaremos regras de treinamento para redes neurais artificiais

baseadas em nimeros hipercomplexos, com énfase no treinamento da rede de Hopfield e ELM
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Figura 2: PSNR produzido pelas ELM real e com valores hipercomplexos no conjunto de teste.

com valores hipercomplexos. Para tanto, serdo executadas as seguintes atividades:

1. Atividade 1 — Revisao Bibliografica:

Existe na literatura muitos trabalhos sobre redes neurais artificiais usando nimeros hi-
percomplexos. No primeiro semestre faremos uma revisdo bibliografica atualizada de
generalizagdes de rede neurais artificiais usando nimeros hipercomplexos. Também fa-
remos uma revisao bibliografica sobre as redes de Hopfield, as mdquinas de aprendizado
extremo (ELM) e a aplicac@o desses modelos. Os modelos estudados serdo implementa-

dos em softwares como python e julia.

2. Atividade 2 — Rede de Hopfield com Valores Hipercomplexos:

No segundo e terceiro semestres investigaremos regras de treinamento para versdes hiper-
complexas da rede de Hopfield. Realizaremos experimentos computacionais para avaliar
a capacidade de armazenamento e a tolerancia a ruido desses modelos. Também investi-

garemos a aplicacdo em problemas de recuperacao de imagens e classificacdo de padrdes.

3. Atividade 3 — Maquinas de Aprendizado Extremo com Valores Hipercomplexos:

No quarto e quinto semestres estenderemos as maquinas de aprendizado extremo reais
para sistemas de nimeros hipercomplexos. Tal como na rede de Hopfield, realizaremos
experimentos computacionais para avaliar o desempenho dos novos modelos hipercom-
plexos, por exemplo, usando problema de auto-codificagdo. Em particular, iremos com-

parar as redes neurais hipercomplexas com modelos tradicionais.

4. Atividade 4 — Desenvolvimento de Outros Modelos Hipercomplexos:

11



No sexto semestre estudaremos outras arquiteturas de redes neurais hipercomplexas. Por
exemplo, iremos investigar generalizagdes da rede neural quaternidnica com operadores

geométricos proposta por Isokawa e colaboradores usando dlgebra geométrica [28]].

As quatro atividades listadas acima seguirdo o seguinte cronograma:

Mar/2022 a Ago/2022 | Set/2022 a Ago/2023 | Set/2023 a Ago/2024 | Set/2024 a Fev/2025
Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 Atividade 4

Durante todas as atividades, pretendemos divulgar os resultados obtidos em eventos cienti-
ficos da area bem como envolver alunos de graduagdo e pds-graduacao nessa area de pesquisa.
Também serdo redigidos artigos cientificos que serdo submetidos para revistas conceituadas,

preferencialmente de circulagdo internacional.

4 Contribuicoes e Resultados Esperados

Nesse projeto de pesquisa investigaremos regras de treinamento para redes neurais artificias
com valores hipercomplexos. Em particular, investigaremos regras de treinamento para a rede
de Hopfield e as mdquinas de aprendizado extremo, ambas definidas usando operacdes de um
sistema de nimeros hipercomplexos. Conforme mencionado na introducdo, a rede de Hopfield
pode ser usada para implementar memorias associativas e resolver problemas de otimizacdo. As
méquinas de aprendizado extremo foram usadas com sucesso em problemas de classificacdo,
previsdo, reconhecimento de padrdes e auto-codificacdo. Portanto, esse projeto de pesquisa
deve contribuir nessas aplicacgoes.

E importante ressaltar que os todos resultados desenvolvidos terdo forte fundamento ma-
temadtico. Sobretudo, os resultados desenvolvidos nesse projeto de pesquisa serdo submetidos
na forma de artigo para um periddico de circulag@o internacional como IEEE Transactions on

Neural Networks, Neural Networks, Neurocomputing, dentre outros similares.

5 Resumo das Atividades de Pesquisas do Proponente

Segue abaixo um quadro resumo da producdo cientifica e orientacdes do proponente:
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Tipo Quantidade
Publicagdes em Periddicos com Politica Editorial 33
Capitulos de Livro 4
Edic¢ado de Livro 1
Orientacdes Concluidas Mestrado: 9
Doutorado: 5
Plubons: 583
Citagdes na Literatura Cientifica Scopus: 751
Google Scholar: 1373
Plubons: 13
Indice h Scopus: 15
Google Scholar: 18

Producao Cientifica Relevante

Abaixo uma lista cronoldgica contendo 10 artigos publicados em revistas internacionais:

1. P. Sussner and M.E. Valle: Gray-Scale Morphological Associative Memories, IEEE Tran-

sactions on Neural Networks, Volume 17, Issue 3, May 2006. Page(s): 559 — 570.
Citacdes — Google Scholar: 169, Plubons 96

. P. Sussner and M.E. Valle: Implicative Fuzzy Associative Memories, IEEE Transactions
on Fuzzy Systems, Volume 14, Issue 6, December 2006. Page(s): 793 - 807.

Citacdes — Google Scholar: 131, Plubons 62

. MLE. Valle and P. Sussner: A general framework for fuzzy morphological associative
memories, Fuzzy Sets and Systems, Volume 159, Issue 7, April 2008. Page(s): 747 - 768.

Citagdes — Google Scholar: 137, Plubons 50

. P. Sussner and M.E. Valle: Classification of Fuzzy Mathematical Morphologies Based on
Concepts of Inclusion Measure and Duality, Journal of Mathematical Imaging and Vision,
Volume 32, Issue 2, October 2008. Page(s): 139 - 159.

Citacdes — Google Scholar: 101, Plubons 53
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10.

. MLE. Valle and P. Sussner: Storage and Recall Capabilities of Fuzzy Morphological Asso-

ciative Memories with Adjunction-Based Learning, Neural Networks, Volume 24, Issue
1, January 2011. Page(s): 75-90.

Citagdes — Google Scholar: 57, Plubons 30

. MLE. Valle: Complex-Valued Recurrent Correlation Neural Networks, IEEE Transacti-

ons on Neural Networks and Learning Systems, Volume 25, Issue 09, September 2014.
Page(s): 1600 - 1612.

Citagdes — Google Scholar: 52, Plubons 39

M.E. Valle and FZ. Castro: On the Dynamics of Hopfield Neural Networks on Unit
Quaternions, IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems, Volume 29,
Issue 6, June 2018. Pages(s): 2464 - 2471.

Citagdes — Google Scholar: 42, Plubons 33

F.Z. Castro and M.E. Valle: A broad class of discrete-time hypercomplex-valued Hopfield
neural networks, Neural Networks, Volume 122, February 2020. Page(s): 54-67.

Citacdes — Google Scholar: 24, Plubons 14

M.E. Valle: Reduced Dilation-Erosion Perceptron for Binary Classification, Mathema-
tics, Volume 8, Issue 4, April 2020.

Citacdes — Google Scholar: 7, Plubons 2

M.E. Valle, R.A. Lobo: Hypercomplex-valued recurrent correlation neural networks,
Neurocomputing, Volume 432, April 2021. Pages(s): 111 - 123.

Citacdes — Google Scholar: 3, Plubons 2

Cabe destacar que ndo foram listados todos os artigos publicados pelo proponente. A lista

completa das publicacdes podem ser encontradas no Curriculo Lattes ou na pagina pessoal do

proponente, em www . ime.unicamp.br/~vallel

Formacao de Recursos Humanos e Divulgacao Cientifica

Com respeito a formacdo de recursos humanos, o proponente ja concluiu 9 (nove) orienta-

coes de mestrado e 5 (cinco) orientagdes de doutorado. Atualmente, orienta 1 (um) aluno de
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www.ime.unicamp.br/~valle

p6s-doutorado, 5 (cinco) alunos de doutorado e 2 (dois) alunos de mestrado. Informagdes de-
talhadas sobre as orientacdes concluidas e em andamento encontram-se no Curriculo Lattes do
proponente.

Referente a divulgacdo cientifica e outras informagdes relevantes, destacam-se o seguinte:

1. O proponente € editor associado das revistas Computational and Applied Mathematics e

Journal of Computational Mathematics and Data Science.

2. O proponente ministrou a palestra intitulada “Fuzzy Associative Memories: Theory and
Applications”, no IEEE World Congress on Computational Intelligence (WCCI 2018),
o principal evento internacional da drea de inteligéncia computacional. Detalhes so-
bre a palestra estdo disponiveis em http://www.ecomp.poli.br/~wcci2018/

speakers/.

3. O proponente, junto com os pesquisadores Akira Hirose (University of Tokyo, Tokyo,
Japan), Danilo Mandic (Imperial College, London, U.K.) e Igor Aizenberg (Manhat-
tan College, New York City, USA), organizaram a sessio especial sobre redes neurais
com valores complexos e quaternionicos no 2018 International Joint Congress on Neu-
ral Networks (IICNN 2018). Detalhes sobre a sessdo especial estdo disponiveis em

http://www.ecomp.poli.br/~wcci2018/1ijcnn—-sessions/#1jcnn3

4. O proponente, como membro da Sociedade Brasileira de Matematica Aplicada e Com-
putacional (SBMAC), participou do comité cientifico do XXXVI Congresso Nacional de
Matematica Aplicada e Computacional (CNMAC 2017) e da comiss@o de organizacao
do XXXVII Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada e Computacional (CNMAC
2018).

5. O proponente é coordenador do comité cientifico do VI Congresso Brasileiro de Sistemas
Fuzzy (VI CBSF), que serd realizado em Novembro de 2021. Detalhes sobre o evento

estdo disponiveis em https://sites.google.com/unesp.br/vicbsf.

6. O proponente organizou o IV Congresso Brasileiro de Sistemas Fuzzy (IV CBSF), que
ocorreu em Novembro de 2016. Detalhes sobre o evento estdo disponiveis em www .

ime.unicamp.br/~cbsfi.

7. O proponente editou o livro: Valle, M.E., Dimuro, G.P., Santiago, R.H.N., Esmi, E.
Recentes Avancos em Sistemas Fuzzy. 1. ed. Sdo Carlos: Sociedade Brasileira de Mate-

madtica Aplicada e Computacional, 2016. v. 1. 548p.
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