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Resumo

Memórias associativas são modelos matemáticos inspirados na capacidade do cérebro hu-

mano de armazenar e recordar por associação. Sobretudo, assim como o cérebro, uma

memória associativa também deve ser capaz de recordar um certo padrão mesmo quando

uma versão incompleta ou ruidosa de um item armazenado é apresentado como entrada. A

rede de Hopfield e as redes recorrentes por correlação de Chiueh e Goodman são exemplos

de rede neurais dinâmicas que podem ser usadas para implementar memória associativas

para o armazenamento de padrões binários. Nesse projeto de pesquisa investigaremos gene-

ralizações da rede de Hopfield, incluindo as redes recorrentes por correlação, para padrões

com valores representados por números hipercomplexos, incluindo números complexos e

quatérnios. O desempenho dos novos modelos serão avaliados, por exemplo, através de

experimentos computacionais com imagens em tons de cinza e coloridas.
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ais, números hipercomplexos, processamento de imagens e sinais.
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Metas Atingidas em Relação à Proposta Anterior

No projeto de pesquisa anterior, intitulado “Estudo sobre Modelos de Memórias Associati-

vas para Imagens Coloridas”, investigamos modelos de memórias associativas morfológicas
(MAMs) para imagens coloridas. Conforme proposto no cronograma de execução, desenvolve-
mos modelos com melhores tolerância a ruído e de menor custo computacional. Além disso,
foram investigadas aplicações das novas MAMs para reconstrução de grandes imagens colori-
das. De fato, com o apoio do CNPq, foram publicados ou aceitos para publicação os seguintes
artigos em revistas conceituadas de circulação internacional:

1. M.E. Valle: A Robust Subspace Projection Autoassociative Memory Based on the M-
Estimation Method, IEEE Transactions on Neural Networks and Learning Systems, Vol-
ume 25, Issue 07, July 2014. Page(s): 1372 - 1377. (Qualis A1 - Matemática; JCR 4.37).

2. M.E. Valle and P. Sussner: Quantale-based autoassociative memories with an application
to the storage of color images, Pattern Recognition Letters, Volume 34, Issue 14, October
2013. Page(s): 1589 - 1601 (Qualis A2 - Matemática; JCR 1.06).

3. M.E. Valle and D.M. Grande Vicente: Sparsely Connected Autoassociative Lattice Mem-
ories with an Application for the Reconstruction of Color Images, Journal of Mathemati-

cal Imaging and Vision, Volume 44, Issue 3, November 2012. Page(s): 195 - 222. (Qualis
B1 - Matemática; JCR 2.33).

4. M.E. Valle: Complex-Valued Recurrent Correlation Neural Networks, IEEE Transactions
on Neural Networks and Learning Systems, Accepted for Publication, July 2014. (Qualis
A1 - Matemática; JCR 4.37).

Com respeito à formação de recursos humanos, foram concluídas 7 orientações de iniciação
científica e a orientação de mestrado em matemática aplicada pela Universidade Estadual de
Londrina de Rodrigo V. Costa, com o título “Memórias Associativas Morfológicas Brouweri-

anas”. Por fim, cabe ressaltar que não foram listados acima artigos publicados em revistas com
menos prestígio ou de circulação nacional. Também não foram listados acima trabalhos com-
pletos publicados em anais de congresso. Contudo, tais informações podem ser encontradas no
Currículo Lattes do proponente.

1 Introdução Geral

Memórias associativas (AMs, associative memories) são modelos matemáticos inspirados na
habilidade do cérebro humano de armazenar e recordar informações [4, 9, 11, 26]. Tais como
as redes neurais biológicas, uma AM deve ser capaz de recuperar uma informação memorizada
mesmo diante da apresentação de um item incompleto ou distorcido. Aplicações de AMs in-
cluem classificação [47, 59], previsão [48, 49, 50, 46], reconhecimento de padrões [57, 58],
controle e guiagem autônoma [8, 27, 28, 45].
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Modelos de AMs têm sido investigados por inúmeros pesquisadores desde a metade do
século passado [13]. Com efeito, pesquisas em AMs iniciaram com os trabalhos de Stein-
buch sobre as memórias associativas matriciais [44]. Em 1972, Anderson, Kohonen e Nakano
introduziram independentemente um modelo de memória associativa linear em que o armazena-
mento por correlação, também referido como aprendizado de Hebb, é usado para sintetizar a
matriz dos pesos sinápticos [2, 25, 38]. A memória associativa linear ótima (OLAM, optimal

linear associative memory), que representa a melhor memória associativa linear no sentido dos
quadrados mínimos, é obtida substituindo o aprendizado de Hebb pelo armazenamento por pro-
jeção [26]. Apesar da ótima capacidade absoluta de armazenamento no caso auto-associativo, a
OLAM apresenta uma frágil tolerância a ruído pois corresponde à um modelo linear.

Em 1982, Hopfield introduziu um modelo de AM não-linear para padrões binários [18]. A
rede de Hopfield é implementada por uma rede neural recursiva de camada única constituída por
neurônios de McCulloch e Pitts [13]. Ela possui muitas características atraentes incluindo: fácil
implementação em hardware, caracterização em termos de uma função energia e uma variedade
de aplicações, incluindo visão computacional [41] e otimização [17, 43, 42, 33].

Apesar de suas características atraentes, a rede de Hopfield é projetada para armazenar e
recordar padrões binários. Todavia, muitas aplicações de AMs, incluindo a recuperação de
imagens em tons de cinza ou coloridas, requerem o armazenamento de vetores com valores
hipercomplexos [15]. Com efeito, diferente dos modelos reais, uma rede neural com valores
hipercomplexos processa dados multi-dimensionais como uma única entidade [7, 39, 15]. Em
particular, aplicações de redes neurais baseadas em números hipercomplexos inclui controle
[7, 3], previsão [6, 34] e processamento de imagens [31, 35, 53, 56]. Em vista dessa observação,
nesse projeto de pesquisa propomos investigar modelos de AM descritas por redes neurais ar-
tificiais recorrentes baseadas com números hipercomplexos, em particular, números complexos
e quatérnios.

2 Identificação e Caracterização do Problema

2.1 Redes Neurais Recorrentes e Memórias Associativas

Primeiramente, lembramos que uma rede neural recorrente, também chamada rede neural di-
nâmica [10, 12, 14], pode ser usada para definir uma sequência {x(t)} através da equação de
diferenças

xj(t+ 1) = ψj
(
x(t)

)
, ∀t = 0, 1, . . . , (1)

em que x(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]T representa o estado da rede no tempo t e ψj é uma
função com valores reais ou hipercomplexos para cada índice j = 1, . . . , n. Um vetor coluna
u = [u1, u2, . . . , un]T é chamado estado estacionário ou ponto fixo da rede neural se uj = ψj(u)

para todo j = 1, . . . , n.
Uma função com valores reais E no espaço dos estados é chamada função de Lyapunov

ou função energia da rede neural recorrente descrita por (1) se E é limitada inferiormente e
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E
(
x(t+1)

)
< E

(
x(t)

)
sempre que x(t+1) 6= x(t). A existência de uma função energia garante

que a sequência {x(t)}t≥0 dada por (1) converge para um estado estacionário independente
do estado inicial x(0) [16]. Sobretudo, para qualquer entrada x, a rede neural fornece uma
aplicaçãoM definida por

M(x) = lim
t→∞

x(t), (2)

em que {x(t)}t≥0 é a sequência dada por (1) com o estado inicial x(0) = x. Interessante-
mente, a aplicaçãoM pode ser usada para realizar uma memória associativa (AM, associative

memory).
Uma AM é um sistema capaz de armazenar e, posteriormente, recordar um conjunto de ve-

tores {u1,u2, . . . ,up}, chamado conjunto das memórias fundamentais [26, 9, 4]. Formalmente,
uma AM corresponde a uma aplicaçãoM, chamada aplicação associativa, tal queM(uξ) = uξ

para todo ξ = 1, . . . , p [11]. Além disso, deseja-se que uma AM exiba alguma tolerância a ruído
no sentido queM(x) = uξ sempre que x corresponder a uma versão corrompida ou distorcida
de uξ. Por fim, intuitivamente, referimos como capacidade de armazenamento da memória as-
sociativa o maior natural p tal queM(uξ) = uξ para todo ξ = 1, . . . , p. Uma definição formal
da capacidade de armazenamento de AMs binárias pode ser encontrada em [36].

Exemplo 1 (Rede de Hopfield Binária). Dado um conjunto de memórias fundamentais U =

{uξ : ξ = 1, . . . , p} ⊆ {−1,+1}n e um vetor de entrada x(0) ∈ {−1,+1}n, a rede de Hopfield
binária é descrita pela equação de diferenças

xj(t+ 1) = sgn (vj(t)) , vj(t) =
n∑
k=1

mjkxk(t), ∀j = 0, 1, . . . , n, (3)

em que a função sinal é avaliada da seguinte forma

sgn
(
vj(t)

)
=


+1, vj(t) > 0,

xj(t), vj(t) = 0,

−1, vj(t) < 0,

(4)

e os valores wjk são determinados através da seguinte equação para quaisquer índices j, k:

mjk =
1

n


∑p

ξ=1 u
ξ
ju

ξ
k, j 6= k,

0, j = k.
(5)

Do ponto de vista biológico, x1(t), . . . , xn(t) correspondem aos valores de entrada enquanto
xj(t+ 1) representa a saída do j-ésimo neurônio da rede neural artificial no instante t. O termo
vj(t) em (3) é chamado potencial de ativação do neurônio. Observe que xj(t + 1) = +1

se vj(t) > 0. Em outras palavras, o j-ésimo neurônio é ativado sempre que o potencial de
ativação for positivo. O coeficiente wjk, chamado peso sináptico, representa o peso com que a
entrada xk(t) contribuí para a saída xj(t + 1). A equação (5) é referida como armazenamento

por correlação ou aprendizado de Hebb. Por fim, pode-se mostrar que a rede de Hopfield
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sempre converge para um estado estacionário se apenas uma única componente do vetor x(t) é
atualizado a cada instante t. Precisamente,

E(x) = −1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

mijxixj, (6)

é uma função de Lyapunov da rede neural recorrente descrita por (3).

2.2 Redes Neurais Recorrentes Baseadas em Números Complexos

A primeira generalização significante da rede de Hopfield usando números complexos no cir-
culo unitário foi proposta em 1996 por Jankowski et al. [24]. Resumidamente, eles considera-
ram uma rede neural dinâmica complexa (CV-DNN, complex-valued dynamic neural network)
com uma única camada de neurônios que calculam a função sinal-complexa no potencial de
ativação e cujos pesos sinápticos são determinados usando uma versão complexa do armazena-
mento por correlação.

Exemplo 2 (CV-DNN de Jankowski et al.). Seja K um inteiro positivo. Defina θK = 2π/K e
SK = {1, eiθK , e2iθK , . . . , ei(K−1)θK}, em que i (em negrito) denota a unidade imaginária. Note
que SK é um subconjunto finito do circulo unitário complexo com K elementos. Em particular,
para K = 2, tem-se S2 = {−1,+1}. Agora, dado um conjunto de memórias fundamentais
U = {uξ : ξ = 1, . . . , p} ⊆ SnK e um vetor coluna complexo x(0) = [x1(0), . . . , xn(0)]T ∈ SnK ,
tal como a rede de Hopfield, a CV-DNN de Jankowski et al. define recursivamente

xj(t+ 1) = csgnK (vj(t)) , vj(t) =
n∑
k=1

mjkxk(t), ∀j = 0, 1, . . . , n. (7)

A função sinal-complexa, introduzida por Aizenberg et al. em 1971 [1], é definida através da
seguinte equação para qualquer z 6= 0:

csgnK(z) =



1, 0 ≤ Arg(z) < θK ,

eiθK , θK ≤ Arg(z) < 2θK ,
...

...

ei(K−1)θK , (K − 1)θK ≤ Arg(z) < 2π.

(8)

Define-se zj(t + 1) = zj(t) quando vj(t) = 0 em (7). Além disso, os pesos sinápticos são de-
terminados através da seguinte equação que corresponde a versão complexa do armazenamento
por correlação:

mjk =
1

n


∑p

ξ=1 u
ξ
j ū

ξ
k, j 6= k,

0, j = k.
(9)
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De um modo similar ao modelo de Hopfield,

E(x) = −1

2

n∑
j=1

n∑
k=1

mjkx̄jxk, (10)

é uma função de Lyapunov da rede neural recorrente descrita por (7) [24]. Em vista desse
fato, a CV-DNN of Jankowski et al. pode ser usada para implementar uma memória associativa
projetada para armazenar vetores com valores em SnK . Contudo, o modelo de Jankowski et
al. apresenta uma baixa capacidade de armazenamento, ou seja, poucos vetores podem ser
armazenados e posteriormente recuperados com sucesso por esse modelo.

Em vista da baixa capacidade de armazenamento da CV-DNN de Jankowski et al., muitos
pesquisadores apresentaram versões melhoradas ou generalizações do modelo descrito por (7)-
(9). Por exemplo, tanto Müezzinoǧlu et al. como Lee desenvolveram estratégias que aumentam
a capacidade de armazenamento das CV-DANNs baseadas na função sinal-complexa [37, 32].
Kuroe et al. bem como Tanaka e Aihara desenvolveram CV-DNNs na qual a função sinal-
complexa é substituída por outras funções de ativação [30, 29, 52]. Suzuki et al. empre-
garam limiares fortes com objetivo de reduzir o número de memórias espúrias da CV-DNN
de Jankowski et al. [51]. Além disso, o proponente investigou recentemente uma classe de
redes neurais recorrentes com valores complexos chamadas redes neurais recorrentes por cor-
relação complexas (CV-RCNNs, complex-valued recurrent correlation neural networks). Além
de generalizar o modelo de Jankowski et al., algumas CV-RCNNs apresentam uma excelente
capacidade de armazenamento e tolerância a ruído [56, 54].

2.3 Redes Neurais Recorrentes por Correlação Complexas

Em termos gerais, as redes neurais recorrentes por correlação complexas (CV-RCNNs, complex-

valued recurrent correlation neural networks) generalizam a CV-DNN de Jankowski et al. adi-
cionando uma camada de nós que computam uma medida de correlação entre o padrão de
entrada e os itens armazenados. A função de ativação dos neurônios nessa camada caracterizam
a CV-DNN. Sobretudo, a capacidade de armazenamento de certas CV-RCNNs aumenta expo-
nencialmente com o número de padrões para algumas funções de ativação [54]. Além da grande
capacidade de armazenamento, as CV-RCNNs apresentam excelentes tolerâncias a ruído.

Formalmente, seja S = {z ∈ C : |z| = 1} o conjunto dos números complexos no círculo
unitário. Suponha que é dado um conjunto de memórias fundamentais {u1, . . . ,up} ⊆ Sn e
uma função contínua monótona não-decrescente f : [−n, n]→ R. Dado um padrão de entrada
x(0) = [x1(0), . . . , xn(0)]T ∈ Sn, uma CV-RCNN define recursivamente a seguinte sequência
para t = 0, 1, . . .:

xj(t+ 1) = σ

(
p∑
ξ=1

wξ(t)u
ξ
j

)
, ∀ j = 0, 1, . . . , n, (11)
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Figura 1: Imagens originais em tons de cinza.

em que os pesos w1(t), . . . , wp(t) são dados por

wξ(t) = f
(
<
{ 〈

uξ,x(t)
〉 })

, ∀ξ = 1, . . . , p. (12)

Aqui, <{z} denota a parte real do número complexo z e a função σ : C → S generaliza a
função sinal como segue com vj(t) =

∑p
ξ=1wξ(t)u

ξ
j representando o potencial de ativação do

j-ésimo neurônio na iteração t:

σ
(
vj(t)

)
=

vj(t)/|vj(t)|, vj(t) 6= 0,

zj(t), vj(t) = 0.
(13)

Nesse projeto de pesquisa investigaremos generalizações das CV-RCNNs usando números
hipercomplexos. Estudaremos também aspectos teóricos e práticos dos novos modelos. Do
ponto de vista teórico, por exemplo, analisaremos a convergência da sequência definida em (11).
Do ponto de vista prático, realizaremos experimentos computacionais envolvendo aplicações
das CV-RCNNs. O seguinte exemplo apresenta um experimento computacional preliminar com
aplicação em reconstrução de imagens em tons de cinza.

Exemplo 3 (Experimento Computacional com Imagens em Tons de Cinza). Considere as oito
imagens em tons de cinza mostradas na Figura 1. Estas imagens possuem dimensão 128× 128

e K = 256 tons de cinza. Para cada uma dessas imagens, geramos um vetor coluna fazendo
uma leitura por linhas da imagem e aplicamos a função rK : [0, K)→ S dada por

rK(x) = e2πix/K , (14)

em cada componente para obter vetores uξ ∈ S16384, ξ = 1, . . . , 8, com valores no círculo
complexo unitário.

Primeiramente, sintetizamos duas CV-RCNNs para armazenar os oito padrões u1, . . . ,u8

usando em (12) as funções exponencial fe(x) = eαx/n e potencial fp(x) = 1/(1 − x/n)L com
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Input Jankoski Kuroe Suzuki

Lee Tanaka Exponencial Potencial

Figura 2: Imagem corrompida com ruído Gaussiano com média 0 e desvio padrão 100 seguido
de imagens recuperadas por diferentes memórias associativas complexas.

os parâmetros α = 10 e L = 5, respectivamente, no lugar de f . Apresentando os padrões
originais como entrada obtemos os próprias imagens originais com uma única iteração de (11).
Em outras palavras, ambas CV-RCNNs implementaram uma memória associativa.

Posteriormente, avaliamos a tolerância das duas CV-RCNNs com respeito aos ruídos Gaus-
siano e sal-e-pimenta. As Figuras 2 e 3 apresentam imagens corrompidas seguidas de uma
interpretação visual das imagens recordadas pelas duas CV-RCNNs. Para efeito de compara-
ção, essas duas figuras também apresentam as imagens recordadas pelos seguintes modelos:
CV-DNN de Jankowski et al. [24], CV-DNN de Lee [32], CV-DNN de Kuroe and Taniguchi
com a função de ativação com valores complexas referida por Modelo B [29], CV-DNN de
Tanaka and Aihara [52], e a CV-DNN com bias forte de Suzuki et al. [51]. Por simplici-
dade, usamos o sobrenome do primeiro autor para referir a uma certa CV-DNN. Além disso, as
palavras “Exponencial” and “Potencial” referem respectivamente as CV-RCNNs baseadas na
função exponencial fe e função potencial fp.

Observe que as CV-DNN não foram capazes de restaurar a imagem “lena” corrompida com
ruído Gaussiano. De um modo similar, as CV-DNNs de Jankowski et al., Kuroe e Suzuki et
al. não foram capazes de recuperar a imagem “airplane” corrompida com ruído sal-e-pimenta.
Em contraste, as CV-RCNNs produziram imagens visualmente similares as imagens originais
mesmo na presença de ruídos densos. Esses resultados revelam parte do potencial dos novos
modelos de AMs que serão investigados nesse projeto de pesquisa.

2.4 Redes de Hopfield Quaterniônicas

Generalizações da rede de Hopfield usando quatérnios foram extensivamente investigadas nos
últimos anos [20, 21, 19, 22, 40]. Uma revisão compreensiva de diversas generalizações das
redes de Hopfield quaterniônicas (QHNN, quaternionic Hopfield neural network) pode ser en-

8



Input Jankoski Kuroe Suzuki

Lee Tanaka Exponencial Potencial

Figura 3: Imagem corrompida com ruído sal-e-pimenta com probabilidade 0.4 seguido de ima-
gens recuperadas por diferentes memórias associativas complexas.

contrada em [23]. Resumidamente, a principal diferença entre as muitas QHNN encontra-se
na função de ativação. Por exemplo, a QHNN binária é definida aplicando a função real sgn

em cada componente do quatérnion que representa o potencial de ativação de um neurônio
[20, 21, 19]. Outra QHNN introduzida por Isokawa e colaboradores, chamada QHNN multiva-
lores (MV-QHNN, multi-valued QHNN), generaliza a CV-DNN de Jankowski et al. [23, 24, 32].
Em termos gerais, a função de ativação da MV-QHNN retorna um quatérnio representativo
numa seção da hiperesfera de todos os quatérnios unitários. Na prática, a implementação de tal
função de ativação é trabalhosa pois o potencial de ativação de um neurônio deve ser escrito
usando a representação ângulo-fase de um quatérnio [5, 23]. Além disso, a convergência para
um estado estacionário e garantida somente se as componentes da representação ângulo-fase
não são atualizadas simultaneamente.

Recentemente, o proponente investigou uma QHNN cuja saída dos neurônios é determinada
normalizando o potencial de ativação [55]. A nova QHNN, referida como QHNN com valo-
res contínuos (CV-QHNN, continuous-valued QHNN), corresponde ao limite da MV-QHNN
quando o número de seções da hiperesfera quaterniônica tende ao infinito. Especificamente,
considere um conjunto de memórias fundamentais U = {u1, . . . ,up}, em que uξ = [uξ1, . . . , u

ξ
n]T

é um vetor coluna quaterniônico com componentes uξi = uξi 0 + uξi 1i + uξi 2j + uξi 3k e |uξi | = 1.
Dado um vetor de entrada x(0) = [x1, . . . , xn], a CV-QHNNs define recursivamente a sequência
de vetores x(0),x(1),x(2), . . . através da seguinte equação para todo j = 1, . . . , n:

xj(t+ 1) =

xj(t), vj(t) = 0,

vj(t)/|vj(t)|, caso contrário,
(15)
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em que

vj(t) =
n∑
k=1

wjkxk(t), (16)

é o potencial de ativação do j-ésimo neurônio na iteração t. Similar aos modelos binários e com-
plexos, os pesos sinápticos podem ser determinados usando o armazenamento por correlação
ou projeção [23].

A versão quaterniônica do armazenamento por correlação é muito semelhante à equação
complexa (9). No armazenamento por projeção, que produz memórias associativas superiores
aos modelos obtidos usando armazenamento por correlação, os pesos sinápticos são determina-
dos através da equação

wpjk =
1

n

p∑
µ=1

p∑
ν=1

uξj(W )−1µν ū
ξ
k, (17)

em que (W )−1µν denota a µ, ν entrada da inversa da matriz W = (wjk) fornecida pelo armazena-
mento por correlação.

Por fim, tal como o modelo original de Hopfield e muitas de suas generalizações, a CV-
QHNN sempre converge para um estado estacionário sob condições fracas sobre os pesos sináp-
ticos. Precisamente, vale o seguinte resultado cuja demonstração pode ser encontrada em [55]:

Teorema 1. A sequência produzida por (15), com uma única componente atualizada a cada

iteração t, é convergente independente do estado inicial x(0) se a matriz dos pesos sinápticos

satisfaz wjk = w̄kj e wjj > 0 para qualquer j, k ∈ {1, . . . , n}.

O Teorema 1 revela que a CV-QHNN pode ser usada para implementar uma AM para ve-
tores com valores no conjunto dos quatérnios. Contudo, pouco se sabe sobre a capacidade de
armazenamento e tolerância à ruído da CV-QHNN. Logo, nesse projeto de pesquisa propo-
mos investigar esses modelos, tanto do ponto de vista teórico como computacional. Propomos
também confrontar a CV-QHNN com outros modelos como, por exemplo, a MV-QHNN [23].

3 Objetivos, Plano de Trabalho e Cronograma

Nesse projeto de pesquisa investigaremos generalizações da rede de Hopfield usando números
hipercomplexos. Em particular, estudaremos melhor propriedades teóricas e computacionais
tanto das redes recorrentes por correlação com valores complexos (CV-RCNN) como da rede
de Hopfield quaterniônica com valores contínuos (CV-QHNN). Também proporemos outras
generalizações das redes neurais dinâmicas e CV-RCNNs, por exemplo, usando quatérnios.
Precisamente, serão executadas as seguintes atividades:

1. Atividade 1 – Revisão Bibliográfica:

Existe na literatura muitos trabalhos sobre redes neurais artificiais usando números com-
plexos e hipercomplexos. No primeiro semestre faremos uma extensa revisão bibliográ-
fica atualizada de generalizações de rede neurais artificiais usando números hipercom-
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plexos. Para efeito de comparação, também faremos uma revisão bibliográfica de mode-
los de memórias associativas para imagens em tons de cinza e multi-valores, tais como
imagens coloridas. Esses modelos serão implementados em softwares matemáticos como
GNU Octave e MATLAB.

2. Atividade 2 – Rede de Hopfield Quaterniônica com Valores Contínuos:

No segundo semestre investigaremos propriedades teóricas e computacionais da rede de
Hopfield quaterniônica com valores contínuos (CV-QHNN) apresentadas brevemente na
Subseção 2.4. Em particular, realizaremos experimentos computacionais para avaliar
melhor a capacidade de armazenamento e a tolerância à ruído desses modelos. Também
investigaremos a aplicação das CV-QHNN para a recuperação de imagens coloridas.

3. Atividade 3 – Memórias Associativas Recorrentes por Correlação Quaterniônicas:

No terceiro e quarto semestres estenderemos as redes neurais recorrentes por correlação
complexas (CV-RCNNs) apresentadas brevemente na Subseção 2.3 usando quatérnions.
Em particular, apresentaremos resultados sobre a convergência desses modelos e re-
alizaremos experimentos computacionais para avaliar melhor a capacidade de armazena-
mento e a tolerância à ruído. Os modelos desenvolvidos nessa etapa serão aplicados, por
exemplo, na reconstrução de imagens coloridas.

4. Atividade 4 – Desenvolvimento de outras generalizações:

No quinto e sexto semestre estudaremos outras generalizações das CV-RCNNs e CV-
RCNNs. Por exemplo, investigaremos modelos obtidos usando números hiperbólicos,
tessarinos, octonios bem como modelos baseados em álgebras de Clifford. Tal como nas
atividades anteriores, resultados teóricos e computacionais com respeito a convergência,
capacidade de armazenamento e tolerância a ruído serão investigados.

As quatro atividades listadas acima seguirão o seguinte cronograma:

Mar/2015 a Ago/2015 Set/2015 a Fev/2016 Mar/2016 a Fev/2017 Mar/2017 a Fev/2018

Atividade 1 Atividade 2 Atividade 3 Atividade 4

Durante todas as atividades, pretendemos divulgar os resultados obtidos em eventos cientí-
ficos da área bem como envolver alunos de graduação e pós-graduação nessa área de pesquisa.
Também serão redigidos artigos científicos que serão submetidos para revistas conceituadas,
preferencialmente de circulação internacional.

4 Contribuições e Resultados Esperados

Nesse projeto de pesquisa investigaremos modelos memórias associativas implementadas us-
ando redes neurais recorrentes baseadas em números hipercomplexos. Conforme mencionado
no primeiro parágrafo da introdução, modelos de memória associativa foram usados com sucesso
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em problemas de classificação, previsão e reconhecimento de padrões. Portanto, esse projeto de
pesquisa deve contribuir nessas aplicações. Contudo, nos concentraremos principalmente nas
aplicações relacionadas à reconstrução de imagens em tons de cinza e coloridas.

É importante ressaltar que os todos resultados desenvolvidos terão forte fundamento ma-
temático. Sobretudo, os resultados desenvolvidos nesse projeto de pesquisa serão submetidos
na forma de artigo para um periódico de circulação internacional como IEEE Transactions on

Neural Networks, Neural Networks, Neurocomputing, dentre outros similares.
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