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Resumo

Memórias associativas (AMs) são modelos matemáticos inspirados na capacidade do cérebro humano

de armazenar e recordar por associação. Sobretudo, assim como o cérebro, AMs também são capazes

de recordar um certo padrão mesmo quando a entrada representa uma versão incompleta ou ruidosa de

um item armazenado. O proponente introduziu recentemente uma classe de modelos de AMs, chama-

das memórias auto-associativas morfológicas esparsas (SCAMMs). As SCAMMs são redes neurais

progressivas de camada única cujos neurônios calculam ou o máximo ou o mínimo de algumas das

entradas. Essas memórias são computacionalmente mais baratas que modelos tradicionais e possuem

um vasto campo de aplicações pois estão baseadas apenas numa estrutura de reticulado completo. Em

particular, as SCAMMs podem ser usadas para o armazenamento e recordação de imagens coloridas.

Nesse projeto de pesquisa, daremos continuação aos estudos sobre os modelos de memórias associ-

ativas para imagens coloridas. Em particular, investigaremos propriedades teóricas das SCAMMs defi-

nidas em diferentes espaços de cores e com diferentes esquemas de ordem. Além disso, compararemos

o desempenho das SCAMMs com outros modelos da literatura, como a memória bidirecional hetero-

associativa de Monteros e Azuela e a classe de redes de Cohen-Grossberg desenvolvida por Zheng et al.

para imagens coloridas.

Palavras-chave: memórias associativas, redes neurais artificiais, morfologia matemática, reticulado,

reconstrução de imagens.

1 Introdução Geral

Memórias associativas (AMs, Associative Memories) são modelos matemáticos inspirados na habilidade
do cérebro humano de armazenar e recordar informações [15, 21]. Tais como as redes neurais biológicas,
AMs devem ser capazes recuperar uma informação memorizada mesmo diante da apresentação de um item
incompleto ou distorcido. Aplicações de AMs incluem classificação [42, 53], previsão [43, 44, 45, 41] e
reconhecimento de padrões [51, 52].

Houve um aumento de pesquisa em modelos de AMs para o armazenamento de imagens coloridas nos
últimos anos [28, 47, 54]. Por nosso conhecimento, existem duas abordagens que permitem generalizar de
forma direta um modelo em tons de cinza para imagens coloridas.

A primeira abordagem está baseada na representação 24-bit de imagens coloridas. Aqui, os valores de
cada pixel variam de 0 a 224 − 1. Essa técnica foi utilizada por Monteros e Azuela para o armazenamento
de imagens true-color em modelos de memórias associativas com sinapses dinâmicas [28, 29].

A segunda abordagem é baseada no sistema RGB, onde uma cor é expressa em termos das componentes
vermelha (red), verde (green) e azul (blue). Dessa forma, uma imagem colorida pode ser decomposta em
três imagens em tons de cinza, que são armazenadas separadamente em três AMs. Essa estratégia foi
empregada por Zheng et al. para o armazenamento de imagens coloridas numa classe de redes de Cohen-
Grossberg [54].

Diferente das duas abordagens mencionadas acima, o proponente desenvolveu recentemente uma classe
de AMs, chamadas memórias auto-associativas morfológicas esparsas (SCAMMs, Sparsely Connected
Autoassociative Morphological Memories), que não estão baseadas em modelos em tons de cinza [47, 48].
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De fato, as SCAMMs foram concebidas para armazenar e recordar padrões multi-valores, que incluem as
imagens coloridas como caso particular.

As SCAMMs são equipadas com neurônios que calculam ou uma dilatação ou uma erosão da morfologia
matemática (MM), uma teoria muito empregada no processamento e análise de imagens e sinais [37, 38, 18,
40]. Especificamente, a saída de um neurônio de uma SCAMM é dada ou pelo máximo ou pelo mínimo de
algumas de suas entradas. Esses são, portanto, modelos muito gerais de neurônios, pois requerem apenas
uma estrutura de reticulado completo, i.e., um conjunto parcialmente ordenado no qual o supremo (ou
máximo) e o ínfimo (ou mínimo) estão bem definidos [9].

Além dessas observações, as SCAMMs são sintetizadas utilizando uma técnica de armazenamento que
geralmente produz uma rede de estrutura esparsa. Consequentemente, elas requerem menos esforço compu-
tacional que muitos modelos tradicionais de AMs. Por exemplo, uma SCAMM consumiu aproximadamente
83MB para o armazenamento de doze imagens coloridas de tamanho 512× 512 pixels [47]. Por outro lado,
mais de 1TB seria necessário para o armazenamento do mesmo conjunto de imagens na rede de Cohen-
Grossberg usando a abordagem baseada no sistema RGB [54].

As SCAMMs também apresentam muitas características desejáveis, incluindo capacidade de armaze-
namento ótima e convergência numa única iteração no caso auto-associativo com realimentação [47].

Em vistas dessas considerações, nesse projeto de pesquisa pretendemos dar continuação aos estudos
sobre as SCAMMs. Além disso, iremos comparar o desempenho desses modelos com outras memórias
associativas, incluindo o modelo desenvolvido por Monteros e Azuela [28, 29] e o modelo desenvolvido por
Zheng et al. [54]. Acreditamos que, como fruto desses estudos, novos modelos de memórias associativas
para imagens coloridas serão desenvolvidos. Sobretudo, os resultados obtidos poderão ser submetidos para
publicação, na forma de artigo científico, em periódicos de circulação internacional.

2 Identificação e Caracterização do Problema

2.1 Memórias Associativas Neurais

Memórias associativas (AMs, Associative Memories) são modelos projetados para armazenar um conjunto
finito de associações

{(
xξ,yξ

)
: ξ = 1, . . . , p

}
, chamado conjunto das memórias fundamentais [2, 15, 21,

30]. Sobretudo, uma AM deve ser capaz de recordar uma saída desejada mesmo após a apresentação de
uma versão distorcida ou incompleta de um padrão de entrada. Em outras palavras, dado um conjunto de
memórias fundamentais

{(
xξ,yξ

)
: ξ = 1, . . . , p

}
⊆ X ×Y , deseja-se encontrar uma aplicaçãoM tal que

M(xξ) = yξ para todo ξ = 1, . . . , p. Além disso, a aplicaçãoM deve possuir uma certa tolerância com
respeito à ruído, i.e., a igualdadeM(x̃ξ) = yξ deve valer para versões ruidosas ou incompletas x̃ξ de xξ.
Note que o conjunto X que contém todos os padrões de entrada x deve ser equipado com uma certa medida
de similaridade. Em geral, X e Y , os conjuntos dos padrões de entrada e saída, são ambos espaços métricos.

Uma AM pode ser auto-associativa ou hetero-associativa. Tem-se uma memória auto-associativa, tam-
bém chamada memória endereçada por conteúdo, se o conjunto das associações é da forma {(xξ,xξ) : ξ =

1, . . . , p}. A famosa rede de Hopfield é um exemplo de memória auto-associativa [19]. Uma AM é chamada
hetero-associativa se a saída yξ difere da entrada xξ. Exemplos de modelos hetero-associativos incluem a
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memória associativa linear ótima (OLAM, Optimal Associative Memory) de Kohonen e a memória asso-

ciativa bidirecional (BAM, Bidirectional Associative Memory) de Kosko [21, 22].
Finalmente, tem-se uma memória associativa neural se a aplicação M é descrita por uma rede neu-

ral artificial [15, 16]. Uma rede neural é um modelo matemático inspirado no cérebro humano onde as
unidades básicas de processamento são os neurônios [2, 16, 17]. Os modelos mencionados no parágrafo
anterior são exemplos de memórias associativas neurais. Uma memória associativa (neural) morfológica

(MAM, Morphological Associative Memory) é uma memória associativa neural na qual os neurônios efe-
tuam operações da Morfologia Matemática (MM) [33, 34]. A próxima subseção contém uma breve revisão
das operações elementares da MM.

2.2 Morfologia Matemática em Reticulados Completos

A Morfologia Matemática (MM) é uma teoria empregada no processamento e análise de objetos (ou ima-
gens) [18, 37, 38, 40] que utiliza operadores e funções baseadas em conceitos topológicos e geométricos
[14, 27]. Essa teoria foi desenvolvida por Matheron e Serra nos anos 1960 e estava baseada nos trabalhos
de Minkowski e Hadwiger [24, 25, 26, 37]. Durante os anos 1980, a MM adquiriu créditos em áreas como
processamento de imagens, reconhecimento de padrões e visão computacional. Sua aplicação abrange seg-
mentação e reconstrução de imagens [20, 46, 49], reconhecimento de características [39], decomposição de
sinais [10] e detecção de caminho mínimo [7, 40].

A MM pode ser muito bem conduzida numa estrutura matemática chamada reticulado completo [18, 36].
Um reticulado completo (complete lattice) é um conjunto não-vazio L equipado com uma ordem parcial ≤
tal que todo subconjunto X ⊆ L admite supremo e ínfimo em L [18, 9]. Denotamos o supremo e o ínfimo
de X por

∧
X e

∨
X , respectivamente. Exemplos de reticulados completos inclui o conjunto dos números

reais estendidos R̄ = R ∪ {−∞,+∞} e o conjunto dos inteiros estendidos Z̄ = Z ∪ {−∞,+∞}.
Operadores que comutam tanto com a operação de supremo ou a operação de ínfimo possuem um papel

importante na MM [18]. Um operador que comuta com o supremo é chamado dilatação e um operador que
comuta com o ínfimo é chamado erosão. Em termos matemáticos, dados reticulados completos L e M, um
operador δ : L → M e um operador ε : L → M constituem respectivamente uma dilatação e uma erosão
se, e somente se, as seguintes equações são válidas para qualquer X ⊆ L:

δ
(∨

X
)

=
∨
x∈X

δ (x) e ε
(∧

X
)

=
∧
x∈X

ε (x) . (1)

Nesse projeto de pesquisa nos concentraremos nas dilatações e erosões. Todavia, muitos operadores mor-
fológicos interessantes podem ser obtidos combinando esses dois operadores elementares [18, 37, 40]. De
fato, Banon e Barrera mostraram que qualquer operador Ψ : L → M, entre reticulados completos L e M,
pode ser escrito em termos de combinações de supremos e ínfimos de operadores elementares da MM [6].

2.3 Dilatações e Erosões para Imagens Multi-valores

Em termos gerais, uma imagem x é uma função de um domínio espacial Ω em um conjunto de valores V
[35]. Em particular, tem-se uma imagem em tons de cinza se V é um subconjunto de R̄ ou Z̄. Tem-se uma
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imagem multi-valores se os elementos de V são formados por vários valores tais como subconjuntos de R̄ν

ou Z̄ν para ν > 1. Imagens coloridas são exemplos de imagens multi-valores [4].
Nesse projeto de pesquisa nos concentraremos em domínios espaciais finitos, isto é, Ω = {o1, . . . , on}.

Nesse caso, uma imagem x corresponde a uma arranjo [x1,x2, . . . ,xn] ∈ Vn, onde xj = x(oj) para
todo j = 1, . . . , n. Além disso, iremos assumir que o conjunto de valores V constitui um reticulado
completo com algum esquema de ordem específico. Consequentemente, o conjunto de todas as imagens de
Ω = {o1, . . . , on} em V, ou seja, o conjunto Vn, também representa um reticulado completo com a seguinte
ordem induzida: Dados x = [x1, . . . ,xn] ∈ Vn e y = [y1, . . . ,yn] ∈ Vn, defina

x < y se e somente se xj < yj , ∀ j = 1, . . . , n. (2)

Além disso, podemos definir operadores δ e ε de Vn em V como segue para quaisquer conjuntos de índices
J ,K ⊆ {1, 2, . . . , n}:

δ(x) =
∨
j∈J

xj and ε(x) =
∧
k∈K

xk . (3)

O operador δ definido acima comuta com o supremo enquanto que ε comuta com o ínfimo. Em outras
palavras, tem-se a seguinte proposição:

Propositição 1. Os operadores δ, ε : Vn → V definidos em (3) efetuam respectivamente uma dilatação e

uma erosão para quaisquer conjuntos J ,K ⊆ {1, 2, . . . , n}.

Note que a dilatação δ e a erosão ε dadas por (3) dependem apenas do reticulado completo V, ou seja,
da ordem definida no conjunto de valores. Em particular, se os elementos de V possuem ν > 1 valores,
então pode-se definir a seguinte ordem:

Definição 2 (Ordem Lexicográfica ). Dados elementos v = (v1, . . . , vν) ∈ V e u = (u1, . . . , uν) ∈ V
quaisquer, dizemos que v <L u se, e somente se, existe um índice i ∈ {1, . . . , ν} tal que vi < ui e vj = uj

para todo j < i. Escrevemos v ≤L u se, e somente se, v <L u ou v = u.

A ordem lexicográfica tem sido muito usada na MM multi-valores [5, 3]. Primeiro, porque esse esquema
de ordem não gera as chamadas “cores falsas” [4]. A ordem lexicográfica também evita ambiguidades
durante a ordenação dos elementos de V em vista da propriedade de anti-simetria. Finalmente, pode-se
estabelecer diferentes prioridades nos canais de cores de uma imagem. Por exemplo, o canal vermelho
pode ser priorizado no sistema RGB enquanto que o canal verde pode ser priorizado no sistema GRB.
Em vista dessas observações, nas próxima seções apresentaremos apenas resultados baseados na ordem
lexicográfica. Todavia, nesse projeto de pesquisa pretendemos investigar diferentes esquemas de ordem
para o conjunto de valores V. Nesse ponto, gostaríamos de lembrar que diversos esquemas interessantes
para imagens multi-valores podem ser encontrados em [5, 4, 8].

2.4 Memórias Associativas Morfológicas para Padrões Multi-valores

Nessa subseção apresentaremos uma breve revisão das MAMs multi-valores introduzidas por Valle em
[47]. As MAMs multi-valores constituem de uma única camada de neurônios que efetuam exclusivamente

5



dilatações ou erosões dadas por (3). Lembre-se que muitos modelos de memórias associativas, incluindo
a rede de Hopfield e as memórias associativas morfológicas originais de Ritter e Sussner, também estão
baseadas nessa mesma arquitetura de rede [15, 19, 34, 42].

A dilatação dada em (3) pode ser usada para definir uma MAM multi-valores como segue. Seja x =

[x1, . . . ,xn] ∈ Vn um padrão multi-valores, o padrão y = [y1, . . . ,yn] ∈ Vm recordado pela memória é
determinado como segue onde Ji ⊆ {1, . . . , n} denota um conjunto de índices:

yi =
∨
j∈Ji

xj , para todo i = 1, . . . ,m. (4)

O modelo descrito por (4) é referido como memória associativa morfológica dilativa multi-valores (MD-
MAM, Multivalued Dilative Morphological Associative Memory). Note que uma MD-MAM corresponde
a uma dilatação D : Vn → Vm que pode ser usada para a reconstrução de imagens multi-valores.

O conjunto Ji em (4) pode ser interpretado como o conjunto das junções sinápticas do i-ésimo neurônio
morfológico multi-valores. Portanto, a saída yi é simplesmente o máximo das entradas xj que chegam
ao neurônio através de uma junção sináptica. Nesse ponto, gostaríamos de lembrar que a operação de
máximo, que possui papel importante nos neurônios da MD-MAM, são biologicamente plausíveis [50]. De
fato, Poggio e outros pesquisadores conceituados observaram que a operação de máximo possui um papel
importante em diversos processos do sistema visual [31, 12].

De um modo similar, define-se uma memória associativa morfológica erosiva multi-valores (ME-MAM,
Multivalued Erosive Autoassociative Morphological Memory) como segue onde x = [x1, . . . ,xn] ∈ Vn

denota o padrão de entrada multi-valores, Ki ⊆ {1, . . . , n} representa o conjunto das junções sinápticas e
y = [y1, . . . ,yn] ∈ Vn corresponde ao padrão recordado pela memória:

yi =
∧
k∈Ki

xk , para todo i = 1, . . . ,m. (5)

Note que uma ME-MAM dada por (5) corresponde a uma erosão E : Vn → Vm.

2.5 Técnicas de Armazenamento para as MAMs Multi-valores Auto-associativas

Nesse seção revisamos as técnicas de armazenamento para as MAMs multi-valores auto-associativas defi-
nidas em (4) e (5) na subseção anterior. Essas técnicas foram introduzidas por Valle em [47] e geralmente
fornecem uma memória com arquitetura de rede esparsa sendo, portanto, recomendadas para o armazena-
mento de grandes imagens coloridas.

Suponha que desejamos armazenar um conjunto de memórias fundamentais {x1, . . . ,xp} ⊆ Vn (auto-
associativo) numa MD-MAM dada por (4). Em outras palavras, deseja-se deteminar conjuntos de índices
Ji ⊆ {1, . . . , n} tais que as seguintes equações são válidas para todo ξ = 1, . . . , p e i = 1, . . . , n:

xξi =
∨
j∈Ji

xξj . (6)

Pode-se mostrar facilmente que esse problema possui infinitas soluções. Com objetivo de encontrar
uma MD-MAM auto-associativa com uma certa tolerância a ruído, Valle adotou os maiores conjuntos Ji’s
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que satisfazem (6) para todo i = 1, . . . , n e ξ = 1, . . . , p. Em termos matemáticos, define-se Ji como segue
para todo i = 1, . . . , n:

Ji = {j : xξj ≤L xξi , para todo ξ = 1, . . . , p}. (7)

Alternativamente, o conjunto Ji corresponde a seguinte intersecção onde J ξ
i = {j : xξj ≤L xξi} para todo

ξ = 1, . . . , p:

Ji =

p⋂
ξ=1

J ξ
i , (8)

Lembre-se que o símbolo “≤L” denota a ordem lexicográfica apresentada na Definição 2.
De um modo similar, dado um conjunto auto-associativo de memórias fundamentais {x1, . . . ,xp} ⊆

Vn, define-se o conjunto das junções sinápticas de uma ME-MAM auto-associativa como:

Ki = {k : xξi ≤L xξk, ∀ ξ = 1, . . . , p} , para todo i = 1, . . . , n. (9)

2.6 Propriedades e Aspectos Computacionais das MAMs Multi-valores

As MAMs multi-valores apresentadas nas seções anteriores apresentam características semelhantes as MAMs
originais introduzidas por Ritter e Sussner [42, 34, 32]. De fato, pode-se mostrar que o seguinte teorema
vale para as MAMs multi-valores auto-associativas:

Teorema 3. Considere um conjunto auto-associativo de memórias fundamentais {x1, . . . ,xk} ⊆ Vn e seja

x ∈ Vn um padrão de entrada qualquer. Se os conjuntos de índices Ji são definidos através de (7), então

o padrão recordado pela MD-MAM auto-associativa D : Vn → Vn dada por (4) é o menor ponto fixo z de

D tal que z ≥ x. Em outras palavras, tem-se

D(x) =
∧
{z ∈ Vn : D(z) = z e z ≥ x} . (10)

Analogamente, se os conjuntos de índices Ki são definidos através de (9), então o padrão recordado pela

ME-MAM auto-associativa E : Vn → Vn dada por (5) é o maior ponto fixo z de E tal que z ≤ x. Em

outras palavras, tem-se

E(x) =
∨
{z ∈ Vn : E(z) = z e z ≤ x} . (11)

O conjunto dos pontos fixos dos operadores D e E incluem as memórias fundamentais {x1, . . . ,xp}. Em

outras palavras, as equações D(xξ) = xξ e E(xξ) = xξ valem para todo ξ = 1, . . . , p.

Como consequência do Teorema 3, podemos listar as seguintes propriedades das MAMs multi-valores
auto-associativas:

1. Ambas MD-MAM e ME-MAM exibem ótima capacidade absoluta de armazenamento no caso auto-
associativo. Portanto, pode-se armazenar quantos padrões forem desejados nesses modelos.

2. O padrão recordado pelas MAMs multi-valores permanecem os mesmos após repetidas aplicações
dos modelos. Em outras palavras, esses modelos apresentam convergência num única iteração se
empregadas com realimentação (feedback).
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Figura 1: Imagens originais de dimensão 512× 512 no sistema RGB.

3. O padrão recordado por uma MD-MAM auto-associativa representa o menor ponto fixo de D maior
ou igual ao padrão de entrada. Logo, é necessário que o padrão de entrada x satisfaça xi ≤L xξi , para
todo i = 1, . . . , n, para que um padrão original xξ seja recordado pela memória.

Dualmente, é necessário que xξi ≤L xi para todo i = 1, . . . , n para que uma ME-MAM consiga
recordar corretamente um padrão original xξ.

4. As MAMs multi-valores auto-associativas apresentam uma grande quantidade de memórias espúrias
que são armazenadas indiretamente no modelo. Essa observação segue do fato dos conjuntos dos
pontos fixos de D e E incluirem uma grande quantidade de pontos fixos diferentes das memórias
fundamentais x1, . . . ,xp.

A grande vantagem das MAMs multi-valores introduzidas por Valle refere-se ao seu aspecto computaci-
onal. De fato, muitos modelos de AM, incluindo as MAMs originais de Sussner e Ritter, requerem o cálculo
de uma matriz de pesos sinápticos de dimensões n× n [15, 34, 42]. Se os padrões são multi-valores, então
pode-se armazenar cada canal numa memória diferente. Nesse caso, deve-se armazenar νn2 valores corres-
pondentes os pesos sinápticos. Esse valor geralmente não depende da quantidade de padrões armazenados
na memória. Em contraste, as MAMs multi-valores requerem apenas o armazenamento dos conjuntos de
índices Ji’s e Ki’s. Além disso, em vista de (7) e (9), geralmente obtem-se redes com estrutura esparsa, ou
seja, os conjuntos Ji’s e Ki’s frequentemente possuem poucos elementos. De fato, assumindo que as me-
mórias fundamentais x1, . . . ,xp são variáveis aleatórias independentes com distribuição uniforme, pode-se
mostrar que o número de junções sinápticas - e consequentemente os recursos computacionais - diminuem
consideravelmente quando o número de memórias fundamentais p aumenta [47].

2.7 Experimentos Computacionais

Considere as doze imagens coloridas de dimensão 512 × 512 apresentadas na Figura 1. Usando o sistema
de cores RGB, geramos para essas imagens padrões multi-valores xξ de tamanho n = 262144 e valores
no intervalo unitário, ou seja, xξ = [xξ1, . . . ,x

ξ
n], onde xξi = [rξi , g

ξ
i , b

ξ
i ] ∈ [0, 1]3. Os valores rξi , g

ξ
i e bξi

correspondem respectivamente as intensidades das cores vermelha, verde e azul do elemento xξi .
Os doze padrões multi-valores x1, . . . ,x12 foram armazenados nas memórias auto-associativas MD-

MAM e ME-MAM usando (7) e (9), respectivamente. Como mencionado na seção anterior, foram obtidas
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Tabela 1: Média do erro quadrático médio normalizado em 10 experimentos.
NMSE Ruído Pimenta Ruído Pimenta Ruído Sal Ruído Gaussiano Ruído Speckle Padrão

(π1 = 0.1) (π2 = 0.3) (π3 = 0.1) (σ = 0.1) (σ = 0.1) incompleto
MD-MAM 0.0601 0.1858 0.3431 0.3153 0.4285 0.1030
ME-MAM 0.2932 0.4995 0.0606 0.3042 0.5024 0.1457

redes esparsas com aproximadamente 1/212 do número total de possívels junções sinápticas. Em termos
computacionais, as MAMs multi-valores consumiram aproximadamente 83MB de espaço no computador.

Completada a fase de armazenamento, confirmamos que os doze padrões originais x1, . . . ,x12 apresen-
tados na Figura 1 representam pontos fixos das MD-MAM e ME-MAM auto-associativas. Posteriormente,
foram apresentados as MAMs multi-valores os padrões distorcidos ou incompletos mostrados na primeira
linha da Figura 2. Os padrões corrompidos foram obtidos adicionando ruído do tipo pimenta (pepper noise)
com probabilidades π1 = 0.1 e π2 = 0.3, ruído do tipo sal (salt noise) com probabilidade π3 = 0.1, e
ruído Gaussiano (gaussian noise) e ruído speckle com variância σ = 0.1. As linhas seguintes da Figura 2
mostram as imagens recordadas pelas MD-MAM e ME-MAM. A Tabela 1 contém a média do erro quadrá-

tico médio normalizado (NMSE, normalized mean square error) obtido após 100 experimentos similares.
Lembre-se que o NMSE é determinado através da seguinte equação onde x e y denotam os padrões original
e recordado, respectivamente.

NMSE =

∑n
i=1

∑ν
j=1(xij − yij)2∑n

i=1

∑ν
j=1 x

2
ij

. (12)

Note que a MD-MAM apresentou resultados melhores que a ME-MAM com respeito a ruído do tipo
pimenta e padrões incompletos, mas a segunda apresentou melhor tolerância com respeito a ruído do tipo
sal. Essa observação é uma consequência do Teorema 3. Note também que o canal vermelho é priorizado
pela MD-MAM devido a ordem lexicográfica. Dualmente, a ME-MAM prioriza o canal azul em vista da
operação de mínimo no mesmo esquema de ordem.

Finalmente, gostaríamos de observar que muitos outros modelos de memória associativa, como a classe
de redes de Cohen-Grossberg desenvolvida por Zheng et al. [54], iriam requerer o armazenamento da
ordem de n2 pesos sinápticos para armazenar cada canal RGB num modelo diferente. Em termos computa-
cionais, esses modelos podem alocar mais de 1TB de memória. Todavia, nossos computadores atuais não
possuem tantos recursos disponíveis, o que revela a efetividade das MAMs multi-valores esparsas para o
armazenamento de grandes padrões.

3 Objetivos e Plano de Trabalho

Nesse projeto de pesquisa daremos continuação nos estudos sobre os modelos de memórias associativas
morfológicas para imagens coloridas. Em particular, investigaremos os seguintes itens conforme o crono-
grama apresentado abaixo.

1. Primeiro Semestre - Revisão Bibliográfica:

Existem diversas representações matemáticas para imagens coloridas, além do sistema RGB conside-
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Ruído Pimenta Ruído Pimenta Ruído Sal Ruído Gaussiano Ruído Speckle Padrão
(π1 = 0.1) (π2 = 0.3) (π3 = 0.1) (σ = 0.1) (σ = 0.1) Incompleto
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Figura 2: A primeira linha apresenta versões distorcidas e incompletas das imagens originais mostradas
na Figura 1. As linhas seguintes contem as imagens correspondentes recordadas pela MD-MAM e pela
ME-MAM, respectivamente.

rado na seção anterior. Podemos citar como exemplo o sistema HSV e CIELab [1, 11, 13]. Assim, no
primeiro semestre faremos uma extensa revisão das diferentes representações de imagens coloridas.

Nesse primeiro semestre, também revisaremos os principais modelos de memórias associativas para
imagens coloridas existentes na literatura. Esses modelos serão implementados em softwares mate-
máticos como GNU Octave e MATLAB e serão utilizados para comparação nos próximos estágios
do projeto de pesquisa.

2. Segundo e Terceiro Semestres - Novas MAMs auto-associativas esparsas:

No segundo semestre investigaremos esquemas de ordem para as representações estudadas no item
anterior. Consequentemente, teremos novos operadores morfológicos definidos em termos da equa-
ção (3). Sobretudo, serão demonstrados resultados gerais sobre capacidade de armazenamento, fase
de recordação e pontos fixos das MAMs esparsas obtidas através das equações (7), (4), (9) e (5). Esses
resultados devem ser válidos para as diferentes representações de imagens coloridas. Finalmente, ex-
perimentos computacionais realizados nos softwares matemáticos GNU Octave ou MATLAB serão
efetuados para avaliar o desempenho das MAMs aplicadas para a reconstrução imagens de coloridas
corrompidas com diferentes tipos de ruído.

Gostaríamos de observar que parte dessa etapa já foi realizada e os resultados obtidos foram publica-
dos na referência [48]. Acreditamos, contudo, que o assunto requer um estudo mais aprofundado.

3. Quarto, Quinto e Sexto Semestres - Investigação de outros operadores de dilatação e erosão:

Os modelos de memória associativa desenvolvidos pelo proponente em [47] estão baseados nos ope-
radores de dilatação e erosão definidos em (3). Existem, entretanto, outras formas de definir operado-
res de dilatação e erosão. De fato, Magaros introduziu uma estrutura álgebria chamada clodum que
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unifica diversas abordagens da morfologia matemática, incluindo o caso binário, em tons de cinza e
fuzzy [23]. Resumidamente, um clodum (V,∨,∧, ?, ?′) é uma estrutura matemática tal que:

• (V,∨,∧) é um reticulado completo infinitamente distributivo;

• (V, ?) é um monoid comutativo na qual ? efetua uma dilatação;

• (V, ?′) é um monoid comutativo na qual ?′ corresponde à uma erosão.

Sobretudo, Maragos enunciou a seguinte proposição para dilatações em um clodum:

Propositição 4. Considere um clodum (V,∨,∧, ?, ?′) e seja VΩ o conjunto de todas as funções de

um conjunto arbitrário Ω em V. Um operador δ : VΩ → VΩ é uma dilatação que satisfaz

δ
(∨(

α ?X
))

=
∨(

α ? δ (X)
)
, para todo α ∈ L e X ∈ LΩ, (13)

se, e somente se, δ pode ser expresso através da equação

δ(x)(o) =
∨
ω∈Ω

Hω(o) ? x(ω), para todo o ∈ Ω, (14)

onde, para cada ω ∈ Ω, tem-se alguma função Hω : Ω→ VΩ.

Maragos também demonstrou um resultado dual para erosões em VΩ.

Identificando o conjunto VΩ com o conjunto das imagens multi-valores (que são funções de Ω em um
conjunto de valores V), no último estágio do projeto de pesquisa definiremos MAMs multi-valores
substituindo as expressões em (3) por dilatações e erosões definidas da seguinte forma onde hij ∈ V
e gij ∈ V para todo i, j = 1, . . . , n:

δ(x) =
n∨
j=1

(
hij ? xj

)
e ε(x) =

n∧
j=1

(
gij ?

′ xj
)
. (15)

Para tanto, iremos definir operações apropriadas ? e ?′ em V. Nesse estágio iremos também desen-
volver uma técnica eficiente de armazamento de padrões nas novas MAMs multi-valores. Seguindo
os itens anteriores, resultados teóricos serão investigados e experimentos computacionais serão efe-
tuados.

4 Contribuições e Resultados Esperados

Nesse projeto de pesquisa daremos continuação aos estudos iniciados pelo proponente sobre modelos de
memórias associativas morfológicas (MAMs) para imagens coloridas. Como mencionado na introdução,
modelos de memória associativa foram usados com sucesso em problemas de classificação, previsão e
reconhecimento de padrões. Portanto, esse projeto de pesquisa deve contribuir nessas aplicações. Por
limitações no cronograma de execução, entretanto, nos concentraremos apenas nas aplicações das MAMs
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multi-valores para a reconstrução de grandes imagens coloridas. Desse modo, esperamos obter modelos
com melhores tolerância a ruído e de menor custo computacional.

É importante ressaltar que todos os resultados desenvolvidos terão forte fundamento matemático na
teoria dos reticulados ou em estruturas mais ricas, como a estrutura clodum introduzida por Maragos. Fi-
nalmente, acreditamos que os resultados desenvolvidos nesse projeto de pesquisa possam ser publicados em
pelo menos um artigo de um periódico de circulação internacional como, por exemplo, o IEEE Transactions

on Neural Networks (Qualis A1) ou o Journal of Mathematical Imaging and Vision (Qualis A2).
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