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4a. Lista de Analise I - MA 502

Dados os subconjuntos A, B C R mostre que se A C B entdo int(A) C int(B) e A C B.

Para um subconjunto A C R, mostre que int(A4) C int(A) e int(A) € A. Dé exemplos de subconjuntos

tais que essas inclusoes nao sejam igualdades.

Mostre que int(A) = @) se e somente se A° é denso.

Mostre que int(A¢) = (A)¢ e que A¢ = (int(A))°.

Sejam A e B abertos de R. Mostre que o conjunto A+ B={x+y€R:x € A ey e B} é aberto.

Prove que a uniao de dois fechados é fechada e que a intersecao de dois abertos é aberta. O que acontece

com a uniao de fechados e a intersecao de abertos em geral?
Dé, se possivel, exemplos de:

(a) um subconjunto A C R tal que int(A) # () mas A ndo é aberto;
(b 1
(c

)
) um conjunto A tal que int(A) # int(A);
)
(d) um conjunto A # R que é ao mesmo tempo aberto e denso;
)
)
)

um conjunto A tal que int(A) # A;
(e) um conjunto A # R que é ao mesmo tempo fechado e denso;
(f
(8

um conjunto denso cujo interior é vazio;

conjuntos que nao sao nem abertos nem fechados.
Seja F' C R um conjunto fechado e limitado. Mostre que sup F,inf ' € F.

Mostre, usando a definicao, que as seguintes fungoes f : R — R sao continuas nos pontos a indicados:
=r3ema=0ea=3.

ema = 1.

T

)

)

) 1
)
Sejam as fungbes f,g : A C R — R e a € A. Suponha que f e g sejam continuas em a e mostre,
diretamente a partir da definicdo de funcao continua num ponto, que f + g e f - g s@o continuas em a.

Mostre que toda fungao polinomial f(x) = ag + a1z + ... + a,z™ é continua em R.

Sejam as fungdes f,g: R — R e denote A, B e C respectivamente os conjuntos dos pontos em que f, g e

f + g sao continuas. Mostre que AN B C C. Dé exemplos de funcoes em que AN B # C.

Para a funcao f : R — R seja A o conjunto dos pontos em que f é continua e B o conjunto dos pontos

de continuidade de |f|. Mostre que A C B. Dé exemplo de uma fungéo f em que A # B.

Seja f : (a,b) — R. Prove que o conjunto dos pontos de descontinuidade simples de f é enumerdvel.
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Dado um conjunto compacto C' C R, seja f : C' — R uma funcao continua nesse conjunto. Denote por
f(C) a imagem de f. Mostre que f(C) é um conjunto limitado superior e inferiormente em R. Mostre
que existem x,y € C tais que sup f(C) = f(z), inf f(C) = f(y).

Dé exemplo de uma fun¢ao continua f : R — R e um subconjunto fechado tal que f(F') nao é fechado.
(Compare com o exercicio anterior.)

Seja f : R — R uma fungdo continua. Mostre que o conjunto das solugoes da equacao f(z) = 0 é fechado

e que o conjunto das solugdes da inequacdo f(z) > 0 é um conjunto aberto.

Sejam f : R — R uma funcao continua e zy € R tal que f(zg) # 0. Mostre que existe € > 0 tal que para

todo x € (xg — €, 29 + €) vale f(x) # 0. (Use o exercicio anterior.)

Sejam f,g : R — R fungdes continuas e zy € R tal que f(xo) # g(xo). Mostre que existe € > 0 tal que
para todo x € (xg —&,x0 + ¢€) vale f(z) # g(x). (Use o exercicio anterior.)

Sejam f, ¢ : R — R fungdes continuas. Mostre que o conjunto {z € R: f(z) = g(z)} é fechado.

Seja f : R — R uma fungao continua tal que f(0) = —1 e f(10) = 1. Considere o conjunto A = {z €
[0,10] : f(x) < 0}.Mostre que sup A existe e que f(sup A) = 0.

Sejam f,g : R — R funcgbes continuas. Mostre que Vg € Q, f(q) = g(q), entdo f = g (isto é, Vz €
R, f(z) = g()).

Prove que se f,g: R — R sdo funcdes continuas e D C R um subconjunto denso tal que f|” = g|”, entdo
f=y

Sejam f, g : R — R fungdes continuas tais que f(0) = —1, f(10) = 2w, ¢g(0) = 7 eg(10) = —10. Prove que
existe x € (0,10) tal que f(z) = g(z).

Prove que a imagem de um compacto por uma fungao continua é compacto. Prove que a imagem de um

conexo por uma fungao continua é conexo.

Seja f : R — R a fungdo definida por f(z) = 0 se x é irracional e f(x) = % onde n é o menor inteiro com
x = m/n. Prove que f é continua em todo nimero irracional e que tem uma descontinuidade simples em

cada numero racional.



