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3a. Lista de Analise I - MA 502

Prove que toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Mostre, a partir das defini¢oes, que se a sequéncia (x,) é de Cauchy entdo qualquer subsequéncia (., )
também é de Cauchy.

Dé, se possivel, exemplo(s) de:

(a) Uma sequéncia para a qual nenhuma subsequéncia é de Cauchy.

(b) Uma sequéncia para a qual nenhuma subsequéncia é limitada.

Sejam (z,,) e (yn) sequéncias em R que satisfazem:
Ve > 0,3ng € N;Vn > ng, |2, — yn| < e (1)
Mostre que (z,,) é de Cauchy se e somente se (y,) é de Cauchy.

Sejam (x,,) e (yn) sequéncias de Cauchy. Mostre que as sequéncias (zp, +Yn),(TnYn) € (|zn]) também sao
de Cauchy.

Suponha que uma sequéncia (x,,) de nimeros reais satisfaz
Vn € N; |Zpto — Tnt1| < B|Tnt1 — T, (2)
onde 0 < k < 1. Mostre que (z,,) é de Cauchy. (Sugestao: avalie a distancia |z, — Zp|).

Diga quais dos resultados abaixo exigem, para sua demonstragio, o axioma da completude (axioma do

supremo).

(a) Toda sequéncia de Cauchy converge.

(b) Se uma sequéncia tem limite entao ela é de Cauchy.

d

Toda série absolutamente convergente é convergente.
Se uma sequéncia tem limite entao ela é limitada.

)
)
(c) Se uma sequéncia é crescente e limitada superiormente entao ela é convergente.
(d)
)
f)

(e
(f) Toda sequéncia limitada tem algum ponto de acumulagao.

Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Defina uma nova sequéncia (s,,) por s, = 1 (z1 + ... + 2,). Prove

que (s,) é convergente.

Seja (x,) uma sequéncia. Defina uma nova sequéncia (y,) por Y, = Tnt1 — Zn. Mostre que a série Sy,

converge se e somente se existe lim,,_, o .

Seja (x,) uma sequéncia mondtona decrescente tal que lim,, o 2, = 0. Prove que

S (-1, (3)

é uma série convergente.
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Prove que uma série de termos nao negativos converge se e somente se suas somas parciais estao limitadas.

Seja (x,) uma sequéncia monétona decrescente de termos nao negativos. Prove que Y x,, converge se e

somente se Y 2"x9n converge.

Mostre que a série
o0

1
z; nlogn )

diverge.

Mostre que, se r > 1, a série

— 1
Z n(logn)” 5)

n=2

converge.
Seja (x,) uma sequéncia mondtona decrescente tal que Yz, converge. Prove que lim, o, na, = 0.
Se X, é absolutamente convergente, entdo Y22 é convergente.

Determine se a série Z(lo%)" é convergente usando os testes de Cauchy e D’Alembert.

Dé exemplos de séries divergentes Xz, e Xy, tal que X(z,, + y,) seja convergente.

Dé exemplo de uma série 3, >12, e de uma subsequéncia (z,, ) da sequéncia de seus termos, satisfazendo
cada um dos casos abaixo: B

(a) Zp>12, diverge ¢ Xp>12,, converge.

(b) Xp>12, converge e Xp>12y,, diverge.

O seguinte resultado é devido a Bernhard Riemann (1826-1866): Seja (x,) uma sequéncia tal que a

série Xx, converge mas nao converge absolutamente. Sejam a < b numeros reais. Entao existe uma

reordenacao ) com ¢ : N — N bijetiva) tal que:

liminf s =ae limsup§; = b (6)
k—o0 k—o00
~ k . .. , . -
onde §p = )/ Ty(n) S0 as somas parciais da série reordenada. DICA: As séries de termo geral

pn = 3(|@n] + 20) € qn = 3(|@s| — zy) sdo divergentes.



