Lista Preliminar de Andlise I - MA502 (MM202)

1) Escreva a negagao das seguintes sentencas:

(a) Ve>0,3Inp e Njn>ng = |z, — L| <e.
(b) Ing e N,Ve > 0,n > ng = |z, — L| <e.
(c) Ve > 0,36 > 0;|x —xo| < d = |f(z) — fzo)| < e

(d) Se z > 0 é menor que qualquer outro niimero € > 0 entdao z = 0.

2) Use inducdo finita para provar as seguintes igualdades:

1 1 1 _
(a) Tz tag T+t n-(n+1) — nL—H

1 2 3 n n
(b) 2+ %+ +..+ 4 =2—12
(€) 1+2+3+...+n="04

(d) 1+3+5+...4+(2n+1) = (n+1)?

(e) (Integral ou primitiva de “ordem superior” usando uma unica integragao!) Dada uma fungao continua
f R — R, defina, para cada n € N a fungao

L * n—1
F(x):m/o fu)(x —uw)" ™" du.

Mostre que a n-ésima derivada F(") (z) = f(x).
(Neste exercicio, claro, assuma o teorema fundamental do cdlculo, que néo estd incluido nesta disci-

plina).
3) Use indugédo para mostrar a férmula do binémio de Newton
(a+ b)n _ zn: n a? i (1)
i=0 ‘

! , ’ . . ~
onde (?) = i,(éii), é o nimero de ¢ combinacoes de n elementos.

(Em algum momento serd usada a igualdade: () + (1‘11) = (’fo))

4) Dada uma funcéo f: A - B e X,Y C A. Mostre que f(X \Y) D f(X)\ f(Y). A fungdo f ¢é injetora
se e somente se f(A\ X) = f(A)\ f(X) para todo X C A.

5) Dados conjuntos A, B e C, estabelega uma bijegao entre F(A x B;C) e F(A; F(B;C)).

6) Dada uma familia de conjuntos (A)xer, seja X um conjunto com as seguintes propriedades: 1) para todo
A € L temos que Ay D X; 2) se um conjunto ¥ C A, para todo A € L entdao Y C X. Prove nestas

X = () Ax.
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Refaga o enunciado do exercicio de tal maneira que caracterize agora U Ay,
A€EL

Sejam z,y, z € R, prove que |x — z| < |z —y| + |y — 2|.
Sejam z,y € R, prove que ||z| — |y|| < |z — y|.
Sejam z,y € R, prove que |z| < y se e somente se —y < z < y.
Sejam z,y, z € R, prove que | —y| < z se e somente se y —z < x <y + 2.
Sejama € Ree > 0. Prove que {x: |z —a| <e} = (a—¢,a+¢).
Prove que os ntimeros naturais e os niimeros pares tem a mesma cardinalidade.
Prove que a fungao f : N x N — N definida por
f(n,m) =2""1(2m — 1)
é injetora. Conclua que o produto de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Prove que uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Seja X um conjunto finito nao vazio. Prove que nao existe uma bijecao de X com um subconjunto

préprio qualquer.
Prove que N e Z tem o mesmo cardinal.
Seja X um conjunto enumerdvel e F' um conjunto finito. Prove que X |J F' é enumeravel.

Utilizando as expansdes diddicas do intervalo (0,1) (i.e. representando esses niimeros na base 2), prove

que o cardinal de R ¢é o mesmo que o de P(N).

Seja X um conjunto ndo vazio. Prove que néo existe uma bijecao de X com P(X).



