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Introducao

Nesta aula vamos apresentar exemplos praticos e a teoria sobre a
solucio de sistemas lineares gerais do tipo Ax = b com A € R™*",
com m, n € N qualquer. Depois vamos analisar a resolu¢do dos
sistemas quadrados (m = n), e apresentaremos os sistemas
triangulares e um método numérico para a sua resolucdo.
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Sistema Lineares e Problemas

Onde aparecem, donde vém os sistemas lineares?

@ Intersecdo entre retas, planos.
Problemas associados

@ Determinar os x € IR" solu¢do dos problemas lineares

fl(X) =0
fm(x) =0
onde fi(x) := Z ajjxj — bj é uma funcdo linear em xi, ..., Xp.

Jj=1
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Sistema Lineares e Problemas

Onde aparecem, donde vém os sistemas lineares?

@ Problemas descritos das equagdes ndo lineares fj(x) = 0 onde
fi(x) é ndo linear. Por exemplo:
encontrar x, y, z tais que

sin(x) + 93 +2z-3=0
cos(x) + log(x+y)—4=0
2X4+y—zxy+2=0
@ Na resolugdo de problemas diferenciais do tipo encontrar a
funcdo g(x) tal que: g'(x) + —x - g(x) + xsin(x) = 4x
Aplicando algum métodos numéricos (como Newton para sistemas no
lineares) para resolver os problemas em cima aparecem sistemas lineares

que necessitam de ser resolvidos. Estes métodos numéricos vao ser
analisado nesta disciplina em aulas seguintes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais

Dados b € R e a matriz A € IR™*" de m linhas e n colunas, o
problema de determinar x € IR" tal que Ax = b,
é chamado sistema linear de m equacgdes e n incégnitas. O vetor

X1 by
X = : é chamado solugdo do sistema linear, o vetor b =

Xn bm
é chamado vetor independente, e enfim A = (ajj)i=1,....m, j=1,..,» também
indicada com

al ain ain

ani ann arn
A= o oo e e ]

am1 am? amn

¢ chamada matriz dos coeficientes do sistema linear Ax = b.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais - R
3o de Sistemas Linea

Vetores e vetores transpostos

¥l
Z

@ Um vetor z = . ¢ chamado vetor coluna de n elementos.
Zn

@ Unvetorw=(wy w, ... w, ) échamado vetor linha de n

elementos.

@ Uma sequéncia x = (x;)i=1,....n € chamado simplesmente vetor de n
elementos.

@ Dado um vetor y denotaremos com y! o vetor transposto de y,
ent3o se z for um vetor coluna de n elementos
zt = ( Z1 Zy ... Zp ) € um vetor linha de n elementos.

wi
w2

Vice-versa se w for um vetor linha de n elementos ent3o wt =

é um vetor coluna de n elementos.

MS211 - Calculo Numérico Aula 8 - Sistemas Lineares 7 /33



Teoria dos Sistemas Lineares Gerais - . .
Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Matriz transposta

A transposta de uma matriz A = (a;) € R™*" , indicada com A*
€ a matriz de dimens3o n X m obtida transferindo cada linha i/ na
coluna i ou seja

all azl e e aml
212 322 ... ... am2

A= | c R"XM

ain Aan - ‘e amn
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais . - . .
olugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores linearmente independentes

Dados dois vetores y,z € IR" de n elementos, diremos que sdo
linearmente independentes se nao existir algum o € R, « # 0 tal
que y = az.

Diremos que dois vetores y, z sdo linearmente dependentes se
existir um o € IR, # 0 tal que y = az.

Um conjunto de k vetores {¥;}i=1.. x C IR", se diz linearmente
independente se uma combinac¢3o linear deles é nula somente se as
constantes que multiplicam os vetores sdo todas nulas. Ou seja se
Zf-;l «;v; = 0 acontece somente se o; =0 porcada i =1,..., k.

.. k — ~ ~
Se existir algum «; # 0 para que > ;_; a;¥; = 0 os vetores ndo sdo
linearmente independentes

Exemplo de trés vetores linearmente independentes: (1 2 3),
(455),(111)

Outros vetores lin. indep. : (1 2 3)%, (456)", (112)*
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais - . .
Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores n3o linearmente independentes (linearmente
dependentes)

@ Se existir algum «; # 0 para que Zf-‘zl a;jv;i = 0 os vetores
nao sao linearmente independentes, ou seja sdo linearmente
dependentes. Podemos exprimir um vetor deles como
combinacdo linear dos outros.

@ Exemplo de trés vetores ndo linearmente independentes :
p=(123), ,=(455), 3m=(—-1 —0.5 0.5).

S3o lin. dependentes porque o terceiro vetor é obtido como a
combinacdo dos primeiro dois:
V3 =1 — %\72. Note que cada dupla destes trés vetores é em
vez linearmente independentes.

MS211 - Calculo Numérico Aula 8 - Sistemas Lineares 10 / 33



Teoria dos Sistemas Lineares Gerais . . .
Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores linearmente independentes e o Determinante da

matriz associada

Proposicao

n vetores linha £;, com i = 1,...,n, sdo linearmente independentes
4

se e s6 se a matriz A = : tem determinante ndo nulo
ly

Proposicao

n vetores columna ¢; com | = 1,...,n s3o linearmente

independentes se e s6 se a matriz A = ( Ci -+ GCp ) tem

determinante n3o nulo.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais

Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulare:

Matriz nao singular

Uma matriz quadrada A € R™*" diz se ndo singular se tem n linhas (ou
colunas) linearmente independentes.

Proposicao

Se uma matriz A € IR"™" tem n linhas linearmente independentes ent3o
tem n colunas linearmente independentes (e vale o vice-versa também).

Proposicao

A c IR"™" é ndo singular se e s6 se o determinante da matriz A é n3o
nulo, det(A) # 0.

A c R™" é njo singular <=
as n linhas (ou colunas) sdo lin. independentes <= det(A) # 0
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais . . .
Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares consistentes

Um sistema linear diz-se consistente se admite pelo menos uma solucio.

Exemplo de sistemas consistentes

2x+4y = 6
x—y = =1 admite solucio (x,y) = (3, %).
2x+y = 2
{ x—2y = 0 admite solugdo (g, 5)-
W

Exemplo de sistemas nao consistentes

' 2x+4y = 1 x+ay = 1
Os sistemas { X —y = -1 ; 42 _ 5
2x+y = 2 Y=

ndo admitem solugdo, ndo sio consistentes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais

Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Posto de uma matriz

Denotamos com (A|b) a matriz que se obtém colocando o vetor b ao
lado das colunas de A. Para saber se Ax = b admite solugdo é necessario
conhecer o posto (ou rank) das matrizes A e (A|b)

Definicao

Chama se posto (ou rank) de uma matriz A € IR™*" o numero maximo
de linhas linearmente independentes (ou equivalentemente de colunas lin.
indep.) de A. E denotado com posto(A).

1 2 3
2 4 6 .. . .

A= 3 5 5 tem no maximo 2 linhas linearmente
6 10 10

independentes, posto(A) = 2, as duplas de linhas:
(1,2,3),(3,5,5)e(2,4,6),(6,10,10) sdo lin. independentes.

Note que se A € R™*" entdo posto(A) < min{m, n}.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais - . .
Resolug¢do de Sistemas Lineares Retangulares

Verificar se um sistema é consistente usando o posto

Proposicao

O sistema Ax = b é consistente (admite pelo menos uma solucdo) se e sé
se: posto(A) = posto(A|b)

2x+4y = 6 2 4
Exemplo: X—y = -1 tem A= 1 -1 com posto 2,
2x+y = 2 2 1

porque cada dupla de linhas é linearmente independente. Nao tem 3
linhas lin. indep. Porque note que a (2 ,1) =0.5(2 ,4) + (1 ,-1), por
isso 0 maximo numero de linhas lin. indep. é dois.

2 4 6
Também a matriz (A|Jp)=| 1 -1 —1 | tem posto 2, note que
2 1 2

(2,1,2) =0.5(2,4,6) + (1,-1,-1).
Este sistema é ent3o consistente, ouseja admite solugdo: x = % y = %.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m > n)

Ax = b com A€ R™" b e R™, incégnita x € R"

Se m > n O sistema tem mais equacoes que incognitas,
pode admitir solucdo somente se:
tem pelo menos m — n equag¢des que podem ser deduzidas das
outras.
Ou equivalentemente se tem no maximo n equa¢des
linearmente independentes, ou seja se posto(A|b) < n.

Depois temos sempre de verificar se

posto(A) = posto(A|b) para ter a certeza de ter solucao.
Se r := posto(A) = posto(A|b) < n, teremos 00"~ " solugdes.
Se temos em vez posto(A) = posto(A|b) = n, temos uma
tnica solugdo.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m > n), Exemplos

2x+4y = 1
o x—y = —1 tem m = 3, n = 2 n3o admite solu¢do porque
2x +y = 2
2 4 1
(Alb) = 1 -1 -1 tem determinante n3o nulo, por isso posto(A|b) =3 > n
2 1 2

logo o sistema n3o pode admitir solugdo.

2x + 4y = 6
o x—y = —1 admite uma dnica solu¢io porque posto(A|b) = posto(A) = 2.
2x+y = 2

A solugo (x,y) = (3, 3)-

2x + 4y = 1
o X+ 2y = 0.5 tem posto(A|b) = 2 = n mas este ndo me garante de ter solug3o, verificando
—x —2y = 2

temos posto(A) = 1 # posto(A|b), por isso ndo temos solugdes.

2x + 4y = 1
o x + 2y = 05 tem posto(A|b) = 1 < n e sendo também que posto(A) = 1 entdo o
—x =2y = —0.5

sistema admite infinitas solu¢des (00271 = oot solugdes),

s3o todas aquelas do tipo (—2y + 0.5, y) para cada y € IR.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m < n)

Ax = b, com A€ R™", b e IR™, incégnita x € R"
Se m < n O sistema tem mais incégnitas que equacdes.
Se admitir solu¢do (ou seja se posto(A) = posto(A|b)) admite
infinitas solu¢cdes, em aprticular admite co”~" solu¢bes onde
r = posto(A) = posto(A|b).

Isso porque r sera sempre menor de n, sendo que vale (ver
slide 15) r < min{m,n} = m < n.

Notamos que se posto(A) = m necessariamente também
posto(A|b) = m e por isso o sistema admitird neste caso
sempre oo~ solugdes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m < n), Exemplos

o 2x—y+z = =2
—-3x+y+2z =1
: 2 -1 1
m=2,n=3,amatriz A= 3 1 2 tem posto r =2=m

e também posto(A|b) = 2 entdo o sistema é consistente e tem
00"72 = ool solugdes do tipo (1 + 3z,4 + 7z,z) por cada z € IR

2x—y+z = -2
{ —4x 42y -2z = +4
admite oo? solugdes porque r = posto(A) = posto(A|b) = 1. As
solugdes sdo do tipo (x,y, —2 — 2x + y)

2x—y+z = =2
{ —4x 42y -2z = 43
é inconsistente (ndo admite solu¢do). Isso porque posto(A) =1 e
posto(A|b) = 2.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares com m = n

Ax = b, com Ac IR™" b,x € R"

Se m = n Sistema com n equacdes e n incognitas
Teremos sempre posto(A) < posto(A|b) < n
o Se det(A) =0
e Se posto(A) < posto(A|b)
o sistema n3o admite solu¢do (sistema inconsistente).

e Se r = posto(A) = posto(A|b)
o sistema admite co"~" solugdes onde r := posto(A).
Note que neste caso sendo det(A) = 0 temos necessariamente
que r < n porque nao temos n linhas lin indep
o Se det(A) #0
O sistema admite uma unica solu¢do e tem posto(A) = n.
Note que det(A) # 0 <= posto(A) = posto(A|b) = n
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares com m = n, Exemplos

x+2y -3z =1
° —2x—y+2z = 1 nao admite solugio.
—x+y—z =1

Note que posto(A) = 2, porque a ultima linha de A é obtida como
soma das primeira duas.

2 31
Em vez posto(A|b) =3, porquedet [ —1 2 1 | =-1#0
1 -1 1
x 42y—-3z =1
° —2x 43y +2z = 2
Ty —4z = 4

admite oo! solucdes.
Porque det(A) = 0 e posto(A) = 2 = posto(A|b) porque a ultima
equacido é igual a soma 2*(eq.1)+(eq.2).
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais ~ . .
Resolucdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares com m = n, Exemplos...

x+2y -3z =1
° —2x+4+3y+2z = 2
—X+y+z = 3

admite uma dnica solugdo porque det(A) = —4 #0
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Métodos Diretos para a resolucao de sistemas lineares

Chamamos método direto para a resolucdo de um sistema linear:

um método (ou regra) que num numero finito de passos permite
de obter a solucdo exata do sistema linear.

Esta solugdo é exata na aritmética infinita (sem usar algum tipo de
aproximag3o).

Um método direto é por exemplo a regra de Cramer.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Regra de Cramer

Dado o sistema Ax = b com A€ R™" e b € IR", com det(A) # 0
podemos achar a solugdo x € IR" usando a seguinte regra
(formula) chamada Regra de Cramer:

o det(Aj)

Xj = det(A),porcadajzl...,n

onde A; € IR"*" é a matriz obtida de A substituindo a coluna j de
A, (ajj)i=1,..,n, cOm o vetor b.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

X+2y+3z=2
Exemplo: 2x—y—2z=2
x+z=0
1 2 3
Note que a matriz A= | 2 —1 -2 |, tem det(A) = —6.
1 0 1
b= (22 0)! e o vetor das incégnitas é X = (x, y,z)" € R®. Aplicando
Cramer:
2 2 3 1 2 3
2 -1 -2 2 2 =2
0o 0 1 —6 10 1 —12
X=——"F—"x—=—=1Ly= = =2
det(A) —6 det(A) -6
1 2 2
2 -1 2
1 0 0 6 1
~ det(A) -6

Note que usamos a notagdo |B| := det(B).
Se computassemos o determinante usando formulas diretas entdo a regra

de Cramer sera um método direto.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Regra de Laplace

ail sen=1
n

det(A) = Z(—l)i+ja;j det(A;) sen>1
j=1

Onde A;; € IR""2*"~1 ¢ a matriz que se obtém eliminando a linha
i e coluna j de A.

A regra de Laplace é direta portanto usando ela dentro a regra de
Cramer obtemos um método direto.
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Resolugdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Sistemas Triangulares

Seja Ax = b um sistema linear de dimens3o n
(ou seja com Ae R"™" e b€ R")

Definicao
Ax = b diz-se:

sistema triangular superior <= a; =0, Vi,j=1,...,ncom i > j

sistema triangular inferior <= a; =0, Vi,j=1,...,n comi < j

As associadas matrizes se dizem respectivamente triangular superior ou
triangular inferior.
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Resolugdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Propriedades dos sistemas triangulares

@ A transposta de uma matriz triangular superior é inferior, e
vale também o vice-versa, a transposta de uma matriz
triangular inferior é superior.

@ As matrizes diagonais, ou seja tais que a;; = 0 por cada i # j,
sdo triangulares inferiores e superiores ao mesmo tempo.

@ O determinante de matrizes triangulares é igual ao produto
dos elementos diagonais

n
det(A) = H Qjj *= a1 ¥ a» x---%xapp
i=1
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Resolugdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Exemplos

x 42y +z=2

° y —z=1 & um sistema triangular superior
z=-2
x=2
° 2x —y =1 é um sistema triangular inferior
x+3y+4z=0
X+z=2 1 0 1
° y+4z =1 ¢é triangular superior, A= 0 1 4
—3z=2 0 0 -3
x =2 1 0 O
° x+4y =1 é triangular inferior, A=| 1 4 0
—y =2 0 -1 0
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Resolucdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Resolucdo do sistema com matriz triangular superior nao singular

auxi + apxe +  aizxz + + ainxn =b
axnxp + axsxz + + axnXn = by
An—1n—1Xn—1 + @n—1nXn = bp_1
dnnXn = b,

Para poder resolver o sistema precisamos que A seja n3o singular
n

det(A) = ] ai # 0.
i=1

Portanto precisamos que: a; #0Q paracadai=1,...,n.
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Resolucdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Método direto para sistema triangulares superiores

+ ainXxn
+ aznxn

sy

ajixy + aipxy + a13x3 +
apxy +  axsxz +

ap_1n—1Xp—1 + ap—1pXn = bp_1
annXn = by

Comega obtendo x, da lltima equagdo e depois x,_1 da pendltima, até chegar a obter x;
b,
Passo 1: aynx, = b, — x, = —, porque a,, # 0;
ann
Passo 2: Usamos a equagdo n — 1 do sistema, e x, do passo 1 para obter
bn—l — dn—1n " Xn )

1

Xp—1 =
dn—1,n—1
n
bn k41— g An—k+1,j " X
Jj=n—k+2
Passo ki Xp—k+1 = n
an—k+1,n—k+1
by — E aij + Xj
. . ~ Jj=2
Passo n: Usando a primeira equagdo: x; =
a1
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Resolucdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Algoritmo

Require: n, A= (a;), b= (b))

1. xXp = bn > 1 divisdo
ann
2: k=n
3: for k > 1 dO > Ciclo termina quando k = 1, tem n — 1 iteragdes, este k é o kgicjo
4: k < k - 1 > atualizagdo do indez é desconsiderada na conta das opera¢des
5: soma = by
6: j=k
7 for j < ndo
8 > Ciclo termina quando j = n, tem n — k = n — (kgjcjo — 1) = n — kejcjo + 1 iteracdes
9 J—Jj+1
10: soma = soma — aijJ' > uma soma(subtragdo) e uma multiplicagdo
11: end for
b — Z K%
12: XK = %Za > xg = % > uma divisio
13: end for
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Resolucdo de Sistemas Triangulares: método direto

Sistemas Triangulares

Nudmero de operacdes do algoritmo

Ndmero de operacdes (flop) :

en divisCes

1
O n—kio+tl= > n—k=1+2+3+...+(n=-2)+(n—1)=
Keiclo=n k=n—1

1
-1

Zj = % adicoes

j=1

142434+ ...+(n-2)+(n—-1)= ZJ—;mumplicagaes

Numero total de operagdes: n(n — 1) + n = n® operagdes.

Custo computacional é da ordem O(n?).

Usamos a regra de Gauss 1 +2+3+ ...+ n= M

Qual é o algoritmo no caso de resolver um sistema triangular inferior?
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