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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Métodos do ponto fixo

Um método iterativo do tipo xxk+1 = p(xx) é chamado método do ponto
fixo, ou também método iterativo simples. O método de Newton é um
método ponto fixo. E facil construir um método do ponto fixo, dada uma
qualquer fun¢do ¢(x) e um ponto xg pode sempre construir o método :

x1 = p(x0) — x2 = @(x1) —> Xk = (k1) — Xky1 = P(x%k) —> -+

Porém pode ndo convergir...
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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo

Teorema

Seja | = [£ — ¢,& + c] um intervalo centrado num ponto fixo & de
. Se valem as seguintes condicées:

i) @ e a sua derivada ¢’ sdo funcées continuas em |;

i) AM >0 tal que |¢'(x)] <M <1Vxel;

iii) xo € I
entdo a sucessdo {xx} gerada de ¢ (ou seja com xx = p(xk—1))
converge ao ponto fixo & (k||_>rr;O xk =§).

O intervalo / é chamado intervalo de contracdo.
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo
Demonstracdo.

Provamos o teorema em dois passos

@ Se xg € | entdo cada x, continua a estar em /, Vk > 0 x, € /.
Q Ilim xx=¢
k—o00
Seja x, € | usando a expansdo em serie de Taylor de ¢ obtemos:
X1 — & = p(xi) — ¢(§) = ¢’ () (xk — §) com
ck € [min(xk, &), max(xx, &)] C /.
Portanto |xk+1 — &| = |¢/(ck)||xk — &|, e por a hipétese ii) |¢'(ck)| < 1,
obtemos |xx+1 — &| < |xk — &| e entdo xk+1 é mais perto a & respeito a xk
e continuard portanto a estar no intervalo /, xx11 € [.
Provamos agora o ponto 2. Usando ii):
e — €] = li(x0) — 9(&)] = [ (co)l[x0 — ] < Mixo — €]
e — & = ¢/ (c1)llxe — €] < Mxa — €] < MP|x0 — €|
No passo k temos |xx — &| < M¥|xo — &|. Agora sendo por hipStese que
0 < M < 1 obtemos que lim |xx — & < lim M¥|xp — £| = 0 e portanto
k—o00 k— 00

lim x, = €. O
k—o00
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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
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Estimativa do erro ao passo k + 1

Teorema da Estimativa do erro do método do ponto fixo
Com a hipoteses i) ii) iii) do teorema anterior vale que

Ixk — €| <
contracao I,

T |xx — xk—1| onde lembramos que no intervalo de
d(x)<M<1,Vxel

Demonstracao.

Usando que xx = ¢(xx—1) e que ¢(&) = £ obtemos

X — €] < X — Xiera] + Pagr — €| < Mxie — xie—1] + Mxe — ¢
Portanto (1 — M)|xx — &| < M|xx — xx_1| esendo 1 — M >0 e
dividindo por 1 — M temos a tese. [
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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
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Determinar x, que satisfaz |xx — &| < ¢

Notamos que o critério de precisdo
I — ¢l <e (1)
ser3 satisfeito se, usando a estimativa da slide anterior, temos

M

‘Xk_£‘<1_M

‘Xk — Xk_1| <e€ (2)

- M
Por ter a relagdo ey

v |xk — xk—1] < € satisfeita temos de verificar a

seguinte condicao
1-M
‘Xk — Xk—l‘ < T(‘f (3)

Ent3o
(3) = (2) = (1)
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Achar um zero de f usando o método do ponto fixo
Xkv1 = ©(Xk)

Dada a fungdo f cujo zero £ é incdgnito, é possivel encontrar uma
outra fungdo ¢ tal que o método do ponto fixo xx+1 = ©(xk)
converge ao zero £ de 7

Primeiro, podemos afirmar que é sempre possivel encontrar uma
funcdo ¢ cujo ponto fixo é o zero de f. Por exemplo:

©(x) = x — f(x) é tal que

p(x) =x < f(x)=0 (1)

Um ponto fixo desta ¢ é portanto sempre um zero de f e,
vice-versa, cada zero de f é um ponto fixo de .

Existem na verdade infinitas fun¢des ¢ que satisfazem (1), por
exemplo todas aquelas do tipo ¢(x) = x — A(x)f(x),

com A(x) ndo nula (ou seja com A(x) # 0 Vx).

Mas, n3o todas as ¢ sdo tais que o método do ponto fixo associado
Xk+1 = ©(xk) convergel
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Procurar o zero de f com o método do ponto fixo

N3o sempre ¢(x) = x — f(x) é a escolha melhor para construir o método.
Porque uma ¢ (til tem de ser tal que o método do ponto fixo

Xk+1 = p(xk) converge, além de satisfazer que p(x) = x < f(x) =0.
Por exemplo, f(x) = x2 + x — 6, tem dois zeros & = —3 e & = 2.

Se usdssemos a ¢;1(x) = x — f(x) = 6 — x2, tem como ponto fixos &1, &,
mas se aplicamos o método do ponto fixo a sucessdo {xx} com xp =1
diverge: x; = ¢1(x) =6—1=05, xp = p1(x1) = —19, x3 = —355, ...

y=x

A1
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Escolha da funcdo ¢ do método do ponto fixo, por achar
os zeros de f(x) = x*> +x —6

Pelo teorema anterior temos de encontrar um intervalo / centrado no
ponto fixo e tal que |¢'(x)| < 1,Vx € | e depois podemos pegar um
qualquer xg € /.

Analisando a derivada de ¢1(x) = 6 — x2, obtemos ¢} (x) = —2x.
Portanto [¢/(x)| <1 <= [2x| <1 <= |x| <} <= -1 <x< 1l
Ent3o com ¢1(x) ndo podemos chegar a nenhum zero, porque o seu

intervalo de contragdo é }—5, % [ mas ndo contem algum zero de f.
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Escolha da fun¢do ¢ por achar o zero positivo de
f(x)=x>+x—6

Consideramos agora p2(x) = v/6 — x, que é definida por x < 6.

Esta fungdo satisfaz a condi¢do (por x > 0): ¢(x) =x < f(x)=0.
Isso porque se pa(x) = /6 — x = x entdo x > 0 e vale po(x) = x <=
6—-x=x}x>0 <= x>+x—-6=0,x>0 < f(x)=0,x>0
ou seja ¢, é uma candidata fungdo para um método do ponto fixo para
procurar o zero positivo £, =2 de f.

Verificamos se 52 estd num intervalo onde |p5(x)| < 1:

()] = 2ﬁ<1<=>ﬁ>f —

6_X>Z e X<T:5'75

Ent3o o intervalo de contragdo de ¢, é [ = [0,5.75] que por sorte
contem o zero & = 2, por isso se pegamos um xp € / podemos ter a
convergéncia do método do ponto fixo xx11 = /6 — xx ao zero & = 2 de
f(x)=x>+x—6.
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

w(X)\

Xo %&% X

Xo = 1.5, X1 = (pQ(X()) =+46—15=~2.12132

X = \/6 — X1~ 1.96944, X3 = \/6 — X 2.00763,
.., X7~ 2.00003, ... lim x, = 2.

k—o00
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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
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Escolha da funcdo ¢ por achar o zero negativo de
f(x)=x>+x—6

Qual é a ¢ para achar o zero negativo £ = —37

Notamos que ¢3(x) = —v/6 — x é definida por x < 6, e toma sempre
valor negativo por isso xx = @3(xkx_1) serd sempre negativo.

(3 serd uma candidata fungad que define o método do ponto fixo para
achar o zero negativo de f se existir um intervalo / que satisfaz
lp3(x) < 1.

Esta dltima condi¢do (|¢5(x)| < 1) é satisfeita por x < 5.75 (por aquele
visto na slide 11), portanto podemos considerar um qualquer
I C] — 00, 0[. Por exemplo [ =[—10,—4].

MS211 - Calculo Numérico — turma C Aula 7 - Métodos do Ponto Fixo e de Newton 13 / 26
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Com xp = —5, obtemos x; = —v/6 + 5 = —v11 = —3.3166,
Xo = —/6 — x; = —3.0523, x3 = —3.0087, x4 = —3.0015, klim X = —3
—00

1 /A
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Método do Ponto fixo para achar os zeros da fungdo f Resumo da Aula anterior
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Algoritmo do método do ponto fixo para procurar um zero
de f
Inicializacdo | xp com controle que estd num intervalo de contracdo

. 1. xkr1 = o(xk);
Repetir 2 k=k+1:
Até Verificar o critério de paragem

Dois critérios de paragem do algoritmo s3o possiveis:
i) Xk — xk—1] < €1
i) |f(x)] < ez

Note que pelo Teorema da estimativa do erro (slide 7),

@ se queremos |xx — &| < & e conhecemos M < 1 tal que |¢'(x)| <M
no intervalo de contragdo que contem xg e £ € suficiente parar

quando |xk — xk—1| < &, ousseja usar

M
1-M
1-M

M

Ik — xk—1] < €
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Ordem de Convergéncia dos métodos do ponto fixo

Teorema

Seja {xx} a sucessdo obtida pelo método do ponto fixo

Xk+1 = @(xk) suposto convergente (ao ponto fixo &) e seja

ex = |xx — &| o erro ao passo k do método respeito o ponto fixo £
entdo vale que

. €k+1 /
| e
Jim = = 1#(€)]

Demonstrac3o.

Por cada k existe um valor ¢, € (min(xk, £), max(xk,&)) tal que

k1 = |Xkt1 zél = [p(xx) = 2(E)| = |¢'(ci)lIxk = &l = 1" (ck)l ex-
Porisso lim — = lim |¢(ck)| = |¢/(€)]. O
ek k—00

k— 00
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Métodos do ponto fixo, lineares e mais que lineares

@ Os métodos do ponto fixo convergentes se satisfazem |¢'(£)| < 1
sdo pelo menos lineares, ou seja tem ordem de convergéncia > 1

@ O método do ponto fixo serd linear se 0 < |'(£)| < 1 e serd mais
que linear se ¢/(§) = 0.

o Ter /(&) = 0 significa que obtemos e, 1 = 0 - e por k
suficientemente grande. Isso porque pelo teorema anterior se o
. . o €kl
método convergir entdo lim ——+ = |¢'(£)| = 0.
k—oo €
@ Um tal método (com ¢’(£) = 0) converge mais rapidamente dos
métodos lineares. Isso porque os métodos lineares satisfazem
. (S A ~
lim 2 — Ccom0< C < 1, e tém entdo ex41 ~ Cey.
k—oo €
@ Os métodos de ponto fixo convergentes mais rapidos sdo ent3o

aqueles que tem ¢'(£) = 0, com & um ponto fixo de ¢.

@ O método de Newton satisfaz ¢'(£) = 0.
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Método de Newton

Método de Newton (ou de Newton-Raphson)

Dada uma fung3o f com zero em £ e tal que f'(§) # 0

@ O método de Newton para procurar um zero £ da funcdo f é um
método do ponto fixo associado a uma ¢ do tipo

o(x) = x + A(x)f(x) tal que ¢'(§) = 0.
@ Deduzimos o método do Newton, determinando uma A(x) para que
¢'(€) =0
Sendo que f(§) = 0 temos que
¢'(§) = 1+ A (€ (&) + AE)F'(§) = 1+ A(§)F'(€) por isso se ¢'(§) =0

entdo necessariamente A(§) = —%. O método de Newton usa
1 ' f
A(x) = ) ousseja é associado a ¢(x) = x — f/(();))

Portanto o método de Newton é

_ f (%)
Xk4+1 = Xk — f’(xk)
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Método de Newton

Interpretacao geométrica do método de Newton

f(x 0—f(x
— /( k) obtemos que M
F'(xk). X1 — Xk _
portanto xxy1 € a abscissa do ponto de interse¢cdo com o eixo das x
(v = 0) da reta passante por (x, f(xx)) com inclinagdo f'(xx), ou seja é
a solucdo x do sistema

De xx11 = xxk = f'(xx)

—f
y = flx) = f'(xx) (equag3o da reta por (xx, f(xx)) com inclinagdo f’(xk)]
X — Xk

y=0 (equac3o do eixo das x)

f (xx)
£ (%)

— Xkr1 = X = Xk —
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Método de Newton

Interpretacao geométrica do método de Newton

Xkt+1 € a intersecdo com o eixo das x da reta tangente a f(x) no
ponto Xj.
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Método de Newton

Convergéncia do Método de Newton ao zero de f

Teorema de Convergéncia

Sejam f, ', f"" continuas num intervalo | centrado no zero £ de f, e se

Q (§) #0,
‘f(x)f”(x)
Q@ J0<M< 1 tal queVx € I:

TR =) <M<,

QXOEI

f(xx)

entao o método de Newton xy11 = xx —
£ (x«)

@ converge ao zero &, lim x, =&
k—o0

@ Se f"(&) # 0 tem ordem 2 (ordem quadratica), ou seja vale que

. €
lim =L =C>o.
k—00 €
" < o . €k+1
@ Se f""(£) = 0 o método tem ordem superior a 2, lim —5= =0
k—o00 €l
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Método de Newton

Exemplo: Determinar um intervalo de contracao

Seja f(x) = x> —9x + 3,

Qual intervalo de contrac3o contem um zero de 7
Sendo que f(2)f(3) <0 e f/(x) =3x?> — 9> 0 por x > /3~ 1.732
entdo existe um dnico zero ¢ de f em [2,3]. Notamos que f'(x),
f(x) = 6x sdo continuas. Agora sendo & € [2,3] e f'(x) > 0 em [2,3]
obtemos (&) # 0.

FO)f"(x)

F(x)?
<1 < |6x* —54x2 + 18x| < 9x* — 54x2 + 81.

Verificamos se em [2, 3] temos |@)ynion(X)] = ‘ <1

|(x® — 9x + 3)6x]
(3x2 —9)2

Notamos que 6x* + 18x < 9x* + 81 por todos os valores x € [2, 3]

porque sempre teremos 6x* < 9x* e 18x < 81 em [2,3].

Ent3o temos 6x* — 54x2 + 18x < 9x* — 54x2 + 81 em [2,3].
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Método de Newton

Mas 6x* — 54x? 4 18x > —9x* + 54x? — 81 ndo vale sempre em [2, 3].
Por exemplo por x = 2 obtemos 6x* — 54x2 4+ 18x = —84 e

—Ox* +54x% — 81 = —9.

Em vez em [2.5, 3] teremos sempre que

6x* — 54x2 + 18x > —9x* + 54x% — 81.

Isso pode ser verificado, se provamos que

g(x) = 15x* — 108x* 4 18x + 81 > 0 por cada x € [2.5,3].  (2)

Note que g(2.5) > 0 e g(3) > 0 mas isso ndo me garante que g seja
positiva em [2.5, 3].
Mas se for g’(x) > 0 em [2.5, 3] (ou seja g é crescente) entdo
satisfazeremos (2).
Analisamos g’(x) = 60x3 — 216x + 18, se for sempre positiva entdo g
sera crescente. Analisamos g”’(x) = 180x? — 216 notamos que é uma
pardbola que toma valor nulo em x = £216,/180 = +1.2, e que serd
positiva para x > 1.2 e entdo g”(x) > 0 em [2.5,3].
g"[’zm (x)>0— gl’[zm é crescente — g"p“] (x) > g’(2.5) =4155 >0 —
— 8|55 € Crescente — g|, . (x) > g(2.5) = 36.9375 >0 — g, , > 0.

2.5,3]
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Método de Newton

Por isso se escolhemos xg € | = [2.5,3] 0o método de Newton satisfaz as
condi¢des 1,2,3 e por isso convergird e terd ordem 2.
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Método de Newton

Exemplo: aplicagdo do método de Newton

Usando xo = 2.5, e critério de saida |f(xx)| < 10~* obtemos com
f(x) =x3—-9x+3, f/(x) =3x2-0:

£(2.5)
_ 25 ~2.897, f(x1) = 1.24
X =25 5o~ 2897, £(x) 77
f
xo = xt — 109) 5 82036, F(xs) = 0.051175

f'(x1)
X3 = Xp — fo)
3 — X2 f/(XQ)
. fx)
T Fl)

~ 2.81692, f(x3) = 1.0024 - 10~*

~ 2.81691, f(xq) = 3.8756 - 10710
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Método de Newton

aplicacao gréfica do método de Newton

10 T T T
y=0
8l
y=x"3-9x+3=f(x)
6

I y=f(x0) + f(x0)(x-x0)  reta tangente a f em x0

[ y=f(x1)+ f(x1)(x-x1) reta tangente a f em x1

21 23 25 27 29 3.1 33
X
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