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Método da Secante

Método da Secante

Este método usa duas aproximagdes xx_1 € x, do zero de uma fungdo f
para poder achar uma aproximag¢ao melhor x,1. A aproximacao é obtida
através a intersecao com o eixo das x da linha “secante” que passa pelos

pontos (xk—1, f(xk—1)) € (xk, f(x«))

f (z—1)

f(zk)

i i
T T
T—1 Tk \ 0 P

Th+1

Notamos que este método ndo usa, diferentemente da bissecdo e falsa
posicdo, os extremos do intervalo [a, b] onde é procurado o zero.
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Método da Secante

Formula do Método da Secante

A iteracdo k + 1 do método da secante, ou seja xx+1, € obtida portanto
como a solucdo x do sistema

— flx,_ f — f(xk—
y = f(%-1) = (x) = Fa1) (equagdo reta secante)
X — Xk—1 Xk — Xk—1 — Xk+1 = X

y=0 (equagdo do eixo das x)

Temos quatro possiveis expressoes de Xxi1

oy — F (i) X1 — F(Xi—1) Xk s — fOx—1)xk — F (i) Xk—1 O
" f(x) — f(xu-1) ' * f(xk—1) — F(xk)
Xk — Xk—1 @)

Xk+1 = Xk—1 — f(kal)m

X1 = Xk — f(Xk)m (3)
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Método da Secante

Observacoes

@ Note como as formulas (1) do método da secante s3o
similares aquela da falsa posicdo

@ Onde evitar erros de cancelamento subtrativo que acontecem
com estas formulas (1) quando xx ~ xx_1 preferem-se usar as
formulas (2) ou (3).
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Método da Secante

Algoritmo e critérios de precisdo (ou de paragem)

Inicializacao Xo, X1 dados de input

1 xppr = xk — Flxg) ok Z 21
Repetir -k FOx) — F(xk—1)’
2. k=k+1;
Até Verificar o critério de paragem

Dois critérios de paragem do algoritmo s3o possiveis:
I) |Xk — Xk,1| <e
i) |f(x)| <e
@ O critério i) garante a saida do algoritmo quando duas iterag3es
sucessivas sao préximas a menos de €, isso porem nao garante que
|xxk — z| < e. Mas se for € muito pequeno e temos garantia da

convergéncia (ver teorema na pégina 9), é esperdvel que, satisfeito o
critério i), o xx seja préximo do zero.

@ O critério ii) pode ser usado com o critério i).
E também possivel usar dois € diferentes, por exemplo
|Xk — Xk,1| <107%e |f(Xk)| <1072
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Método da Secante

Procurar o zero de f(x) = xlogx — 1 em [2, 3]. Sabemos ja que em [2, 3]
existe um dnico zero de f, escolnemos 0 xg = 2 e x; = 3, poderia
também ter usado xp = 2 e x; = 2.5, porque a escolha é livre, porem no
teorema a seguir vamos ver como é importante usar xg, x; perto de zero.
Com xp = 2, x3 = 3, e usando como condi¢3do de paragem

(Ixk — xk—1| < &1 e |[f(xk)| < &2) com g1 = 107%, &5 = 1075, obtemos
sendo f(xp) = —0.39794, f(x1) = 0.431367 as seguintes iteragdes:

X = X1 — f(xl)% 7~ 2.504964 com f(x2) ~ —0.001016
x3 = x2 — F(%) s ¥y A 2.506188  com f(x3) ~2.802-107°
xs = x3 — F(x3) gy & 2.506184  com f(x4) ~ —3.555 - 1071
x4 satisfaz ambas as condi¢Ges de paragem:
Ixg — x3| = 4-107% < 107%  |f(x)| < 107°,

O algoritmo para nesta quarta iteracdo.
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Método da Secante

Métodos Globais e Locais

@ Os métodos globais convergem a um zero da funcdo sempre
que existir um (nico zero na regido considerada. Os métodos
da bissecdo e da falsa posicdo sdo globais.

@ Os métodos locais para convergir precisam usar iteragoes
iniciais perto da raiz procurada e somente neste caso os
métodos locais tém a garantia de convergir a raiz.

Os métodos da secante e de Newton-Raphson s3o locais.
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Método da Secante

Convergéncia

Teorema (Convergéncia do método da secante)

Seja f com pelo menos um zero z em |[a, b], e tal que f'(x) # 0 por cada
x € [a, b], e tal que admite derivada segunda continua em [a, b]. Se os
pontos xg € x; foram tomados bastante perto do zero z entdo o método
da secante é convergente e tem ordem p = %(z 1.618):

. . €k+1
lim e =0 lim =2 =
k— o0 k— o0 €

Propriedades:
@ Vale que o erro no passo k + 1 satisfaz
e+1 S M-ex ey

onde M = 22 com My < inf |f'(x)| e sup |f"(x)| < Ma.
! x€[a,b] x€[a,b]

@ xg e x; “bastante pertos do zero” significa neste método que:
o—z|<Ge—z|<
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Método da Secante

Interpretacao geométrica da escolha de xp, x3

Mostramos graficamente a importancia de tomar xp e x; perto da raiz z.
Se xp, x1 foram distantes da raiz pode acontecer que {xx} n3o converge a
z, e pode até ir ao infinito se ndo existem mais zeros além de z.

f(x)

Se em vez xqg, x; foram perto do
zero e tomados na regido da curva com a mesma concavidade ou
monotonocidade da regido que contem o zero, teremos convergéncia
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Ponto fixo de uma funcao ¢

Definicdo (Ponto fixo)

Um ponto £ € R € chamado ponto fixo da fungdo ¢ se: p(§) =&

Para determinar os ponto fixos de  é suficiente achar as intersecdes da
fungdo ¢ com a bissetriz y = x, ou seja resolver a equagdo

o(x) = x.

Por exemplo ¢(x) = 2x

tem como ponto fixo £ = 0, porque de 2x = x obtemos x = 0.
Em vez p(x) = 2x — 1 tem como ponto fixo £ =1,

porque 2x — 1 = x implica que x = 1.
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Método do ponto fixo

N3o sempre o ponto fixo é unico:
©(x) = 2x? tem dois pontos fixos & =0 e & = %

y=
Y
o) =2z -1
2
1
L L L T
-1 ,90 4 5
4
// _1/*

—2 L
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Métodos do ponto fixo

Um método iterativo do tipo

XK1 = (xx)

é dito método do ponto fixo, ou também método iterativo simples.
O método de Newton-Raphson é do ponto fixo, em vez todos os métodos
vistos até agora n3o sdo do ponto fixo.

E facil construir um método do ponto fixo,
dada uma qualquer fungo ¢(x) e um ponto xg:

x1 = @(x0) — x2 = p(x1) — - xke = P(Xk—1) —> Xkr1 = @(xk) —> -

Porém pode nao convergir...
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Determinagao grafica dos métodos do ponto fixo

Dada xp e a fungdo ¢ temos que x; = p(xp), portanto x; é achada
no eixo das x como a abscissa da intersecdo da reta y = ¢(xp)
com a bissetriz y = x. De x; computamos ¢(x;) e determinamos
xp como a abscissa da intersecdo de y = ¢(x1) com a bissetriz ...

4

y= ¢y y=x
¢(x)
ra(xz)
rk(xl)
X0 X2 { X1
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Métodos do ponto fixo, convergéncia

N3o todos os métodos do ponto fixo convergem . ... Por exemplo,
considere p(x) = 2x + 1 e toma xp = 3 tem

x1 =p(x0) =2%3+1=7,x = ¢(x1) = 15,x3 = 31, a sucessdo
xy diverge (va ao infinito).

Mas, se um método do ponto fixo converge convergird exatamente
a um ponto fixo de ¢(x).

Se for ¢(x) = 3 + 2 obtemos, dada a iteracdo inicial xp = 5:

x| = g 12 =3.667, xp = % 12 =3222 x3 = 3.0741,
xa = 3.0247, .. x3 = 3.0003, xo = 3.0001, x10 = 3.000003, ...

Ent3o a sucessdo {xx} converge a 3. Notamos que x = 3 é mesmo
o ponto fixo de ¢(x) = 3 + 2, porque ¢(3) = 3. Este ndo acontece
por caso ... vale o seguinte teorema
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Método do ponto fixo

Convergéncia ao ponto fixo

Um método do ponto fixo, xx+1 = @(xk), se convergir, pode convergir
somente ao ponto fixo de ¢.

Te de Convergéncia ao ponto fixo

Seja ¢ uma fungdo continua e {xx} a sucessdo gerada do associado
método do ponto fixo xx+1 = p(xk). Se existir c € R tal que

lim xx = ¢, entdo ¢ € um ponto fixo de p.
k— o0

Demonstragao.

Se lim x; = c temos também que lim x,4; = c mas sendo X411 = @(xk) entdo
k—r o0 k—r oo

kimoo @(xx) = c. (4)

Sendo ¢ uma funcgdo continua e por a hipdtese de convergéncia (k lim x; = c) temos que
—> 00

Jim () = ol lim_xe) = e(c). ®)

Por isso obtemos de (4) e (5), que ¢(c) = c. O ponto ¢ é portanto um ponto fixo de . O
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Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Método do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo

Teorema

Seja | um intervalo que contem um ponto fixo £ de . Se valem as
seguintes condicoes:

i) ¢ e a sua derivada ¢’ sdo funcées continuas em |;

i) IM >0 tal que |¢'(x)| <M <1Vxel;

i) xo € I;
entdo a sucessdo {xx} gerada de ¢ (ou seja com xx = p(xx—1))
converge ao ponto fixo & (khj;o xk = &).

O intervalo / é chamado intervalo de contracio.
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) " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo
Demonstracdo.

Provamos o teorema em dois passos

@ Se xo € | entdo cada x, estard em [, Vk > 0 x, € /.
Q Ilim xx=¢
k—o00
Seja x, € | usando a expansdo em serie de Taylor de ¢ obtemos:
X1 — & = p(xi) — ¢(§) = ¢’ () (xk — §) com
ck € [min(xk, &), max(xx, &)] C /.
Portanto |xk+1 — &| = |¢/(ck)||xk — &|, e por a hipétese ii) |¢'(ck)| < 1,
obtemos |xx+1 — &| < |xk — &| e entdo xk+1 é mais perto a & respeito a xk
e continuard portanto a estar no intervalo /, xx11 € [.
Provamos agora o ponto 2. Usando ii):
e — €] = li(x0) — 9(&)] = [ (co)l[x0 — ] < Mixo — €]
e — & = ¢/ (c1)llxe — €] < Mxa — €] < MP|x0 — €|
No passo k temos |xx — &| < M¥|xo — &|. Agora sendo por hipStese que
0 < M < 1 obtemos que lim |xx — & < lim M¥|xp — £| = 0 e portanto
k—o00 k— 00

lim x, = €. O
k—o00
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Estimativa do erro ao passo k + 1

Teorema da Estimativa do erro do método do ponto fixo
Com a hipoteses i) ii) iii) do teorema anterior vale que

Ixk — €| <
contracao I,

T |xx — xk—1| onde lembramos que no intervalo de
d(x)<M<1,Vxel

Demonstracao.

Usando que xx = ¢(xx—1) e que ¢(&) = £ obtemos

X — €] < X — Xiera] + Pagr — €| < Mxie — xie—1] + Mxe — ¢
Portanto (1 — M)|xx — &| < M|xx — xx_1| esendo 1 — M >0 e
dividindo por 1 — M temos a tese. [
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. " Achar um zero de f com o método do ponto fixo
Método do ponto fixo

Determinar x, que satisfaz |xx — &| < ¢

Notamos que o critério de precisdo
e — &l <e (1)

ser3 satisfeito se, usando a estimativa da slide anterior, temos

M
\Xk—f\<1_M\Xk—Xk—1|<€ (2)
. M o .
Por ter a relagdo Y |xk — xk—1] < € satisfeita temos de verificar a
seguinte condicao
1-M
‘Xk — Xk_1‘ < M 5 (3)

Ent3o
(3) = (2) = (1)
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Método do ponto fixo Achar um zero de f com o método do ponto fixo

Achar um zero de f usando o método do ponto fixo
Xkv1 = ©(Xk)

Dada a fungdo f cujo zero £ é incdgnito, é possivel encontrar uma
outra fungdo ¢ tal que o método do ponto fixo xx+1 = ©(xk)
converge ao zero £ de 7

Primeiro, podemos afirmar que é sempre possivel encontrar uma
funcdo ¢ cujo ponto fixo é o zero de f. Por exemplo:

©(x) = x — f(x) é tal que

p(x) =x < f(x)=0 (6)

Um ponto fixo desta ¢ é portanto sempre um zero de f e,
vice-versa, cada zero de f é um ponto fixo de .

Existem na verdade infinitas fun¢des ¢ que satisfazem (6), por
exemplo todas aquelas do tipo ¢(x) = x — A(x)f(x),

com A(x) sempre ndo nula (ou seja com A(x) # 0 Vx).

Mas, n3o todas as ¢ sdo tais que o método do ponto fixo associado
Xk+1 = ©(xk) convergel
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