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Definicao
Zeros de polindmios

Definicao de zero de uma funcao real

Um valor £ € R é dito zero da funcdo real f : R — R se

Uma func3o pode ter 0, 1, ou mais zeros. Exemplos:

%) T

Dois zeros £1,£, em
[a, b].

‘ Trés zeros em [a, b]
Dois zeros em [a, b] Dois zeros em [0, b]

N3o ha zeros em [a, 0]
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Definicao
Zeros de polindmios

Problemas dos zeros: Encontrar x tal que f(x) =0

Donde vem o problema de achar os zeros de uma fung¢io?

@ Equagoes nao lineares:
sin(x) + cos(x) —e*=0; Inx+sinx = -3;
x2 + x — tan x = x cos(x)
Todos estes problemas s3o do tipo f(x) = 0.
No dltimo caso f(x) = x? + x — tan x — x cos(x).

@ Intersecdo de duas curvas (fungdes): W(x) = ®(x).
Neste caso a fungdo f é f = W — ®. O problema de achar os zeros
de f é equivalente ao encontrar os x tais que V(x) — ®(x) = 0.

@ Determinar os x tais que uma fun¢do chega a um dado nivel
Exemplos:
Determinar os x tais que g(x) = £ com £ € R;
Resolver x? = 3; In(x) + sin(x) = 2; etc.
Nestes casos as solu¢des sdo os zeros de f(x) = g(x) — L.
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Zeros de polinémios de grau 1 (retas)

As Retas no plano xy de equacdo y = ax + b representam os
gréficos de polindmios de grau 1: f(x) = ax + b.
Trés casos sdo possiveis:
@ a=0,b#0. A fungdo f é constante f(x) = b.
N3o hd zeros, o seu grifico é uma reta que n3o interseca o
eixo das x
@ a# 0. Existe um sé zero £ = —
f(x) = ax + b tem como grafico uma reta incidente com o
eixo das x.

b
>

@ a=0,b=0. Tem infinitos zeros, ou seja a fungdo é f(x) =0
(fungdo nula). O grafico da f coincide com o eixo das x.
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Zeros de polinémios de grau 1 (retas)

y = 0 é 0 eixo das z, tem oo zeros

——— y = b,com b # 0, é paralela ao eixo das z, ndo tem zeros

——— y = a;z + by, com a; # 0, b; # 0, intersecam 0 eixo das z, tém um zero
=b
b y

y=az+b

\ y=0

— & x
b=-2
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Zeros de polinémios de segundo grau (parabolas)

f(x) = ax? + bx + ¢ pode ter até dois zeros porque esta fun¢io
tem como grafico a pardbola y = ax? + bx + ¢ que interseca o eixo
das x até duas vezes.
Os zeros se encontram resolvendo a equacdo ax? + bx + ¢ = 0 ou
equivalentemente determinando as intersecdes da pardbola com o
eixodasx{ y=0 5

y=ax“+bx+c
Trés situagles sdo possiveis, que dependem do discriminante
A = b? — 4ac:

eseA>0 temos dois zeros:
£ = 7b+ A 6y = fbf\/Z

o se A= 0 temos um zeros £ = —2% a abscissa do vértex da
parabola

@ se A < 0 ndo existe algum zero (real).
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Zeros de polinémios de segundo grau (parabolas)

— A > 0 com a > 0 concavidade por cima
—— A =0, coma < 0 concavidade por baix
A <0Ocoma >0

y=ax®+br+c

(=20 —)
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Polindomios de grau superior,

- )
Y = (l-;J" + a2 + a1 + ag

T az > ()
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Polindmios de grau superior, n = 4

y=ax? +azz® + ...+ ao

— a1 >0 i

= /AN

— as <0

Polinomios de grau n par podem ter de 0 até n zeros reais.
Polinomios de grau n impar (n > 1) podem ter de 1 até n zeros reais.
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Defini¢do
Zeros de polindmios

Zeros de polinbmios de grau n

Um polindmio de grau n, p,(x), é uma funcio do tipo

pn(x) = apx™ + a,_1x" "1 4+ ... + a;x + ap e pode ter até n zeros reais,
mas tem sempre n zeros complexos & = £,e + i&jm-

O polindmio p,(x) pode ser escrito como

pn(X) = an(X - gl) ce (X - gn)

onde ¢; sdo os zeros do polinémio p,.

@ Encontrar os zeros de polinémios de grau n (grande) e de fungdes
genéricas resulta ser dificil analiticamente, por isso vamos usar
métodos numéricos para aproximar os zeros.
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izagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros 2, / o de Métodos numéricos
mos lterativos

Procedimento para achar os zeros

O Procedimento divide-se em dois passos
Passo 1 Localizagdo ou isolamento das regides que contém os zeros

Passo 2 Aplicagdo de um método numérico para refinar tais regides e
achar assim com mais precisdo os zeros

O sucesso do Passo 1 na localizacdo de regides restritas no entorno
de um zero permite de resolver a Passo 2 mais rapidamente.
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Passo 1, Localizagdo dos zeros
Pa 2, Apli 30 de Métodos numéricos
Algoritmos Iterativos

Procedimento para achar os zeros

Teorema 1 (Localizacdo dos zeros)
Seja f(x) uma funcdo continua em |[a, b] tal que f(a) - f(b) < 0.
Vale o seguinte:
@ existe pelo menos um zero & €|a, b|, ou seja existe & € |[a, b]
tal que f(&) = 0.

@ se f for também estritamente mondtona em [a, b] (ou seja
com f' constante em sinal) entdo f tem somente um zero em

la, b[.
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Passo 1, Localizagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Pz 2, Apli o de Métodos numéricos
Al mos lterativos

Teorema 1. Interpretacdo Grafica
Fig. 1

f(x) Fig. 2

f(x)

: g/
- A ANV

b

3

-

Em ambos os casos entre a e b temos pelo menos um zero porque
f(a) e f(b) tem sinais opostos e f é continua.

Na Figura 1, temos exatamente um zero £ porque f é mondtona
crescente. Na Figura 2 temos trés zeros &1, &2, &3, porque a fungdo
muda a monotonocidade trés vezes.

E possivel ter um niimero par de zeros quando f(a)f(b) < 0?
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Passo 1, Localizagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Passo 2, Apli o de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

O que significa o Teorema 1. Interpretacdo Gréfica

(%)

: d /!
B2 < E\/hb

@ Somente conhecendo o sinal de f(a), f(b), f(c),f(d) e a
monotonocidade da fun¢do (ou seja onde ela é crescente ou
decrescente) é possivel determinar regides mais acuradas que
contém os zeros.

@ Em [a, c] é esperado sé um zero porque a fungdo é crescente e
f(a) - f(c) < 0. As regides que contém os outros zeros s3o [c, d] e
[d, b] porque em estes intervalos f é mondtona (decrescente em
[c, d] e crescente em [d, b]) e os extremos dos intervalos tem sinal
oposto.
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Passo 1, Localizag3o dos zeros
Procedimento para achar os zeros . o de Métodos numéricos

Aplicacdo do Teorema 1: Determinar regides que contém os zeros

Considere f(x) = v/x — 5™ no intervalo [0, 3].

@ f(0)=—-5<0ef(3)= 1.4831 > 0 existe pelo menos um zero em
(0,3).

° Analisando a derivada podemos verificar se existem mais zeros:
f'(x) = Q\f +5e7* > 0, entdo f é estritamente crescente porque
temos ' > 0 em todo R, portanto existe um tnico zero em
(0,3).

@ Estudando o sinal da f computada em pontos (random ou

equidistantes) de [1, 3] podemos localizar melhor o zero. Por
exemplo usando pontos equidistantes:

x |0 1 2 3
f(x) [ -5 -0.8394 0.7375 1.4831

O zero esta no intervalo [1,2] que é mais restrito de [0, 3].
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Passo 1, Localizagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros B , Ap de Métodos numéricos

itmos Ite

Se quissemos ser mais acurados...
analisando f nos pontos 1.d com 1 < d < 9 observaremos que
f(1.4) < 0e f(1.5) > 0. Portanto o zero estd localizado em [1.4,1.5].

Uma analise mais cuidadosa usando por exemplo o método das bissecoes
leva a ter £ ~ 1.4304.
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Passo 1 Locallzat;ao dos zeros
Procedimento para achar os zeros E . 30 de Métodos numéricos

Aplicacdo do Teorema 1: Determinar regides que contém os zeros

Seja f(x) = x> — 9x + 3,
analisando o sinal da f em —5,—-1,0, 1, 2,3 temos

5 -1 0 1 2 3
)| - + + - - +

Portanto temos pelo menos trés intervalos onde varia o sinal
[-5,—1], [0,1], [2,3]: temos pelo menos trés zeros!

Sendo que f é um polindmio de grau 3 temos exatamente trés
zeros (reais), cada um num intervalo:

gl € [_57 _1]752 € [07 1]753 € [273]

Podemos refinar os intervalos sem avaliar a f em outros pontos? ...

MS211 — Célculo Numérico — Turma C Aula 4 - Zeros de Fung¢des - Bissecdo 18 / 32



Passo 1, Localizagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Pz 2, Apli o de Métodos numéricos
Al mos lterativos

Aplicagdo do Teorema 1: Determinar regides mais limitadas usando a derivada

...Vamos determinar as regioes onde muda o sinal da derivada
assim conheceremos onde f é crescente (f' > 0) e onde é
decrescente (' < 0).

fl(x)=3x2—9>0 <= x2>3 < x< —V3oux>V3

Sendo que v/3 ~ 1.732, a funcio é crescente em

[5, _\/§] U [\/§7 3] e é decrescente em [—\@, \ﬁ]
f(x)
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Passo 1, Localizagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Passo 2, Apli o de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Aplicagdo do Teorema 1: Determinar regides mais limitadas usando a derivada

f(x)

< -

%
:

]
-
w4
x

Sabemos que sendo f crescente em [—5, —v/3] e decrescente em
[-V/3,—1], o méaximo em [—5, —1] é obtido por x = —+/3, portanto
temos f(—+/3) > 0 e para o Teorema 1 o zero &; estard em [—5, —/3].
O minimo de f em [0, 3] é obtido por x = /3 portanto f(1/3) < 0, mas
sendo que 1 < /3 < 2 este n3o ajuda a refinar o intervalo [0,1] e nem
[2,3] onde estdo respetivamente os zeros &; e 3.
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Passo 1 Locallzat;ao dos zeros
Procedimento para achar os zeros E . o de Métodos numéricos

Fungdes ndo continuas (descontinuas)

O Teorema 1 n3o vale para fungdes descontinuas. Porque se
f(a) - f(b) < 0 com f descontinua ndo temos garantia que existe
um zero em |[a, b].

f(z)

f (b)'/
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Passo 1, Localizacdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Passo 2, Aplicagdo de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Procedimento para achar os zeros

O Procedimento divide-se em duas fases:

@ Passo 1: Localizacdo ou isolamento das regides que contém os
zeros

e Aplicagdo do Teorema 1

@ Passo 2: Aplicacdo de métodos numéricos para refinar tais
regides e achar assim com mais precisao os zeros
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Passo 1, Localizacdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Passo 2, Aplicagdo de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Critérios de precisdao na aproximacao do zero

Quando podemos dizer de estar perto do zero procurado?

Seja X uma aproximag¢do da raiz £ obtida de um método Dizemos
de achar (ou aproximar) o zero a menos de uma tolerancia ¢ > 0
se

) Ix—¢l <«
ou
i) |F(x)] <e.
Em qualquer método iterativo podemos escolher o critério do
precisdao baseando-se numa destas condigdes ou em ambas.
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Passo 1, Lo 3o dos zeros
Passo 2, Aplicagdo de Métodos numéricos

Procedimento para achar os zeros
Algoritmos lterativos

Critérios de precisao, vistos graficamente

Critério | — €| < &

Critério i) /
|)_< - 5‘ <e % H | .

Critério i) R . /
If(x)] <e o 1 /'5 z

Aula 4 - Zeros de Fungdes - Bissecdo
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Passo 1, Localizacdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Passo 2, Aplicagdo de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Critérios de precisao

N3o sempre as condi¢des i) e ii) sdo satisfeitas simultaneamente, isso
depende da f analisada

flx)

|fIE)] <e.mas|E —£&| >«

(=)
|# — £ < =, mas |f(&)] > =
+e —
4 } x
. 1 /<
f@ +
-
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zagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros asso 2, Aplicagdo de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Algoritmos associados aos métodos iterativos

Usaremos métodos com iteracBes para aproximar os zeros.
Em cada iteragcdo (conjunto de operacdes que se repetem) aproximaremos
sempre melhor o zero. Dois algoritmos possiveis do mesmo método:

“slculo approx. inicial

1

Calcular a nova
aproximagéo

Essa aproximagdo ——__ s | e |

esté préxima o suficiente )—1 ale

da raiz exata?

Output da aproximagdo

‘Aproximagio préxima do zero?

Cleulo nova aproximagio

——
| Célculos intermediérios
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izagdo dos zeros
Procedimento para achar os zeros Pz 2, Ap 30 de Métodos numéricos
Algoritmos lterativos

Algoritmos Iterativos

@ Os critérios de precisdo vistos antes sdo suficientes para ter uma
boa aproximacgdo, portanto sdo também chamados critérios de
paragem dos algoritmos.

@ Sendo que & é desconhecido (por isso é procuradal) n3o é
possivel aplicar diretamente o critério |X — &| < e.

Este critério é substituido do critério |bx — ax| < € onde

[ak, bk] é o intervalo, que contem o zero &, obtido na iteragdo
k do método, junto a aproximagdo x, do zero com

Xk € (ak, bk).

Portanto se verificamos |by — ax| < € entdo vale com certeza
‘Xk — f‘ <E.

@ Note que a seguir os algoritmos usados podem usar k =0 ou k=1
para indicar a primeira iteragdo.
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Método de Bissecdo

Método de Bissecao

Descricao do método

Aplica-se num intervalo [a, b] tal ()
que a func3o tem sinais opostos
nos seus extremos. Divide-se o
intervalo a meio, escolhe-se o
subintervalo onde a fun¢do tem
sinais opostos nos extremos e
assim sucessivamente. Em cada
iteracdo o aproximante do zero, é
o ponto médio do intervalo
analisado x, = %"k.
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Método de Bissecdo

Método da Bissecao: Algoritmo

Inicializagdo [a0, bo] = [a, b]

L x = 22,

Se f(xx)f(ak) <0
Repetir Entdo ak+1 = ak, bkt+1 = Xk

Sendo axq1 = Xk, bry1 = by

3. k=k+1

Até Verificar o critério de paragem escolhido
f(x)
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Método de Bissecdo

Exemplo de aplicacao do método da bissecao

f(x) = xlogx — 1 onde log = logyg.
Achar o zero a menos de um erro (tolerancia) e = 1074,
Observamos que:
e f(2) = —0.3979 < 0 e f(3) ~ 0.4314 > 0 portanto existe um
zero em [2,3].
@ O zero é Unico em [2,3]? Sim, porque

f'(x) = log x + x(log x)" = Iogx—&—x(l'n”ﬁ))’ = log x + ﬁ =
I”I(:igl >0, se x> 1.

e Usamos o critério de paragem |by — ax| < &, com ¢ = 1074,
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Método de Bissecdo

Exemplo de aplicacao do método da bissecao

[a0, bo] = [2,3] com f(ag)f(bo) <O, |bp —ag| =1>¢

fro)= 515102 <0 2Sbol)
xo= 250 =25 ¢ f(ag) = —0.3979<0 P T0T7
_ 1 — Y0 —
f(bo) = 0.4314 >0 |by — a1| > e...alg.continua
f(x1) = 0.2082 > 0 2 € (a1, %)
dp = ad; = 25
x| = 8142rb1 =275 f(al) = -5.15- 10_3 <0 — b = x1 = 2.75
f(by) = 0.4314 > 0 c S

|by — a2| > e...alg.continua
X = 232 =2625 ...

Se for € = 0.3 0 método obtém o aproximante x, = 2.625.

Se for e = 10™* obtemos em vez a aproximacio x14 ~ 2.506195, obtida
depois 14 iteracoes. Note que o zero exato é z ~ 2.506184 . . ..
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Método de Bissecdo

Observacdes

@ No fim de cada iteracdo k toma-se como aproximante do zero
o valor x; = "’kgibk.

@ O método consegue localizar bem o zero com a precisdo
requerida.
Isso era esperado porque refinemos sempre mais o intervalo
inicial determinando em cada iteracdo um intervalo menor que
contem o zero.

@ Sempre que necessitaremos uma precisdo maior (ou tolerdncia
menor) o método numérico requererad mais iteragdes.
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