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Introducao

Nesta aula concluiremos a andlise dos critérios que garantem a
convergéncia do método de Jacobi. Depois apresentaremos o método
iterativo de Gauss-Seidel para a resolucdo de sistemas lineares quadrados
Ax = b. Este método resulta ser, na sua implementac3o, similar ao
método de Jacobi, mas é na maioria dos casos mais rdpido do método de
Jacobi.

A construcdo deste método vem de um diferente splitting da matriz A
respeito aquele utilizado no método de Jacobi.

Daremos alguns critérios para ter a convergéncia deste método.
Apresentaremos também os algoritmos dos métodos de Jacobi e Gauss
Seidel e compararemos os dois métodos.
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Método de Jacobi ncia do método de Jacobi

Método de Jacobi, revisao

A expressdo explicita do método escrito pode ser escrita na forma
vetorial como x(k*1) = G;x(K) - ¢; = (1 = D1 A)x(K) + D~1p
e na forma escalar explicita como

b " a 1 -
k+1 ' i (k k
xi( T2 g Ty (k) = = b; — g a,-jx-( )
p e B J
ajj L. aj aji .
J=1, j# J=1j#

porcadai=1,...,n.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Critério das linhas, condicao suficiente para a convergéncia

Definicao

A € R"™" diz-se com diagonal estritamente dominante por linhas (ou que
n

satisfaz o critério das linhas) se e sé se |a;;| > E |ajj| por cada
_ j=Lj#i

i=1,...,n
Proposicdao (1° condicao suficiente para a convergéncia)

Se a matriz A for com diagonal estritamente dominante por linhas (ou
equivalentemente se satisfazer o critério das linhas)
entdo o método de Jacobi converge.
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Método de Jacobi

Convergéncia do método de Jacobi

Critério das colunas: outra condicdo suficiente para
convergéncia do método de Jacobi

Definicao
A € R™" diz-se que tem a diagonal estritamente dominante por colunas
(ou que satisfaz o critério das colunas) se

n

|a| > Z laj|, porcadaj=1,....n
i=1, i

Proposicao 2° Condicao suficiente para a convergéncia

Se a matriz A for com diagonal estritamente dominante por colunas (ou
equivalentemente se satisfaz o critério das colunas)
entdo o método de Jacobi converge.

Demonstracao.

Prova se que a hipétese implica que ||G,||1 < 1 e portanto o método de
Jacobi converge. Porque os método iterativos x(k*1) = Gx(K) 4 ¢
convergem se |G| < 1. O
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Exemplo de sistema que satisfaz o critério das colunas

3xq +4xo+x3 =3
x1  —bxo+2x3 = -2
X1 +Xo — 4X3 =4

Note que este sistema nao satisfaz o critério das linhas porque
la11| = 3 # |a12| + |a13] = 5,

mas satisfaz o critério das colunas porque

la11| =3 > [ao1| + |az1| =1+ 1=2;

laxo| =6 > |a1o| + |az2| =4+ 1=05;

|as3| =4 > |ais| + |azs| =1+2=3.

Portanto o método de Jacobi convergira.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Diagonal dominante por linhas n3o estritamente (critério

das linhas fraco)

Definicao
Uma matriz A tem a diagonal dominante por linhas (critério das linhas
n
fraco) se e sé se para cada i =1,...,n tem |a;| > Z Enl
J=Li#i
n
e existir pelo menos um s € {1,...,n} tal que |ass| > Z EX
j=Lj#s
V.
2 1 -1
Veja que a matriz A = 1 5 —3 | édiagonal dominante por
2 -3 6

linha, mas n3o estritamente:
la11| = 2 = |ag| + |a13| = 2,
lazs| =5 > |ao1| + |ao3| = 4
|a33| =6> |a31| + |a32\ =5
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Diagonal dominante por colunas nao estritamente

Definicao
Uma matriz A diz-se que tem a diagonal dominante por colunas
(critério das colunas fraco) se para cada j =1,...,n tem

n

2l > > ayl
i=1,i%]

e se existir pelo menos um s = {1,...,n} tal que
n

|ass| > Z |ais|

i=1,i#s
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

3? Condicao suficiente para a convergéncia do método de

Jacobi

Proposicao 37 Condicao suficiente para a convergéncia

Se a matriz A tem todos os coeficientes ndo nulos e se for com
diagonal dominante por linhas ou por colunas (ou equivalentemente
se satisfaz o critério das linhas ou das colunas fraco)

entdo o método de Jacobi converge.

Exemplo:
X1+x20=4
X1 — 4X2 = —06
1 1 . o .
A= 1 _a satisfaz o critério das linhas fraco, e tem todos os
ajj # 0 portanto o método de Jacobi converge se aplicado a este
sistema.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Aplicacao

X1+x =4

x1 —4xo = —6

Tomamos para facilitar os calculos x(9) = (0, 0)¢,
:El) all(bl 312X2( )) =4

Xél) = Tn(b2 - 321X1(0)) = g =15

Resolvemos o sistema { com Jacobi.

X = L(p —apd) =14 —-15)=25

2 1
Xé ) — a%z(bz — 321X1( )) = —%(—6 —4)=25
3 2
X1§3; = aiu(bl — 312X2E21) =15
= 2 (b2 — a2 )=%
Xf)_aiu(bl—alzxz( =% =~2
g = (b2 — anxV) = ¥ ~2

O método de Jacobi estd convergindo a solu¢do x = (2, 2)* do sistema.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Se considerdssemos o seguinte sistema com a mesma solugo

= (27 2)t
X1 — 4X2 = -6
x1+x=4
Notamos que n3do satisfaz nenhum dos trés critérios de colunas ou
linhas vistos.
Se mesmo assim aplicdssemos o método de Jacobi obteremos,
partindo de x(®) = (0, 0)t
x) = (=2, 3)t
x(? = (6, 6)‘*
<0 - 18, =2
= (14, 14)f
O método de Jacobi n3o estd convergindo a solu¢do do sistema.

Os vetores x(K) est3o crescendo sempre mais indo sempre mais
longe da solucdo. Os x(K) estio divergindo.
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na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel

Métodos iterativo de Gauss Seidel, Spllttlng

O método iterativo de Gauss Seidel é ainda do tipo
xFH) = Gx(K) 4 ¢

e tal que o ponto fixo de ¢(x) = Gx + ¢ é a solugdo do sistema linear
Ax = b.
A diferenca respeito o método de Jacobi estd na escolha da matriz de
iteracdo G e do vetor c.
Usaremos o splitting A= D 4 L 4+ U onde D é a matriz diagonal de A,
L é a parte triangular inferior, e U é a parte triangular superior de A:

0

a 0 0
1n . a0y 0 o . 0
a a 0 . 0
D — L= 31 32
ann am app—1 0
0  app . B ain
0 0 a3 e az,
U= . . . L . , Note que L e U tem 0 na diagonal principal
. - . an—1n
0 0 C S 0
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Métodos iterativo de Gauss Seidel

Splitting A = (D + L) + U, constru¢do do método de

Gauss-Seidel (GS)

Se for a; #0 para cadai=1,...,n, entdo a matriz D + L tem
det(D + L H a; # 0,

neste caso (D + L) ¢ o termo do splitting de A ndo invertivel,
entdo de (D+ L+ U)x = b obtemos (D + L)x = —Ux+ b e multiplicando
para a inversa de D + L obtemos x = —(D + L)~'Ux + (D + L)~ !b.

Portanto com Ggs := —(D + L)"*U e cgs := (D + L)~'b
o método de Gauss-Seidel é

X = Gesxh) + cas
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na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel

Varias formas da matriz de iteracao Ggs. Comparacdo com
o método de Jacobi

Ges = —(D+L)'U

Sendo que U= A — (D + L), temos que
—~(D+ L) W=-(D+L)"YA-(D+L)=I1-(D+L)A
portanto tem esta outra forma da matriz de iteragdo

Ggs =1— (D + L)flA.

Note a similaridade entre as matrizes e os vetores dos métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel

Jacobi Gauss — Seidel
Gy=1—-D1A GGszl—(D+L)_1A
CJ:Dflb CG5:(D+L)71b
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Forma do método com residuo

Sabemos que um método iterativo x(k*1) = Gx(k) 4+ ¢ pode ser
escrito em funcdo do residuo: x(kt1) = x(k) - (] — G)A=1,(F),
onde r(k) = p — Ax(K) & o residuo ao passo k.

No caso de Gauss Seidel com G = | — (D + L)~ A obtemos a

expressdo do método com residuo:

xes' = xes +(D+ 1)
Em vez o método de Jacobi é

xSkH) = XSk) + D~ 1K)
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Métodos iterativo de Gauss Seidel

Forma escalar do método de Gauss-Seidel

Usando as expressdes Ggs = —(D + L)7*U, cgs = (D + L)71h, e do
método

XU = Gesx) + cgs,
obtemos, multiplicando por D + L,
(D + L)x* D) = —yxW 4 p
e por isso linha por linha obtemos ((D + L)x +1)); = (b — Ux(K);

aj 1>]
Notamos que (D + L); = voo=
q ( + )U { 0 i<j
Portanto por i = 1,...,n, temos
(k+1) (k+1)
aji X; + ZaU Z aU
j=1 j=i+1

(k+1)

e entdo isolando x; no primeiro membro, obtemos

i—1

k1) _ 1 kt1 (k
X-( ) = b; — a; X( ) _ aiix )
i a; ij Iy
" j=1 Jj=i+1
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi

Métodos iterativo de Gauss Seidel Con
Forma escalar do método de Gauss- Seldel
Xl(k+1) = L(bl 312X( ) . al,,x,gk))
X2(k+1) = 312 (bz — 321X1(k+1) — 323X§k) e aan,(,k))
(k1) k) N (R
k+1 k+1
: 2B =D e = D g
=1 j=it1
Xr(1k+l) = ﬁ(b - anlx£k+l) - an2X2(k+1) cee T ann—lxl(ylf'il))
Micro-passos dentro o passo (k + 1) do método
1) Obtemos antes xl(kH) usando os x,.(k) comi=2,...,nm
2) Obtemos x ( ™) usando xl(kH) e xj(k) comj=3,...,n

i) Obtemos x,-(kﬂ) usando xj(kH)

j=i+1,....n

,j:1,...,i—1,eosxj(k) com

n) Computamos X,(,k+1) usando os xj(k+1) comj=1,....,n—1
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Forma escalar do método de Jacobi

Lembrando, o método de Jacobi escalar é

x1(k+1) = %u(b1 — a12X2(k) e — a1an(7k))
k1 , “ )
R = (b2 — 2210 — a3 . — 220x()
k+1 k g ‘
x,(7 ) _ %m(bn — an1x£ ) an2X2( - an”—lxrg—)l)
Posso computar X,.(Hl) sem esperar de computar os outros Xj(kH)
com j # i,

é um método vetorial, tem uma rapida execucao nos computadores.
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Algoritmo de Jacobi

Algorithm 1 Algoritmo do passo k + 1 de Jacobi
Require: y = x(K), A= (a;), b= (b;)
fori=1,...,ndo

Xj < b;;

forj = ].7 ey i—1do > Se i = 1 este ciclo ndo tem efeito
Xj < X; — ajjyj,

end for

forj=i+1,...,ndo
Xj < Xj — a,-jyj;
end for
Xi < Xi/aji;
end for
Output: x
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Algoritmo de Gauss Seidel

Algorithm 2 Algoritmo do passo k + 1 de Gauss-Seidel
Require: x = x(K), A= (a;), b= (b;)
fori=1,...,ndo

X; < bj;

forj=1,...,i—1do b Se i = 1 este ciclo no tem efeito
Xj < Xj — ajjXj,

end for

forj=i+1,...,ndo
Xj < Xj — ajiXj,
end for
Xi < xi/aiji;
end for
Output: x
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Aplicacao de Gauss-Seidel

51 +x+x3 =5
3X1 —|—4X2—|—X3 =6
3X1 + 3X2 + 6X3 =0
achamos uma solugdo com um erro relativo d, entre duas aproximagdes

consecutivas menor da tolerancia € = 0.05.
Usamos x(®) = (0,0,0)*

KD 15— aipnd® — argnd) = 15— 9 — w9
(Hl) %(6 - 321X1(kJr ) 323X(k)) = %(6 - 3X£k+1) - Xék))

X§k+1) ~ 10— 831X1(k+ ) _ 2 X2(k+1)) ~ 10— 3Xl(l<+1) B 3X2(k+1))_
No primeiro passo k =0 obtemos
WW=5=1 V=15-3-0=3-3=3=075

5 ' 47 3 19,
D =—-05.1- 955 = _g = —0.875.

max \x,.(l) - x,.(0)|
PUNIIE i _1oia.
max |x( )| !

i=1,.
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.

Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

No segundo passo k = 1 obtemos

x? =1-02-075+0.2-0.875 = 1.025

X2 =1.5-0.75-1.025 + 0.25 - (0.875) = 0.95
X2 = —05-1.025—0.5-0.95 = —0.9875.
Notamos que

|x1(2) — x1(1)| = 0.025; |x2(2) — x2(1)| =0.2;
2) (1)|

, max |x,.( X;
portanto dr( ) - =5h ) = % =0.1951 > e.
_max |x;”|
n

i=1,...,

XD — V) = —0.1125

No terceiro passo XF) = 1.0075, X2(3) = 0.9912, X§3) = —0.9993 e

remos 4 — max(0.0175{.(3(.)(7);112,0.0118) — 0.0400 < c.

A solugdo achada é x = (1.0075,0.9912, —0.9993)
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Condicoes suficientes para garantir a convergéncia

As seguintes trés condigcOes garantem a convergéncia do método de
Gauss-Seidel
@ A tem diagonal estritamente dominante por linhas, ou seja
n

|aji| > Z |a;| (critério das linhas)
J=1j#i

@ A tem todos os coeficientes ndo nulos e tem a diagonal dominante
n

por linhas, ou seja |a;;| > Z |ajj| e existe s tal que
Jj=1j#i
|ass| > Z}’:l,#s |asj| (critério das linhas fraco)

@ A satisfaz o critério de Sassenfeld |6i] < 1 porcadai=1,...,n
| | Z|au|ﬁj + Z |ajj]
alj Jj=i+1
onde B = = i=2,...,n
Z |a 11| |aii o

Note que o critério das ||nhas é um subcaso do critério de Sassenfeld.

Portanto as matrizes que satisfazem o critério de Sassenfeld sdo mais daqueles que satisfazem o critério das linhas.
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Comparagdo na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Propriedades dos 3;, Reducao do erro, e convergéncia com
o critério de Sassenfeld

Considere os f3; do critério de Sassenfeld
i—1 n
> agli+ > lajl

n
ai;j —1 j=i+1 ,
51223u Bi=1 P Ji=2,...,n
=

lai1|’

Sejam {X,-(k)} as iteracGes obtidas do método de Gauss-Seidel, denotamos

os erros no passo k: e*) :=x; — x\¥) E®) .= _max 1] = [|e®)]| .

Os B; de Sassenfeld permitem de achar como variam as componentes
“1) 4o erro no passo k + 1 em funcdo do erro E(K);

s

el

|ei(k+1)‘ < BIE(k) por cada i = 1,...,n

e por isso vale sempre que E(kt1) < gE(K)
onde S = max f;. Estas desigualdades valem sempre
i=

coyn

(independentemente se os 3; foram menores de 1).

MS211 — Calculo Numérico — Turma C Aula 13 - Método de Jacobi e de Gauss-Seidel 25 /31



Comparagdo na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Propriedades dos 3;, Reducao do erro, e convergéncia com
o critério de Sassenfeld

Se valesse o critério de Sassenfeld (ou seja § < 1) teremos a
reducdo na norma do maximo dos erros em cada passo

EHD) < gtk « E(K)

e teremos convergéncia porque E(K) < BKE(®) ¢ portanto
lim E(®) = 0. Note que este implicaria lim xi(k) = x; e portanto
k—o00 k—o00

teremos a convergéncia do método:

lim x) = x.
k—o0
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Comparagdo na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Exemplo

Considere o sistema

x1 +0.5x —0.1x3 = 0.2
0.2x1 +x2 — 0.2x3 = —2
—0.1x —0.2x% +x3 =1

_ |awe|+las] O.5+0.1 _
b1 = an1] =06<1
By = |a21||i1+\323| _ 02*0 6+02 —032<1

|
B3 = las1|Bi+|as|B2 _ 0. 1*0 6+0 2:032 _ 0124 < 1

= o =
Entdo o critério de Sassenfeld é satisfeito e por isso o método de
Gauss-Seidel aplicado a este sistema linear convergira.
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

E se nao valer o critério de Sassenfeld...

As vezes é suficiente trocar as equagdes e as incognitas do sistema para
ter um sistema que satisfaz o critério de Sassenfeld. Por exemplo

2x; +x 4+3x3 =9
—Xo +X3 = -2
—X1 +3x3 =3

tem By = 2 =2> 1.
Observamos que trocando a primeira com a terceira equagdo e a primeira
coluna (ou a primeira varidvel x;) com a terceira coluna obtemos um
sistema do tipo
3X3 —X1 =3
X3 —X2 ==-2
3x3 +x» +2x1 =9
tem61:1<1, 5> =1c1
1213, 11 14 23
O3=3033+13)=3(3)=5<1
Se para cada possivel troca o critério continuasse a ndo valer, n3o
podemos garantir a convergéncia do método.

Il
o
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Comparagdo na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Computar os [3; no algoritmo de Gauss Seidel

Note que os (5; podem ser computados dentro o algoritmo de
Gauss-Seidel adicionando linhas nos ciclos
"for'j=1,...,i—1,i+1,...,n

5,’ +~0

forj=1,...,i—1do

Bi < Bi + |ajj|5;
end for
forj=i+1,...,ndo

Bi < Bi + |aij\
end for
Bi = far
Se algum f3; for maior de 1 poderemos forcar a paragem por falta de
garantia da convergéncia. Se bem o método ainda poderia convergir...
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Comparagdo na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Critério das linhas

Se A satisfaz o critério das linhas entdo o método de Gauss Seidel
converge, note que isso acontece porque

criterio das linhas —— critério de Sassenfeld

Isso porque se A satisfaz o critério das linhas:

n
© Na primeira linha temos |a11| > Z |ay| e isso implica 1 < 1
j=2
n n
|a21|B1+ Z |32j’ |ao1|+ Z |32j|
ot ;
© Na segunda linha 2] < ‘822| <1,

altima desigualdade é vallda sendo que por a domlnacao da
diagonal na segunda linha teremos |ax| > |a21| + ZJ-:3 \agj|

o
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi

Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Mas existem também sistemas que n3o satisfazem o critério das
linhas mas que satisfazem o critério de Sassenfeld

3X1 —X3 =3
X1 —X2 =1
3x1 +x0 +2x3=9

1
=z<1
|a11] 3
1
2 1
o lmltlenl 3 _1_,
|822| ' ? 1 1 1.4
= — = — — — )= —(=) = — 1
B3 2(|331|ﬂ1+|a32|52) 2(33%—3) 2(3) 3 <
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