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Introducao

Nesta aula apresentaremos os métodos iterativos para a resolucdo de
sistemas lineares Ax = b.

Estes métodos sdo similares aos métodos do ponto fixo xx+1 = ¢(xx) para
achar os zeros de uma funcdo f discutidos anteriormente. Os métodos de
pontos fixo podem ser chamados também métodos iterativos de um
passo porque tem uma iteracdo definida somente a partir do x; anterior.
Agora, na resolucdo de Ax = b é como se quiséssemos encontrar a
solugdo do problema do zero f(x) = Ax — b =0, resolvendo um
problema do ponto fixo equivalente x = ¢(x).

Os métodos iterativos para a resolucdo de sistemas lineares sdo métodos
globais, ou seja se o método converge ele convergird para cada xp € R”
inicial escolhido. A convergéncia ou menos destes métodos dependera
somente da matriz A, ndo dependendo do vetor b.

Na segunda parte da aula vamos apresentar um particular método
iterativo chamado método de Jacobi, ou de Gauss-Jacobi. A
convergéncia e aplicacdo do método de Jacobi serd analisada.
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Conteudo

@ Métodos iterativos para a resolucdo de sistemas lineares

© Método iterativo de Jacobi
@ Convergéncia do método de Jacobi
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Métodos iterativos

A ideia na construcdo dos métodos iterativos para a resolugdo do
sistema linear Ax = b de dimensdo n é de gerar uma sucessao de
vetores {X(k)} com x(k) € R", que converge a solucio do sistema.
Esta sucessdo é definida a partir de uma fungdo ¢ : R” — R" e é
tal que:

@ transforma um vetor x(¥) de n elementos num vetor x(x*1) de
n elementos: x(kt1) = o (x(k)).

@ a solugdo x € R" do sistema Ax = b é tal que ¢(x) = x, ou
seja a solugdo x é ponto (ou melhor vetor) fixo de .
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Métodos iterativos x(kt1) = Gx(K) 4+ ¢

Os método iterativos que trataremos usam como funcio de

iteracao

ely) =Gy +c
onde G € R"™" é chamada matriz de iteracdo, e c € R" é um
vetor.

G e c s3o 0os mesmos em cada iterac3o.
Dado o vetor inicial x(9) obtemos

X(l) = GX(O) _|_ c
X(2) e Gx(l) _|_ c

X(k+1) = Gx(k) _|_ c
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Convergéncia, um resumo

Na aula dos métodos do ponto fixo vimos que se um método
Xk+1 = @(xx) cria uma sucessdo convergente entdo ela convergird
necessariamente ao ponto fixo de ¢.

Os métodos iterativos satisfazem a mesma propriedade:

se existir o lim x(k) = y entdo y é ponto fixo de ¢(y) = Gy + ¢

k—o0

ou seja p(y) = y ou equivalentemente Gy + ¢ = y.

Definicao

Um método iterativo para a resolucdo de Ax = b (com solugdo x)
€ convergente se lim xk) = x ou equivalentemente se dada a

— 00
sucessio elk) := x — x(k) onde e(k) & o vetor erro da iterada k,

temos lim (k) =0
k—o00

Note que lim e =0 < lim |[e®| =0
k—00 k—00
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Escolha do método iterativo

Fica claro que um bom método iterativo tem de ser:

© convergente
@ tem de ter como ponto fixo a solucdo x do sistema linear,
portanto temos sempre escolher G e c tais que:

Gx+c=x < Ax=b>b
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Critério de precisdo (paragem) dos metédos iterativos

Ha quatro possiveis critérios de precisao:

@ ter distancia pequena entre duas iteragOes consecutivas :
|d®)|| = [|x(F) — x(k=1)|| < €, onde como norma usaremos
a norma do maximo ||d¥)| := max |d,-(k)| e onde d,-(k) é
=1,2,...,n

a componente i do vetor d(K) = x(k) — x(k-1),

@ ter distancia relativa pequena entre duas iteragoes :
[l —x () ) [l —x ()|

K S €oU T <€

@ ter residuo da iteracdo k pequeno. Ou seja o vetor residuo
r() .= b — Ax(K) tem de satisfazer ||r(9)|| < ¢
@ uso de ambos os critérios anteriores: ||x(k) — x(k=D|| < ¢ e

(k+1) _x (k)
(ou) W < e e (ou) ||b—AxH| < e
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Formas equivalentes de métodos iterativos

Existem duas formas equivalentes dos métodos iterativos para resolver
Ax = b com A nao singular:

o x(+1) = Gx(k) 4 ¢ (forma cldssica)

o x(ktD) = x(k) 4 (] — G)A=1r(¥) (forma com residuo),
onde r0) = p — Ax(¥)

Deduzimos a segunda forma da primeira:
x+1) — 5 () _x(K) L Gx (R ¢ = x4 (G—=1)xK) ¢ = xW) —(1—G)xW) 4-c.

(1)
Agora sabendo que a solucdo x do sistema satisfaz x = A" lb e
x = Gx + ¢ temos que ¢ = (I — G)x = (I — G)A~1b, substituindo esta
expressdo de ¢ na equacgio (1), temos
XU = x(K) — (1 = G)x®) + (I — G)A~1b =
xF) — (1 = G)ATAX) + (I = G)A~1b = x(K) 4 (1 — G)A~1r(K)
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Forma do método iterativo com o residuo

Esta dltima forma permite de ver como o erro entre duas iteragles
consecutivas d(k) = x(k+1) _ (k) depende da matriz A, da matriz

de iteracdo G e do residuo rk) = b — Ax(k) da iterada anterior
(k)
x\%),

Graficamente num plano em R” o vetor distancia
dk) = (1 — G)A=1r(K) é aquele que se pode somar a x(¥) para

chegar a x(k+1),

Esta forma do método com o residuo r(k) é muito usada nos
algoritmos porque muitos deles usam como critério de paragem
|b — Ax{¥)|| < € e portanto necessitam de computar sempre o
residuo r(K) = p — Ax(K)
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Teorema de convergéncia dos métodos iterativos

Teorema 1

Dado um qualquer x(©) € R" inicial, o método iterativo
x(+1) = Gx(K) + ¢ converge se e s6 se klim |G¥|| = 0 para uma
— 00

qualquer norma de matrizes || - ||

Definimos a seguir uma classe de normas de matrizes
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Normas induzidas de normas vetoriais

A norma de matriz induzida de uma norma vetorial é

Ax
A= sup 1A
x€ERM x£0 HXH

Exemplo de normas de matrizes:

n

A
|Allc = sup IAxoe _ “max Z\a,-j],
xER™ x#£0 HXHOO I:L”"nj:l

onde ||x]|co = _max |xi].
s

=1,...,

A n
WAl = sup WA Sy
xeRnx£0 |IX[[1 =len

n
onde |[x]1 = |x|
i=1
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Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Teorema 1 de convergéncia dos métodos iterativo,
Demonstracao

Demonstracio.

Usando a definicio do vetor erro el = x — x(k):
elktl) = x — x(k+1) — x — Gx(K) —c = Gx+c— GxtK) —c =
G(x — x) = Ge(k. portanto obtemos

k1) — Ge(k)
ou seja a matriz de iteragdo contrai o erro do passo anterior. Desta
tltima equacao obtemos
ekt = Gelk) = G2elk—1) = | = Gk+1e(0)

e entdo elk) = G¥e(® . Por isso temos convergéncia por um dado
x(©) € R" qualquer se klim e =0 = lim G¥el® =0 por cada
— 00

k— 00

e(® € R" e este acontece somente se lim ||G¥|| = 0. O
k—00

MS211 — Célculo Numérico Aula 12 - Métodos iterativos, Método de Jacobi 13 /25



Métodos iterativos para a resolugdo de sistemas lineares

Condicao suficiente para convergéncia dos mét. iterativos

Uma condicio suficiente para que o método x(¥*1) = Gx(K) + ¢ converge

é que a norma da matriz de iteracdo é menor de 1,
Gl <1

Esta condi¢3o é similar ao que acontece com os métodos do ponto fixo
onde uma condi¢3do suficiente para ter convergéncia era de encontrar um
intervalo onde |¢/(x)| < 1.

Proposicao (Condicdo suficiente para convergéncia)

Se ||G|| < 1 entdo o método xk+1) = Gx(¥) + ¢ converge

Demonstracio.

Note que para as propriedades das normas temos
IGKI < lIGlllIG]I--- |G|l = [|G|*. Note que se |G| <1 para as
propriedades dos limites de exponenciais com base menor de 1 (pense ao

1
lim (%)X = 0) temos lim ||G||* =0 e sendo 0 < ||G¥|| < || G| entio
k—00 " 2 k—o00

klim | G¥|| = 0 que para o Teorema 1 leva a convergéncia do método [
— 00

v
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< . . . Convergéncia do método de Jacobi
Método iterativo de Jacobi © ’ » 48 S8

Splitting da matriz A, método de Jacobi

O método de Jacobi como a maioria dos métodos iterativos usam um
splitting da matriz A, ou seja consideram A como soma de duas matrizes,
para poder obter a matriz G e o vetor c tais que

Ax=b < x= Gx+c.

Neste caso seja D a matriz diagonal de A,

a;7 0 oo o 0
0 ano 0 s 0
Do . . . .
: . . . 0
0 - -+ 0 am
Usaremos o splitting A= D + (A — D),
supondo que D seja invertivel (a; #£ 0 Vi =1,...,n) obtemos de Ax = b:

Dx+(A—D)x=b <= Dx=(D-Ax+b <
x=D"YD—-Ax+D"b=(I-DtA)x+ Db
Portanto no método de Jacobi:

G=1-DA c=D71p
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< . . . Convergéncia do método de Jacobi
Método iterativo de Jacobi © ’ » 48 S8

Método de Jacobi na forma vetorial

O método de Jacobi, também chamado método de Gauss-Jacobi, tem a
iteracdo definida por

x+) = G)xK) 4 ¢, (forma vetorial)

onde Gy=1—-DAcR™ ec;=D"thecR"
Se pode definir o método também linha por linha:

Xi(k+1) _ (GJX(k) +c))i, i=1,....n

onde usamos a notagdo v; para denotar a componente i do vetor v, com i =1,...,n.

i bi
Note que DA = (?)U D~ lb= (—)i portanto temos

n n

0 —a ... cee 2

ai ai b
__ a2 0 __ a2 . 3 an
a ax az
Gy = =
. . . bn
__am - - __8nmn—1 0 ann
ann ann
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< . . . Convergéncia do método de Jacobi
Método iterativo de Jacobi © ’ » 48 S8

Método de Jacobi na forma escalar

A expressao do método linha por linha pode ser escrita como
X = (e)i 4+ (6x9); = (D7) + (1 = DT AW,

ou seja na forma escalar explicita

b " a 1 u
(k+1) _ Bi i (k) _ ) (k)
U= Y Y= b Y A
ajj . dii aji =
J=1, j#F J=1j#
paracadai=1,...,n.

Esta dltima forma é mais facil para ser implementada num
algoritmo.
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< . . . Convergéncia do método de Jacobi
Método iterativo de Jacobi © ’ » 48 S8

Forma alternativa vetorial e escalar

Sabemos que um método iterativo, x(k*1) = Gx(¥) 4 ¢ pode
sempre ser escrito como x(kt1) = x(k) (1 — G)A=1r(K) onde foi
usado o residuo r(k) = p — Ax(k),

Portanto sendo Gy =/ —D"1A = | — G, = DA teremos a
seguinte forma alternativa vetorial simples do método de Jacobi:

xH) = () (1 — G AR = x(K) 4 p=1,(K)
No caso escalar temos:

xl.(k“) = x,-(k) + fri(k), paracadai=1,...,n

n
onde por definicdo r,-(k) = b; — Z a,-jxj(k), comi=1,...,n.
j=1
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< . . . Convergéncia do método de Jacobi
Método iterativo de Jacobi © ’ > e

Matriz com diagonal estritamente dominante por linhas
(critério das linhas)

Definicao

A € R™" diz-se com diagonal estritamente dominante por linhas
n

(ou que satisfaz o critério das linhas) se e s6 se |aji| > Z |ajj|

J=Li#
porcadai=1,...,n
Exemplo:
4 1 0
A= 2 -5 1 satisfaz o critério das linhas

-2 -1 —45
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Convergéncia do método de Jacobi

Método iterativo de Jacobi

Condicao suficiente para a convergéncia

Proposicdao (1° condicao suficiente para a convergéncia)

Se a matriz A for com diagonal estritamente dominante por linhas (ou
equivalentemente se satisfazer o critério das linhas)
entdo o método de Jacobi converge.

Demonstracao.

Provamos que se A for com diagonal estritamente dominante ent3o
|GJ|looc < 1 e este pela propriedade dos métodos iterativos (pag. 14)
garante a convergéncia do método. Sendo que G; = (gj)i j=1,....,n cOM
gi=0egj=—31i#]j entdo

n

. > lail

n
. 2
1Glle = max S lgyl= max S u‘ St
i=1,...,n % g i=1,..
=

= maxX | |
.,n aji i=1,...,n ajj
=i !

Note que usamos a hipdtese que a matriz A satisfaz o critério das linhas
n

> lagl < lail- O

J=Li#

R R RREEERRREEESEES—SS————m—————
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Método iterativo de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Portanto se A for com diagonal estritamente dominante por linhas

lim xﬁk) =X
k— 00
onde com xﬁk) indicamos o valor obtido do método de Jacobi apds

k iteracoes.
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Convergéncia do método de Jacobi

Método iterativo de Jacobi

Queremos achar uma aproximacio x(¥) da solucio do seguinte sistema
linear a menos de um erro relativo entre duas aproximacdes sucessivas de
€ = 0.05, ou seja paramos o método iterativo quando

GINECE
A PO

10x1 +2x +x3 =7
x1+5x +x3=—8
2x1 4+ 3x2 + 10x3 = 6

Notamos que A é n3o singular (det(A) = 447 # 0), ent3o existe uma
tnica solucdo do sistema. Para poder aplicar o método de Jacobi
observamos que os aj; sdo diferentes de zeros, e que é satisfeito o critério
la11] = 10 > |agp| + |a3] =2+1=3
das linhas:  |ax| =5 > |axi| +]axs| =1+1=2
|ass| = 10 > |a31| + |as2| =2+ 3 =5
Portanto podemos aplicar o método de Jacobi com a certeza que
convergira (teoricamente) independentemente do x() escolhido.
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Método iterativo de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Usamos o formato escalar por linhas. x(kﬂ) Z ajjx; ()
J=L#
Pegamos como x(®) o vetor x(®) = (0.7, —1.6, 0.6)t.

O método de Jacobi gera na iteragdo k + 1: xl(kﬂ) = %(7 — 2x2(k) - x3(k))

k+1 k k
35 0)

kt1 (k K
§+)— 16(6 - 2X1 )_3X2( ))-

A prlme|ra iteragdo sera:
)M = L(742-1.6 - 0.6) = 0.96
(1) ( 8—0.7—0.6)=—1.86
(1) L(6-2-0.7+3-1.6) = 0.94.
Notamos que max; |x,- )| =186¢
|x1(1) — x1(0)| = 0.26; |x2(1) — X2(0)| = 0.26; \X§l) — X?EO)| =0.34.
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Método iterativo de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Portanto 0_0

(1) _ =X maxi |x; | _ max{0.26 , 0.34} _ 0.34 __
dr HX(1 oo - max; ‘X,' ‘ - 1. 86 - =0.1828 >
0.05 =e¢.

Proseguimos até chegar a iteracdo k que satisfaz a condicdo de saida.
Obteremos x(?) = (0.978, —1.98, 0.966) que tem

(2) _ max{]0.018|, |-0.12], [0.026]} __ o 12
dy ma o8] = 0.0606 > ¢;

Ent3o continuamos com o metodo, a tercelra iteracdo de Jacobi obtem

xB) = (0.9994, —1.9888, 0.9984)" que tem

(3) _ max{[0.0214], |—0.0088], [0.0324]}  0.0324
di” = |—1.9888] = Togss — 0-0163 <¢

Portanto a aproximacdo achada do método a menos de erro relativo
menor de ¢ = 0.05 de duas iteracdes sucessivas é
x; = 0.9994, x, = —1.9888, x3 = 0.9984
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Método iterativo de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Exemplos com o critério das linhas nao satisfeito

No caso que o sistema linear n3o satisfaz o critério das linhas, pode ser
que trocando as equagdes o critério seja satisfeito e portanto o método
de Jacobi convergirad apés a troca. Exemplo:

x1 3 +x3 =2
bx1 4+2x0 +2x3 =3
+6x, +8x3 = —6

Notamos logo na primeira linha que |a11| =1 % |a2| + |ai3| =3+ 1=4
Portanto o critério das linhas n3o é satisfeito (a diagonal n3o é
estritamente dominante por linhas). Mas se trocamos a primeira linha
com a segunda linha obtemos

5X1 +2X2 + 2X3 =3
X1 +3X2 + X3 =-2
+6x, +8x3 = —6

temos por cada i = 1,2,3 que |aji| > .ZJ’?:L#" |aj|. Portanto o método
de Jacobi convergird a solugdo deste sistema. Observamos também que
A é ndo singular e tem a;; # 0 e por isso se podia aplicar Jacobi.
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