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Fatoragdo de a matri -
rac uma matriz Fatoragdo LU

Fatoracao

Definicao (Fatoracdao de matrizes)

Se existem duas matrizes "simples”C e D que sio fatores de A ou
seja tais que A= C-D

entdo a decomposicdo A = C - D chama se fatoracao da matriz A

Considere o sistema linear Ax =bcom A= C-D.
Notamos que os seguintes problemas s3o equivalentes

(passo 1), resolver Cy = b;

Ax=b = CDx=b— (passo 2), use y do passo 1 e resolva Dx = y;

Chamaremos a seguir este algoritmo como estrategia dos dois passos
para resolver sistemas lineares com A fatorizavel.
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Fatoragdo de a matri -
rac uma matriz Fatoragdo LU

Vantagens da Fatoracao na resolucao de sistemas lineares

@ Se as matrizes C e D tem uma estrutura conhecida e simples, como
as matrizes diagonais, triangulares ou em geral com uma
distribuicao de muitos zeros conhecida a priori, entdo serd mais
simples resolver os dois sistemas Cy = b e Dx = y respeito ao
resolver o sistema completo Ax = b.

@ Uma vez que temos a fatoragdo da matriz A podemos resolver com
minimo custo todos os sistemas do tipo Ax = b, Ax = ¢, Ax =d,
com b, ¢, d vetores diferentes. Usaremos sempre a estrategia dos
dois passos vista anteriormente.

Esta estrategia dd uma vantagem enorme porque permite de poupar
o custo computacional, respeito a :

e aplicar cada vez o método de eliminagdo de Gauss, que tem
um custo O(n%),
o usar o método de Cramer que tem custo O(n").
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Fatoragdo de uma matriz -
“ Fatoragdo LU

Vantagens da Fatoracao na resolucao de sistemas lineares

@ Note que se os fatores C e D foram triangulares
(como vai ser na fatoragdo LU)
o custo da estrategia dos dois passos para resolver Ax = b tem
custo n® + n? = 2n% = O(n?)

Aplicar o método de eliminagdo de Gauss para resolver trés sistemas
terd um custo 3 - O(n®) = O(n®) em vez com a estrategia dos dois
passos com os fatores triangulares C, D conhecidos teremos um
custo de 3-2n% = 6n% = O(n?).
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Fatoragdo de a matri -
rac uma matriz Fatoragdo LU

Uso da fatoracao para obter a inversa de matrizes

A fatoracio pode ser usada também para achar a matriz inversa A~
Porque a matriz inversa A~! ¢ igual a tnica matriz X € R™*" tal que
AX = | onde | é a matriz diagonal com todos 1 na diagonal.

Se indicamos com x; € R" as colunas de X teremos que Ax; = & onde

€ = ( 0O --- 010 --- 0 )t € um vetor coluna que tem todos
zeros e tem 1 somente na posi¢cao com indez i.

Se foram conhecidos os fatores C e D da matriz A, podemos achar os X;,
como solu¢do de Ax; = & com a estrategia dos dois passos e assim ter
um custo computacional n- O(n?) = O(n®) que é sempre menor do custo
para resolver n sistemas com eliminacdo de Gauss que tem custo

nO(n%) = O(n*).
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Fatoracao LU e Eliminacdo de Gauss

Definicao (Fatoracdo LU)

Uma matriz A € R™" tem fatoracdo LU se existirem a matriz
triangular inferior L € R"" com 1 na diagonal principal, e a
matriz triangular superior U € R"™*" tais que A= L - U.

O método de eliminacdo de Gauss classico pode ser utilizado para
achar a fatoracdo do tipo LU da matriz A.
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Fatoracao LU e Eliminacdo de Gauss

Durante o método da elimina¢do de Gauss se gravamos todos os
(k—1)
. . a.: . .
multiplicadores mj, = ~f—; podemos construir a matriz L da
a

kk
fatoracdo LU da matriz A.
A dltima matriz obtida do método, ou seja A(”_l), € a matriz
triangular superior U da fatoragdo.

Vale o seguinte teorema...
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Teorema da fatoracdo LU

Seja A uma matriz ndo singular tal que det(Ax) # 0, onde A, é formada
das primeiras k linhas e colunas de A, com k =1,...,n, entdo existe
uma Unica fatoracdo LU de A, que é obtida com

1 0 - .- e 0
moy 1 0 --- .-~ 0
ms31 M3z 1 0 s 0
L= : : - . i
: 0
Mp1 Mp2 - T Mpp—1 1
0 0 0
Y ) a)
0 af aly)
U — A(nil) = : : ; ' .k.—.]. o -k._.l
0 0 ..o Ay oL QD)
0 ..
0 0 0o 0 oY
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Algoritmo da fatoracao LU sem fill-in

Modificamos o algoritmo da eliminacdo de Gauss para gravar os
multiplicadores mj, na parte triangular inferior da matriz A. Note
que esta parte da matriz ndo é utilizada apds a eliminacdo de
Gauss, porque ela contem somente os zeros.
Require: n, A= (aj), b= (b;)
fork=1,...,n—1do
fori=k+1,...,ndo

..
(k—1)

m = —(=y;
Tk
djk < m;
b; = b; — mby;

forj=k+1,...,ndo
ajj = ajj — M- ay;
end for
end for
end for
Output: (L)isj = (3j);5; » (U)i<j = (aj),< ;
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Fatoracao e o método de eliminacdo de Gauss

Sendo que o método de eliminacdo de Gauss pode ser usado para
achar a fatoracdo LU da matriz dos coeficientes A do sistema,
teremos que

o custo computacional para achar a fatoracao LU é

2n+ "72 —In=0(r).

Portanto a vantagem computacional da fatora¢3do respeito o
método de eliminacido de Gauss reside somente quando queremos
resolver mais sistemas lineares do tipo

Ax = b

com a mesma matriz A dos coeficientes e com b que varia.
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

Exemplo de resolugcao do sistema linear com a eliminagao
de Gauss e com gravacao da fatoracao LU

3X1 + 2X2 + 4X3 = 1
Considere X1+ X+ 2x3 = 2 myp = % = %; ma; = 3L = %
4x1 4+ 3% +2x3 =3 1
(1) 1 1. (1) _
Ay =ap —Mmuap=1-32=3 ay =axn—myap=2-
(1) _ =3 2 _ 1. (1) _ o_4
dzy = da32 —M31d12 = 3 — 37 d3z = d23 —M31413 = 3
1=

bgl):bz—m21b1:2—g1_§, b§Y = by — my by =3 -

Gravando os my; € ms3; nas posigdes (2,1) e (3,1) obtemos no passo 1 a

3 2 4 1

— 1 1 2 5

estrutura (AM)|[p(1)) = 3 3 3 3
41 105

3 3 313
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

(1 1
No segundo passo obtemos somente o multiplicador ms; = % = % =1
EbY) 3
e (235 coeflicientes . , . .
afy = aly) —mpaly) = B — 3= 4, b =) —myppi) =3 -5 =0
Assim levando o ms; na posicdo (3,2) da matriz teremos no fim do
3 2 411
N 1 1 215
segundo passo a estrutura (AD|b))=| 3 3 3 |3 |entiol
4
- 1 —-4]|0
3

serd uma matriz triangular inferior com 1 na diagonal principal e com a
sua parte inferior que é igual a parte inferior da matriz A(2):

1 00
L= 3 10
411

o 3 2 4

4 : : T _ 12

e U é a parte triangular superior de AQ?): U = AR = 8 8 §4
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Fatoragdo de uma matriz &
< Fatoragdo LU

A resolucdo do sistema serd sempre baseada no resolver

A1) — p(n=1) que é 0 mesmo que resolver Ux = L~1b, ou seja
temos A1) = U mas também b("~1) = [~1p,

No nosso exemplo, o sistema triangular superior final é

3 2 4 X1 1
12 _ | s
0 3 3 x | =1 3
0 0 —4 X3 0
Da dltima equacdo obtemos x3 = 0,
5_29
373%

5

Da segunda obtemos: xo = 32—
3
Da primeira equagcao obtemos

3X1+2X2+4X3I3X1+1021—>X1:—%2—3
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Matrizes e Sistemas Tridiagonais

Uma matriz A € R"*" que tem trés diagonais como na figura em

baixo
a G
b a» o
bs a3

bn—l an—-1 GCp—-1
by dn

chama se matriz tridiagonal. Estas matrizes sdo caraterizadas em
ter aj =0 paracadai,j€1,...,ntal que |i —j| > 1.

Um sistema linear Ax = b com A matriz triadiagonal é dito
sistema tridiagonal.
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Método de Thomas

O método de Thomas é um método direto para resolver sistemas
tridiagonais.

Este método pode ser visto como uma estrategia para determinar
rapidamente a fatoracdo LU de matrizes tridiagonais.

Por causa da presenga de muitos zeros (esparsidade) na matriz A
este método a diferenca do método de eliminacdo de Gauss tem
um custo computacional baixo de O(n).
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Fatoracao LU de matrizes tridiagonais usando o Método de
Thomas

1 a1 C
B 1 az o
A=
5n—1 1 Op—1 Cp—1
Bn 1 an
L U
onde
1 = a1,
b; .
51': € ai:ai_ﬁici—la porl:zv"'vn
Q1
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Método de Thomas

Dado o sistema linear Ax = b onde b = (by,..., b,)" é o vetor dos
termos independentes, a solucdo do sistema pode ser obtida
resolvendo os sistemas lineares triangulares:

ly=b eUx=y

Usando as matrizes L e U obtidas na slide anterior, concluimos que

ylzl_)l, y;:B;—ﬁ,’y;_l, comi=2,...,n

n i — CiXj4+1 ;
xg =20, = YTENH 1
Qp Qj

Esta método de Thomas, permite de calcular a solu¢ao de sistemas
lineares tridiagonais com O(n) operagdes aritméticas.
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Problema do calor num segmento discretizado

Sistemas tridiagonais saem se queremos resolver o problema do
calor estacionario no segmento [0, 1]

{ —u"=f
u(0) = wp, u(l)=wm

Usamos uma formula de diferencas finitas de segunda ordem para
proximar a derivada segunda nos pontos x; = ih, i = 0,...,n com
h=b—a/n
neoN L Ui+l — 20i + Uji—1
u (X;) =~ 2

i+1 — 2u;i + uj— )
“d(x) = Flxg) — — i h‘;“ L f(x), parai=1,...,n—1
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Resoluc3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Obtemos o seguinte sistema tridiagonal

2 -1 I w4+ 1(0)
-1 2 -1 Uy f(x1)
-1 2 -1 us f(Xg)
" . ) - :
-1 2 -1 Up_2 f(Xn—1)
-1 2 ) \ups w4 (1)
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