Gabarito Prova 1.

1 Gabarito da Prova 1

1. Considere as fungoes f(x) = 2% e g(x) = sen(z) + 1

e Quantas intersegoes existem entre estas duas fungoes?
e Achar uma aproximagcao do ponto Z (ponto de interse¢ido) menor possivel tal que f(z) =
g(x) usando o método da bissegao:
— Determine o intervalo inicial onde aplicar o método.
— Implemente dois passos do método.
e Considere agora o método de Newton para resolver o problema do item anterior:
— Quais s@o as condigbes que garantem a convergéncia do método de Newton?
— Verifique se existir um intervalo que contem o ponto T onde estas condigoes sao
satisfeitas.
— Implemente um passo do método de Newton para achar uma aproximagao de .

Resposta: O grafico das duas fungdes f e g é dado na Figura[]

e Observando o grafico note se que pode ter somente duas intersegoes, eles ficam no inter-
valo [—2,2].

e A intersecdo menor I é negativa é estd no intervalo [—1,0]. Note que a intersegdo
das fungbes f e g satisfaz que f(Z) = ¢(Z) e entdo f(z) — g(Z) = (f — g)(Z) = 0.
Apliqueremos entao o método da bisse¢ao a fungdo h = f — g. Observamos que h(—1) =
f(=1) —g(-1) = 1 —sin(—-1) — 1 = —sin(—1) = 0.8415 > 0 (ou equivalentemente
f(=1)=1>g(-1) =sin(—1) + 1 = 0.1585) e h(0) = f(0) — g(0) =0 —sin(0) =1 < 0
(ou equivalentemente f(0) =0 < ¢g(0) =sin(0) + 1 = 1).

Entao sendo que A é continua com sinal oposto em z = —1 e z = 0 existe pelomenos um
zero de h em [—1,0].
Analizamos a derivada de h para verificar se tem um tnico zero em [—1, 0].

W (@) = f'(x) - ¢ (x) = 22 — cos(a)

Verificamos se ela tem sinal constante. h'(0) =0—1= -1 <0, h'(—1) = —2—cos(-1) =
—2,543 < 0 Analizamos se h’ for crescente em [—1,0], porque se acontece isso entao
0 < h/(-1) < W (x) < h(0) para cada = €] — 1,0].

h'(z) =2+ sin(z) >2-1=1>0

Entao é verdade que h'(x) é crescente e entao h'(x) > 0 é sempre positiva, portanto h é
sempre crescente em [—1,0] e portanto existe um unico zero  de h em [—1,0].
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Figura 1: Questao 1, graficos das fungoes f(x) e g(x)

— Um bom intervalo onde aplicar o método da bissecao para achar z é [—1,0].

— Primeiro passo: ag = —1, by =0, xg = 2 = 0.5
Observo que h(zg) = —0.2706 < 0 tem o sinal oposto de h(—1) > 0 ent@o o zero
encontreras no intervalo [a1,b1] = [—1, —0.5]

Segundo passo: a; = —1, by = —0.5, 1 = ao—gbo =—-0.75

e As condigbes que guarantem a convergéncia do método de Newton para achar o zero &

de h sao: que tem de exisitir um intervalo I que contém & onde
— h, A’ , h" sao continuas;
(@) £ 0;

— existe um M tal que |};j,‘;' < M < 1.

Note que h(z) = 2% — sen(x) — 1, W (z) = 22 — cos(z), h"(z) = 2 + sin(r) sdo sempre
continuas.
Note que

R (x) =2z — cos(x) #0 <= x # cos(x)/2

Notamos que se § < 2 < 0 entdo cos(x)/2>0ex <0
Por isso no intervalo [-7, 0] que contem o zero z sendo que [—1,0] C [~ fracr2, 0] temos
sempre h'(x) # 0.

1 . 1
Avaliamos agora se |%|< lem I = [-7,0], ouseja se —1 < ’;Z,lz < 1.
1
Provamos se '}j,‘z < 1.
hh' 222+ 22sinz — 3sinz — sin?x — 2 <17

K2 422 — Az cosx + cos? x



Observamos que sendo —sin® z = cos? z — 1 é suficiente analisar se

222 + z?sinz — 3sinz — 3 < 42?2 — 4z cos x

ou seja se r2(2 — sinx) + 3(sinx + 1) — 4z cos(z) > 0 Note que este acontece porque
2—sinz >0sinz+1>0e —4acosz >0sex € [-F,0].

Analogamente podemos provar que };ff;/ > —1.
Entdao um bom intervalo onde aplicar Newton para encontrar  é I = [~7,0].
e Implmentamos Newton partindo de um ponto zo € I = [~7,0] assim teremos certeza
da convergencia. Se tomamos ro = —7 obteremos depois um passo
h(x
21 = o — 00) _ ) 6az018
W (o)

que parece ja uma boa aproximagao do zero.

2. Resolver com a eliminagao de Gauss com pivotamento total no sistema de aritmética finita
FP(10,3,-9,9) o seguinte sistema linear:

2.521 + 2025 =1 1)
10722, — 10%°29 =0

Qual é vantagem no usar o pivotamento total respeito o método de Eliminagao de Gauss
classico para resolver este problema?

Resposta: Escrevendo o sistema de forma matricialmente e resolvendo com pivotamento
total com truncamento, segue que

2.5 2100 —-10° 1072 0 —-10° 1072 0 (2)
1072 —10° 1 21025 1 0 25 1
onde, o unico multiplicador é dado por

a1 210
mo1 = —

= =—0.102 x 10~*.
aiq —].05 x

Assim, temos o seguinte sistema a resolver.

1025 + 107221 =0 — 2 = (1072 x 0.4) /107° = 0.4 x 107 ".

7= < gj x 1077 ) (3)

Vantagem: O pivotamento permite de diminuir a possibilidade de dividir para nimeros pe-
quenos e assim teremos um método mais estavel do método classico de eliminacao de Gauss.
Neste caso especifico temos valores da matriz muito diferentes em modulo e este é um caso
tipico onde o pivotamento permite de reduzir o crescimento dos erros passo depois passo
quando trabalhamos em aritmetica finita , conseguindo transformar a matriz numa matriz
quase equivalente no passo seguinte.

cuja solugao é



3. Dado o seguinte sistema linear
dr—3y+2=3
r+y=2
y—2z2=0
- Verifique se o método de Jacobi pode convergir a solugao deste sistema linear. - Implemente
um passo do método de Jacobi partindo de z(©) = ( 1 11 )t.

Resposta: A matriz do sistema é

4 -3 1 x . 3
A= 1 1 0l, =1y |, b= 2
0 1 -2 z 0

Para verificar se o método de Jacobi converge, temos que ver se: é dominante por linhas ou
se é fracamente dominante e todos seu elementos sao nulos, caso nao satisfaca o anterior nao
podemos concluir nada.

Vejamos se satisfaz o critério das linhas dominante, isto é,

n
laiil > > lai;] .
j=1
i#j
Para i = 1, segue
4= lan] = |-3]+/1= 4.

Como a primeira linha néo satisfaz o critério, dizemos que a matriz A ndo é dominante por
linhas.

Agora, vejamos se pelo menos uma linha é dominante e as outras sdo iguais, isto é
Para 1 = 2, 3.

1= |ag| = [1]+[0|=1,

2 = |ags| > |0]+]1]= 1.

Vemos que A satisfaz o critério das linhas fracamente, porém a matriz A tem elementos nulos.
Logo, nao podemos dizer que o método converge.

Mas se pode mostrar que para esta matriz (ndo reducivel) o critério das linhas fraco guarante
a convergéncia.

Segue agora a implementagao de um passo, lembremos o método de Jacobi

b — Yg=1 aga

(1) _ i£] 4
x; o (4)




com i = 1,2,3. Aplicando o método segue que

3;‘(1)—3_(_3X1+1><1)—3+2—5
= = =

4 4 4’
m _2-(1+0) 2-1
= = =1
) 1 1 ) (5)
) 0-(1+0) 1
xy = ——— =
(-2) 2

Portanto, a solucao do sistema dada por um passo pelo método de Jacobi é:

5/4
=1 . (6)
1/2
$2_y2:1
r=y—2

e Quantas solucoes tem este sistema?
e Implemente um passo do método de Newton para achar uma solugao do sistema:

— Determine uma regiao onde o método de Newton possa convergir a esta solugao.
— Escolha um ponto (xg, yp) nessa regidao e computa um passo de Newton.

Resposta:

e A equacao 22 — y? = 1 descreve uma hiperbole com focos no eixos das = que interseca o
eixo das x nos pontos (—1,0) e (1,0), e ndo interseca o eixo y, porque nao tem nenhum
ponto real (0, y)que pode satisfazer a equago 0 — 3% = 1.

A segunda equagao x = y— 2 descreve uma reta do tipo y = £+ 2 com coeficiente angular
positivo (é uma fun¢ao y=y(x) crescente) e interseca o eixo das x no ponto z = —2 e o
eixo das y no ponto y = 2. Portanto obteremos os graficos dados na Figura 2.

Note que podemos ter somente uma intersegao.

Uma outra maneira para ver que temos somente uma intersecao é de resolver diretamente
o sistema: Substituimos = y — 2 na equacéo 2 — y> = 1 e obtemos

3
(y—2)2—y2:1—>y2—4y+4—y2:1—>—4y:—3—>y:Z
esendor=y—2= % —-2= —g obteremos o tunico ponto de interse¢cao que é (—%, %)

e Por poder implementar o método de Newton para achar a tnica solucao do sistema nao

linear dado F(z,y) =0, com
22—y -1

, precisamos encontrar uma regiao {2 que contem o zero de F' e onde:

(a) a fungao F'(x,y) é derivavel com derivadas continuas
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Figura 2: Questdo 4, graficos dos pontos (z,y) que satisfazem as equacoes 22 —y? =lex =y — 2.

(b) det(Jr(Z)) #0, Vo € Q
(¢) A matriz Jacobiana Jp(Z) satisfaz a condigdo de Lipschitz : existe L > 0 tal que
Vy,z € Q|| Jp(y) — Jr(Z)||< L||y — Z|| numa qualquer norma continua.

O item (a) é sempre satisfeito em cada ponto em R2.
Notamos que a matriz Jacobiana de F' no ponto (z,y) é

Jr(z,y) = ( 2136 —_21y )

entao o seu determinante é det(Jp(x,y)) = —2x + 2y que sera diferene de zero em todos
os pontos que nao ficam na bissetriz x = y. Entao 0y nao pode conter a bissetriz, que
passa no primeiro no terceiro quadrante.

Para provar o item (c), notamos que por cada § = (y1,¥2), 2 = (21, 22) € R? :

| e e | T A )

Entao

21

25 ||oo: 4H§—5Hoo

179 (5)=Tr (2) loo= [20n—20) |+ [2(g—22)| < A max i — 2] = 4] !~

Portanto a condicao de Lipschitz para os Jacobianos ¢é satisfeita em todo o plano R? com
L = 4; Podemos entao asserir que podemos usar com {2 o segundo quadrante

Q={(z,y)lr <=0,y >=0}



e Escolhemos (zg,y0) = (—1,0) e aplicamos um passo de Newton como segue em dois
micro-passos:

(1) Resolvemos o sistema Jg (2, yo) ( z; ) = —F(z0,Y0)
(2) L1 _ [ %o + 51
Y Yo 52

-2 2 4
O sistema Jp(xg,y0)< 5 > = —F(x0,Y0) € ( 1 1 ) ( i; > = ( 1 ) e tem
4
3

como solugao ) =

()
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